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Abstract

In this paper, we numerically compare two penalized least square methods, the ℓ0-penalized method and the

fused lasso regression (FLR, ℓ1 penalization), in finding multiple change points of a signal. We find that the

ℓ0-penalized method performs better than the FLR, which produces many false detections in some cases as

the theory tells. In addition, the computation of ℓ0-penalized method relies on dynamic programming and

is as efficient as the FLR.
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1. 서론

변화점은 연속적으로 관측되는 확률과정의 분포적 성질에 급격한 변화가 발생하는 점으로 지진파를 이
용한 지진의 예측, 경제 시계열에 있어서 추세 변동점 탐지, 그리고 생산 공정의 안정적인 관리 등 다
양한 분야에 있어 중요한 연구 주제이다 (Kotz 등, 2006). 이러한 변화점과 관련한 연구에서 주요 관
심 분야로는 크게 (1) 변화점의 실시간 탐색(on-line detection of a change), (2) 변화점 존재 여부

에 대한 검정(off-line hypotheses test), 그리고 (3) 변화점의 위치와 수준에 대한 추정(off-line esti-

mation of the change)로 구분되어진다 (Basseville와 Nikiforov, 1993). 이러한 변화점과 관련한 연구
를 위하여 각 목적에 따라 다양한 방법이 제시되었고 몇 가지 대표적 방법들로는 우도비(likelihood ra-

tio)를 이용한 방법, 정보량기준(information criteria)을 이용한 방법, 마코프-몬테칼로에 기반한 베이

지안 방법(Bayesian method), 자료의 누적합(cumulative sum; CUSUM)을 이용한 방법, 웨이블렛 근
사법(wavelets approximation) 등이 있다. 이들 방법에 대한 보다 자세한 내용은 Carlstein 등 (1994),

Csörgö와 Horváth (1997), Chen과 Gupta (2001), Kotz 등 (2006)을참조하기바란다.

본 논문에서는 변화점의 위치와 수준을 추정하는 문제, 특히 최근 통계학 분야에서 많은 관심을 받고 있
는 벌점 최소제곱법을 이용한 변화점의 추정 방법들을 살펴보고자 한다. 먼저 우리가 다루고자 하는 자
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료와 이에 대한 통계적 모형을 살펴보면 다음과 같다. 관측값 y1, . . . , yn들이 서로 독립이고 동일한 분

포를 따르는(IID) 확률분포로부터 추출되었고 확률밀도함수가 시점 t = 1, . . . , n에 대해 f(yt; θt)로 정

의됨을 가정한다. 확률밀도함수의 모수 θ1, θ2, . . . , θn들은 구간적 상수(piecewise constant)함수를 형

성하고이는미지의 m과 k1, . . . , km에대해

θ1 = θ2 = · · · = θk1 ̸= θk1+1 = · · · = θkm ̸= θkm+1 = · · · = θn

임을 의미한다. 따라서 위의 통계적 모형 하에서 본 논문의 주된 문제는 구간적 상수 함수의 추정과
ki와 θj들에 대한 추정에 있다고 할 수 있으며 이를 풀기 위하여 최근 다양한 벌점 최소제곱법들이 제안
되었다. 특히 ℓ1-벌점과 ℓ0-벌점에 기반한 방법이 많은 주목을 받았다 (Jang 등, 2015; Johnson, 2013;

Lim 등, 2012; Rinaldo, 2009; Tibshirani 등, 2005; Ye와 Xie, 2011; Yu 등, 2015a, 2015b).

변화점 검정을 위한 ℓ1-벌점 최소제곱법은 “fused-라쏘-회귀(fused lasso regression; FLR)” 또는

“fused-라쏘-근사기(fused lasso signal approximator; FLSA)”이라는 이름으로 보다 널리 알려져 있

다. 본 논문에서는 의미의 명확성과 명칭의 편의성을 위하여 “FLR”이라는 약어를 사용하고자 한다.

FLR은 Tibshirani 등 (2005)에 의하여 처음 제안된 이후 이론적 성질, 빠른 계산, 실제 문제에의 적용

등에 대한 많은 연구가 진행되어 왔다 (Rinaldo, 2009; Rojas와 Wahlberg, 2015; Ye와 Xie, 2011; Yu

등, 2015a). ℓ1-벌점최소제곱법은모수의총변동(total variation)에대해벌점을부여하는방식으로다

음과같이정의된다.

maximize

n∑
t=1

log f (yt; θt) (1.1)

subject to ∥Θ∥TV ≤ λ,

여기에서 ∥Θ∥TV =
∑n−1

t=1 |θt+1 − θt|이다.

FLR이 다양한 문제에 적용되고 사용됨에 따라 최근 많은 연구자들이 FLR의 이론적 성질에 대

한 연구를 진행하고 있으며 특히 다중-변화점 탐색과 관련된 이론적 성질을 규명하고자 하는 연구
가 활발히 이루어지고 있다. Rinaldo (2009)는 관측값 yi들의 표준편차 σn이 0으로 수렴하는 경

우 FLR에 의해 추정된 변화점 k̂1, . . . , k̂m들이 점근적 일치성(asymptotically consistency)을 가지

고 모수의 추정량 θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂n들이 부호-일치성(sign-consistency)을 가진다고 주장하였으나 최근
Rojas와 Wahlberg (2015)를 포함한 여러 연구자들에 의하여 이 주장에 오류가 있음이 밝혀졌다. Ro-

jas와 Wahlberg (2015)는 FLR방법이 모수 θ1, θ2, . . . , θn들이 계단식(staircase)으로 상승 또는 하강

하는 경우에는 무시할 수 없는 확률로 실제 변화점이 아닌 점을 변화점으로 판단하게 됨을 보였다.

또한, 모수 θ1, θ2, . . . , θn들이 국소적 극단값(local extremum)들로만 구성되어 있는 경우에는 변화

점의 추정량 θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂n들이 실제 변화점 k1, . . . , km에 가까이 위치함을 보였고 이를 ϵ-부호일치

성(ϵ-sign-consistency)이라 명명하였다. 이러한 성질은 이전에 Harchaoui와 Lévy-Leduc (2010)에 의

해서도 주장되었다. 한편, Lin 등 (2016)은 ℓ1-벌점 최소제곱법에 의한 추정량 Θ̂은 특정 조건하에서

∥ · ∥n = ∥ · ∥2/
√
n로정의된 ∥ · ∥n에대해

E
[∥∥∥Θ̂−Θ

∥∥∥2
n

]
= O

(
logn log logn

n

)
을 만족함을 보였고 더불어 이러한 관계가 성립할 때, 변화점의 추정량 k̂1, . . . , k̂m들이 실제 변화점

k1, . . . , km에 가까이 위치하게 됨을 증명하였다. Qian과 Jia (2016)는 실제 변화점이 아닌 점을 변화

점으로 판단하게 되는 것이 라쏘-회귀분석의 irrepresentable condition (Zhao와 Yu, 2006)이 만족하
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지않음에기인한다는점에착안하여이조건을만족하도록사전-조건(pre-conditioning)을부여한후에

FLR문제를적용하는변형된 FLR절차를제안하였다.

변화점 검정을 위한 ℓ0-벌점은 복잡도-벌점이라고도 불리우며 Lim 등 (2012)과 Johnson (2013) 등에

의하여연구되었다. 먼저 ℓ0-벌점최소제곱법은

maximize

n∑
t=1

log f (yt; θt) (1.2)

subject to Θ ∈ Sm

로 정의되고 여기에서 집합 Sm은 m개의 변화점을 가진(m + 1개의 연속된 구간(segment)으로 나누어

진)모수의집합 Θ(= {θ1, . . . , θn})로정의한다.

ℓ0-벌점 최소제곱법은 활발히 연구가 이루어진 FLR 방법과 비교하여 상대적으로 주목을 받지 못하였는
데 이는 통상적으로 복잡도-벌점의 계산이 조합적 최적화(combinatorial optimization)문제를 풀 것을

요구함에 따라 최적화의 계산량의 증대 및 비용이 원인으로 예상된다. 하지만 Lim 등 (2012)와 John-

son (2013)에서 연구 된 것처럼 위의 식 (1.2)의 문제는 좋은 계층적 구조를 지니고 있어 동적프로그래
밍(dynamic programming)방법을이용하여빠른계산이가능함이알려져있다.

본 연구에서는 다중-변화점 탐색의 관점에서 FLR과 ℓ0-벌점 최소제곱법의 성능을 수치적 실험을 통하

여 비교함을 목적으로 하며, 특히 변화점 탐색의 성능 측면에서 ℓ0-벌점 최소제곱법의 우월성을 이야기

하고자한다.

2. 비교 연구

본 절에서는 모의 실험을 통하여 ℓ0-벌점과 FLR의 다중-변화점 탐색의 성능을 비교하고자 한다. 모의

실험에서는 길이가 100인 관측 값 Y = (Y1, Y2, . . . , Y100)에 대하여 다음의 두 가지 변화점 모형을 고려

하였다.

• 상황1: Yt는평균이 µt이고분산이 σ2 = 1인정규난수로여기서평균

µt =

{
0, if 10(k − 1) + 1 ≤ t ≤ 10k, k = 1, 3, 5, 7, 9,

5, if 10(k − 1) + 1 ≤ t ≤ 10k, k = 2, 4, 6, 8, 10.

따라서 변화점은 t = 11, 21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91로 9개의 변화점이 존재한다. [상황1]의 모든 점

들은국소적최대/최소(local maximum/minimum)의형태로만구성이되어있다.

• 상황2: Yt는평균이 µt이고분산이 σ2 = 1인정규난수로여기서평균

µt =


0, if 10(k − 1) + 1 ≤ t ≤ 10k, k = 1, 4, 7, 9,

5, if 10(k − 1) + 1 ≤ t ≤ 10k, k = 2, 6, 8,

10, if 10(k − 1) + 1 ≤ t ≤ 10k, k = 3, 5, 10.

[상황2]에서는 [상황1]과 같이 변화점은 t = 11, 21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91로 9개의 변화점이 존재하

나 [상황1]과는 다르게 FLR 방법이 이론적으로 변화점을 잘 탐색하지 못한다고 알려진 계단의 형태

가 t ∈ {11, 12, . . . , 20}
∪

{51, 52, . . . , 60}에서 발생한다. 이론적으로는 해당 구간에서 많은 위-탐

지(false-detection, 비변화점을변화점으로탐지)가발생하게된다.
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Figure 2.1. True mean signals of simulated data.

독자들의이해를돕기위하여 Figure 2.1에서는각상황의평균신호를그림으로표현하였다.

모의실험에서는위의 [상황1]과 [상황2]에대하여 1,000개의데이터셋을각각생성하였고 ℓ0-벌점최소

제곱법은 1절에서언급한동적프로그래밍방법을 R을이용하여구현하였고 ℓ1-벌점최소제곱법은 R 패

키지 “cghFLasso”를 이용하여 구현하였다 (Tibshrani와 Wang, 2008). ℓ0-벌점 최소제곱법에 대한 동

적프로그램의 자세한 절차는 Lim 등 (2012)를 참조하기 바란다. 마지막으로 유한 표본에서 변화점 갯

수의 결정과 관련하여 최적의 기준 및 방법 등에 대해 아직 눈에 띄는 이론적인 연구가 발표되지 않았기
에 본 모의 실험에서는 ℓ0-벌점과 ℓ1-벌점 모두에 있어 경험 법칙(rule of thumb)인 Bayesian Informa-

tion Criterion(BIC)를이용하였다.

모의 실험의 결과는 (1) 1,000개의 데이터 셋에서 각 시점 t가 변화점으로 탐색되는 비율, (2) 탐색

되는 전체 변화점의 갯수, 두 가지 측도로 정리되었다. 먼저 각 시점 t가 변화점으로 탐색되는 비

율은 Figure 2.2로 나타내었으며 Figure 2.2로 부터 다음의 두 내용을 확인 할 수 있다. 첫째, 패

널 (a)와 (b)의 비교 그리고 패널 (c)와 (d)의 비교를 통하여 ℓ0-벌점 최소제곱법이 FLR과 비교하여
위-탐색율(fasle positive rate, 비-변화점을 변화점으로 판단하는 비율)이 상대적으로 낮음을 확인 할

수 있다. 참-탐색률(true positive rate, 실제 변화점을 변화점으로 판단하는 비율) 관점에서는 두 방
법 모두 잘 작동하고 차이가 없었다. 둘째, 패널 (b)와 (d)의 비교는 국소적 최대/최소(local maxi-

mum/minimum)형태를 지닌 구간 안의 점들보다 계단(stair)형 구간 안의 점들에서 위-탐색율이 높

게 나타나고 있음을 보여주고 있다. 이해를 돕기 위하여 계단형 모양의 구간의 점들은 패널 (d)의

t ∈ {11, 12, . . . , 20}
∪

{51, 52, . . . , 60}이다. 또한패널 (d) 자체의국소적최대/최소형태의구간과계
단 형태의 구간 안의 점들의 비교에서도 동일한 결론을 내릴 수 있으며 계단 형태의 구간에서의 높은
위-탐색율과 관련하여 최근 여러 이론적 연구들이 진행 중에 있다 (Rojas와 Wahlberg, 2015; Lin 등,

2016).

다음으로 각 방법으로 부터 탐색된 변화점의 갯수는 Figure 2.3에 히스토그램으로 나타내었으며, 이를

통하여다음의세가지내용들을확인할수있다. 첫째, 먼저 [상황1]의 ℓ0-벌점방법과 FLR 방법의차

이와 [상황2]의 ℓ0-벌점과 FLR 방법의 차이를 비교하여 보면 FLR 방법이 보다 많은 점들을 변화점으

로 판단하고 있으며 이를 앞의 Figure 2.2의 결과와 연동하여 생각하면 FLR 방법이 비-변화점을 변화

점으로 잘못 판단하는 경향이 있음을 확인할 수 있다. 둘째, [상황1]과 [상황2]에서 두 벌점 방법에 의하
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Figure 2.2. Empirical detection rates of t as a change point.

여 추가적으로 탐색된 변화점들의 산포를 각각 살펴보면 FLR 방법의 퍼짐의 정도가 ℓ0-벌점 방법보다

훨씬 크게 나타나는 것을 볼 수 있다. 마지막으로 앞의 Figure 2.2에서와 같이 [상황1](국소적 최대/최

소형태의구간들로만구성)과 [상황2](계단형태의구간들이포함되어구성)에서 FLR 방법의결과들을

비교하여 보면 계단 형태의 구간들을 포함하고 있는 [상황2]에서 더 많은 변화점들을 감지하고 있고 이

러한추가적인변화점탐색은계단형태의구간에서발생하는다수의위-변화점들의영향이라판단된다.

추가적으로 변화점의 갯수를 참으로 추정하는 (변화점의 갯수가 9인) 경우에 대하여 참-탐색률을 Table

2.1에 나타내었다. 변화점의 갯수가 참으로 추정된 데이터 셋의 수(#(CPs = 9))는 ℓ0-벌점 방법에서

상대적으로 크게 나타나며, ℓ1-벌점 방법에서는 [상황1]에서만 1,000개의 데이터 셋 중에서 5회 추정되

었으며, [상황2]에서는 변화점의 갯수를 참으로 추정하는 경우가 나타나지 않았다. 변화점의 갯수가 참

으로추정된경우, 두방법모두매우높은참-탐색률을나타내는것을확인할수있다.

마지막으로본절의모의실험의결과를정리하면다음과같다.

1. ℓ1-벌점 최소제곱법은 ℓ0-벌점 최소제곱법에 비하여 많은 변화점을 감지하고 있으며 이 중 일부는 비
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Table 2.1. The true positive rates at the true change points among data sets where the number of change points

(CPs) is estimated correctly

Case Method #(CPs = 9)
t

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Case1
ℓ0 384 98.2 98.2 99.0 96.9 98.2 99.0 99.2 98.7 97.9

ℓ1 5 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Case2
ℓ0 157 86.6 91.7 99.4 100.0 87.9 85.4 85.4 88.5 100.0

ℓ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

#(CPs=9) denotes the number of data sets in which each method estimated the number of CPs correctly.
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(c) Result of Case2 with ℓ0
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(d) Result of Case2 with ℓ1

Figure 2.3. Histograms of the number of detected change points (CPs) among 1,000 data sets. The true number

of CPs is 9.

변화점을 변화점으로 잘못 판단한 경우이다. 참-변화점의 감지에 있어서는 두 방법 모두 좋은 성능

을보이고있다.

2. 특히 ℓ1-벌점 방법은 계단 형태의 구간에 해당하는 점들에 있어 국소 최대/최소 형태의 구간의 점들
과비교하여위-탐색률이높아지는경향이있다.
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3. 결론

본연구에서는 ℓ0와 ℓ1-벌점최소제곱법을이용한다중-변화점탐색에대하여살펴보았다. ℓ1-벌점최소

제곱법(또는 FLR)은 최근 많은 관심을 받고 있으며 다양한 분야에 적용, 활용되고 있으나 변화점 탐색

에 있어서는 특정한 상황 하에서 점근적 일치성을 보장하지 못하는 단점이 있다. 이에 반하여 ℓ0-벌점

최소제곱법은 동적프로그래밍을 통하여 간편하게 계산이 가능함에도 불구하고 아직까지 많은 연구가 이
루어지지는 않았다. 본 연구에서는 ℓ0-벌점 최소제곱법과 FLR방법을 모의 실험을 통하여 비교하였으
며 ℓ0-벌점최소제곱법이변화점의탐색관점에서보다좋은성능을보임을확인하였다.
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요 약

본 연구에서는 다중 변화점 탐색과 관련하여 최근 많은 관심을 받고 있는 ℓ0-벌점 최소제곱법과 fused-라쏘-회

귀(fused lasso regression; FLR)방법을 모의 실험을 통하여 비교하였다. 모의 실험의 결과로 FLR방법은 비-변

화점을 변화점으로 잘못 탐색하는 경향이 ℓ0-벌점 최소제곱법과 비교할 때 상대적으로 높게 나타났으며 ℓ0-벌점 최

소제곱법이 전반적으로 FLR방법에 비하여 좋은 성능을 보였다. 더불어 ℓ0-벌점 최소제곱법은 동적프로그래밍을 통
하여 FLR 방법과유사하게효율적인계산이가능하다.

주요용어: 변화점탐색, 복잡도벌점, 동적프로그래밍, fused-라쏘-회귀
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