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Abstract

In this paper, we propose a simple linear bottleneck assignment problems (LBAP) algorithm to find the optimal 

solution.  Generally, the LBAP has been solved by threshold or augmenting path algorithm. The primary 

characteristic of proposed algorithm is derived the optimal solution of LBAP from linear sum assignment 

problem (LSAP). Firstly, we obtains the solution for LSAP from the selected minimum cost of rows 

and moves the duplicated costs in row to unselected row with minimum increasing cost in direct and 

indirect paths. Then, we obtain the optimal solution of LBAP according to the maximum cost of LSAP 

can be move to less cost. For the 29 balanced and 7 unbalanced problem, this algorithm finds optimal 

solution as simple.
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I. Introduction

다수의 작업들 (Jobs,    ⋯ )과 기계 (Machines, 

   ⋯)가 존재하며 각 작업을 특정 기계에서 수행

하는 작업시간 (또는 비용, )이 다르며, 하나의 작업은 반드

시 하나의 기계에서만 작업이 이루어진다. 이 경우, 처리시간 

(또는 비용)의 총합이 최소가 되는 최적 해 (optimal solution)

 
  




 



,  를 찾도록 각 작업을 기계들에 배정하는 

문제를 할당 문제 (assignment problem)라 한다[1]-[3]. 이러한 

일반적인 할당문제를 선형 합 최소화 할당 문제 (linear sum or 

minsum assignment problem, LSAP)라 한다[1]-[3]. 반면에, 

모든 작업을 동시에 수행할 때, 모든 작업을 가장 빨리 종료시

키는 시간을 최소화시키는 해  min max를 찾는 문

제를 선형 병목 할당문제 (linear bottleneck assignment problem, 

LBAP)라 한다[4]-[14]. 여기서의 병목은 일반적인 망의 병

목현상을 의미하는 것이 아니라 작업을 동시에 수행하였을 때 

가장 늦게 끝나는 시간으로 총 작업소요시간 (makespan)을 의미한

다. 즉, 이 시간 이전에는 모든 작업을 종료시킬 수 없다.

×  비용 행렬에서 인 경우를 균형 할당 문제 

(balanced assignment problem, BAP), ≠ 인 경우를 불

균형 할당 문제 (unbalanced assignment problem, UAP)라 

한다[3].

LSAP를 해결하는 방법으로 거의 대부분은 헝가리안 알고

리즘 (Hungarian algorithm)[1]-[3]을 적용하고 있으며, 일

부는 유전자 알고리즘 (genetic algorithm)[15]을 적용한 경

우도 있다. 헝가리안 알고리즘의 수행 복잡도는 으로 

균형 할당 문제에 대해서는 최적 해 (optimal solution)를 항

상 찾을 수 있다고 알려져 있다[1]. LBAP에 대해서는 수행 

복잡도가 인 한계 알고리즘 (threshold algorithm)과 

증대경로 알고리즘 (augmenting path algorithm) 등을 적용

하고 있다[4-14].

본 논문은 병목 균형과 병목 불균형 할당 문제인 LBAP의 

최적 해를 쉽고 빠르게 찾을 수 있는 알고리즘을 제안한다.

2장에서는 LSAP와 LBAP 개념과 더불어 LBAP 알고리즘

을 고찰해 본다. 3장에서는 LSAP로부터 LBAP의 최적 해를 

간단히 찾는 LS2LBAP 알고리즘을 제안한다. 4장에서는 다양

한 균형과 불균형 할당 문제 사례들에 적용하여 제안된 알고

리즘의 적용성을 검증한다.

II. Description and Related Works

LSAP는 식 (1)의 조건을 만족하는 최적 해를, LBAP는 식 

(2)를 최소화시키는 최적 해를 찾는다.

 min
  




 



 (1)

s.t. 
  



  for   ⋯.


 



  for   ⋯ .
 ≥ , for ∀ 

 min max (2)

s.t. 
  



  for   ⋯.


 



  for   ⋯ .
 ≥ , for ∀ 

LSAP의 최적 해를 찾는 헝가리안 알고리즘은 헝가리 수학

자인 Harold Kuhn이 1955년에 제안하고, 1957년에 James 

Munkres가 보완하여 할당 알고리즘 또는 Kuhn-Munkres 알

고리즘이라 부르며, 복잡도는 이다.

LBAP의 최적 해를 찾는 대표적인 알고리즘으로는 Gross

가 제안한 그림 1의 Gross[11] 알고리즘과 Fulkerson et al.[12]이 

제안한 그림 2의 한계 알고리즘이 있다. 이밖에도 증대경로나 

벡터 알고리즘 등이 제시되었다. 한계치와 증대경로를 결합시

킨 알고리즘에는 Gabow와 Tarjan[13], Pferschy[14]가 있으며, 

복잡도는 이다.

Step 1.  Find the feasible initial solution

  ⋯,   's all possible permutation   set

Start any solution among the  's feasible solutions.

Step 2.  Make a  matrix

 ∞

′      ≥ 

 , : very large integer

Step 3.  Get the solution of  from transportation algorithm

 max′    
if   then optimal solution=

′

else if  then 
′  , go to Step 2.

Fig. 1. Gross Algorithm

Step 1.  Setting the threshold value 
∗

.

① Ascending sort for  or find the 
∗

 using binary search

② Find the 
∗

 using Hungarian algorithm

∗ max min min 
  i f  

∗

 i f  ≤ 
∗                               (3)

Step 2.  Growth the bottleneck augmenting path without "0" 

Fig. 2. Threshold Algorithm

표 1은 Kumar[16]에서 인용된 선형 할당 문제이다. 행은 

일을, 열은 기계를, 행렬의 값 는 작업에 소요되는 비용 (또

는 시간)이다. 4개의 작업을 4개의 기계에 중복되지 않게 할

당하여 총 작업비용을 최소화시키는 제약조건을 만족하는 최

적 해는 이다. 반면에, 4개 작업을 동시에 4개의 기계에서 
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수행할 때 가장 빨리 작업을 종료시키도록 배정하는 최적 해

는 이다. 표 1에 대해 와 는 그림 3에 제시되어 있다. 

는 로 작업을 할당하였을 때 총 소요되는 시

간은 시간으로 최소가 된다. 로 작업을 동시에 수행한다

면 시간이 지나야 4개 작업을 모두 완료시킬 수 있다. 즉, 

  max   이다. 반면에,   

로 배정하여 동시에 수행하였을 때 병목인 7시간이면 모든 

작업이 종료된다. 즉,   max  이다. 그러나 4개

의 기계가 작동된 총 소요 시간은 시간으로 보다 오래 걸

린다. 즉,  ≥   ≤ 가 성립한다.

Table 1.   Assignment Problem


Machines

1 2 3 4

Jobs

1 1 4 6 3
2 8 7 10 9
3 4 5 11 7
4 6 7 8 5

Fig. 3.   and  of   Assignment Problem

III. LSAP-Driven LBAP Algorithm

본 장에서는 헝가리안 알고리즘의 수행 복잡도 을 

으로 향상시키는 이중경로 경쟁방식으로 LSAP의 해를 

구한다. 다음으로, LSAP의 해를 개선하여 LBAP의 해를 구하

는 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고리즘을 LS2LBAP라 하

며, 다음과 같이 수행된다.

인 불균형 할당 문제는 편의상 으로 행과 열을 

교환한다.

Step 1. for   ⋯   ≤  : 수행 복잡도 

min 모두 선택

/* ≥ 이면 가 중복되지 않게 조정한다.

end

≥ ∈∈∈
≥ 인 모든 열에 대해 로 취급한다.

Step 2. 행 ∈에 대해 min∈를 선택한다. 이 때 

min∈는 고려하지 않으며, min∈이면 간

접경로가 없는 것으로 간주. : 수행 복잡도 

Step 3. (1) →의 직접경로에 대한 최소 비용 증가분 

min를 계산한다.

(2) → → 의 간접경로에 대한 최소비용 증가분 

min를 계산한다.

(3) minmin min을 선택하여 이동시킨다. 단, 

동일한 비용증가분인 경우 선택된 max가 보다 

작은 비용으로 이동시킨다.

불균형 할당문제는  일 때까지 (1)~(3) 수행.

LSAP의 makespan을 , 작업시간 총합을 로, LBAP에 대

해서는 각각 , 라 하자.

Step 4.   개선 : 수행 복잡도 

(1) 에서 선택된 비용들 중에서 max  ∗ 로 

설정.

(2) 행렬에서   
∗ 와 미 선택된   

∗  삭제.

선택된 행렬이 인 경우, 
∗ 의 행이 

≥ 이면 
∗  열 삭제.

(3) 
∗ 가  또는 이면 해 개선 불가.

(4) 
∗ 가  또는 가 아니면

(4-1) 선택된   
∗ 가 이면 열 비용 

삭제, 이면 행 비용 삭제, 해당 행

과 열을 제외시킴.

(4-2)  또는 이 없으면  또는 

가 발생할 때까지 
∗ 부터 비용 내

림차순으로 삭제.  또는 가 

동일행이나 열에 1개씩 발생하면 해당 비

용으로 확정, go to (3).

단, 이때,  또는 가 동일행이

나 열에 중복 발생하면 최종적으로 삭제

된 값을 선택한 후 go to (3).

(5) 남은 행이 이면 Step 4 종료.

Step 5.    개선 : 수행 복잡도 

행렬에서 의   
∗ 와 미 선택된   

∗ 의 동

일 행은 제외한 나머지 삭제.

의 선택된 들 중에서 max를 제외한 들 쌍 

  에 대해 

(1) 인 균형 할당문제 문제의 경우,  ≤

∗   ≤ 

∗ 에 한해     이

면 →  → 로 변경.

(2) 인 불균형 할당문제 문제의 경우, 미 선

택된 열을 포함하여 해당 행의 비용을 감소시킬 

수 있는 가 존재하면 해당 로 변경.

 할당문제에 대해 제안된 알고리즘은 그림 4와 같이 수

행된다. 첫 번째로, 각 작업 (행)   ⋯에서의 최소 

비용 min 을 선택하면  로 결정된다. 여기서 기
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계 (열)에 대해 ≥ 를 집합   (start point), 를 집

합   (intermediate point), 를 집합  (target point)

라 하면     이다. 따라서 에 과

다하게 할당된  ,  ∈ 중 어느 하나의 작업

이 ∈ 로 이동되어야만 한다. 여기서 이동 방법은  집합

의 2번째 최소 비용 min 가 min∈ 인 경우에 한해 

→ → 로  를 경유하는 간접경로 증가 비용 와 →
로의 직접경로 증가 비용 중에서 최소 증가비용으로 에 

속한 하나의 작업을   기계로 이동시키는 방법을 적용한다. 

따라서 LSAP에 대해서는    →    
   →     으로 이동되어 비용 증가분은 +4이다. 

결국,    ,  max∈ 을 얻는

다.  ≤ 의 값으로 이루어진 행렬에서   을 비

롯하여, 9, 8, 8을 삭제하면         은  행이

나 열이 1개만 존재하여 나머지 행이나 열의 비용이 삭제된

다. 따라서 3,4행과 1,4열의 × 행렬만 남게 되며, 이 때 

(4+5=9)<(7+6)=13으로         을 삭제하

면 LBAP의     이 되어   가 

되지만   로 해가 개선되었다.

Fig. 4. LS2LBAP Algorithm for   Problem

헝가리안 알고리즘은 행과 열의 최소치 선택, 각 의 잉여

량 계산, 선을 그은 다음   에 대한   min와 행

과 열의 선이 교차된 에 대한   를 수행하는 복잡

함을 갖고 있다. 반면에, 제안된 LS2LBAP 알고리즘은 단순히 

행에 대해서만 최소치를 선택하고, 가 존재시 에 대한 두 

번째 최소치가  에 속하는 경우에만 선택한다. 다음으로, 단

순히 →의 직접경로와 → →의 간접경로 비용 증가분 

중에서 최소치에 대해 의 비용을 로 이동시켜 LBAP의 해

를 결정하였다. 이어서 LBAP의 max 부터 내림차순으

로 삭제하면서 행과 열에서 1개씩만 선택되도록 하여 LBAP

의 와 를 구하였다.

IV. Applications and Evaluation

본 장에서는 Lee[17]에서 인용된 그림 5와 26개 균형 할

당과 그림 6의 7개 불균형 할당 문제를 대상으로 LS2LBAP 

알고리즘의 적용성을 평가해 본다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
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 

 





Fig. 5. Experimental Data for Balanced LBAP

 

 

 



Fig. 6. Experimental Data for Unbalanced LBAP

대표적으로 과  에 대해 LS2LBAP 알고리즘을 적용

한 과정은 그림 7에 제시하였으며, 나머지 데이터들에 대해 

LS2LBAP를 적용한 과정은 생략하고, 결과만을 그림 8과 9에 

제시하였다.

(a) ×  

(b) ×  
Fig. 7. LS2LBAP Algorithm for Unbalanced Assignment 

Problem

 

  

  

  

  

 
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 

 

  

 

 



Fig. 8. LS2LBAP Algorithm for Balanced Assignment 

Problem

의 경우 LSAP의  로 결정되었으며,   

의 행에는   , 열에는   이 존재하지만 

  →   로 변경시킬 경우,   의 

다른 열에 값이 존재하지 않아 더 이상의 해 개선이 되지 않음

을 알 수 있다. 따라서    가 된다. 

이와 같이 만약, LSAP의 해가 개선되면  ,   

로 됨을 알 수 있다. 만약, LSAP의 해가 개선되지 않으면 

 ,  로 LSAP와 LBAP의 해는 동일한 값을 나타

냄을 알 수 있다.

  

 





Fig. 9. LS2LBAP Algorithm for Unbalanced Assignment 

Problem

제안된 LS2LBAP 알고리즘으로 얻은 , 를 , 와 

비교한 결과는 표 2에 제시되어 있다. 표에서 균형 할당문제 

28개 중 LSAP의  로 해가 개선된 경우는 8개, 불균형 

할당문제에 대해서는 7개중 4개에서 해가 개선되었다.

Table 2. Compare LSAP and LBAP

Problem

LSAP LBAP Solution improvement

   
 
  

  
 

Balanced
Assignment

A1
B1
B2
B3
B4
B5
B6
B7
B8
B9
B10
B11
B12
B13
B14
B15
B16
B17
B18
B19
B20
B21
B22
B23
B24
B25
B26
B27
B28

21
24
17
20
13
17
18
20
10
11
18
275
15
91
59
51
78
90
11
21
44
16
142
149
162
118
12
49
189

10
8
9
6
4
5
6
6
5
4
8
90
5
33
19
18
24
25
3
9
11
6
50
39
53
31
3
12
44

22
24
22
20
13
17
18
20
10
11
18
275
15
91
59
52
81
90
11
23
44
16
142
150
162
120
12
49
194

7
8
7
6
4
5
6
6
5
4
8
90
5
33
19
15
23
25
3
7
11
6
50
36
53
30
3
12
30

O

O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O

O
O

O
O

O

O
O

O

O

O
O

O

O

O

O

Unbalanced
Assignment

UB1
UB2
UB3
BU4
BU5
BU6
BU7

16
16
54
130
54
126.2
178

7
11
20
60
19
34.7
22

16
16
54
140
55
126.5
180

7
11
20
50
18
33.8
21

O
O
O

O
O
O
O
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V. Conclusions

본 논문에서는 LSAP의 해를 의 수행 복잡도로 구하

고, 를 보다 감소시킬 수 있는 LBAP의 해 를 구하는 알

고리즘을 제안하였다.

제안된 알고리즘은 단순히 행에 대해서만 최소치를 선택하

고, 중복 선택된 열 가 존재시 에 대한 두 번째 최소치가 

하나만 선택된 열  에 속하는 경우에만 선택한다. 다음으로, 

단순히 →의 직접경로와 → →의 간접경로 비용 증가

분 중에서 최소치에 대해 의 비용을  (전혀 선택되지 않은 

열)로 이동시켜 LBAP의 해를 결정하였다. 이어서 LBAP의 

max 부터 내림차순으로 삭제하면서 행과 열에서 1개씩

만 선택되도록 하여 LBAP의 와 를 구하였다.

제안된 LS2LBAP 알고리즘을 병목 균형 할당 28개 문제와 

병목 불균형 할당 7개 문제에 적용한 결과 현존하는 수행 복

잡도 의 LBAP 알고리즘들에 비해 간단하면서도 빠르

게 최적 해를 구할 수 있음을 보였다.
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