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전기임피던스단층촬영기법에서여러정문제해법들에

대한성능비교분석
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Abstract

Electrical impedance tomography is an imaging technique to reconstruct the internal conductivity distribution

based on applied small currents and measured voltages through an array of electrodes attached on the boundary

of a domain of interest. In this paper, an analytical solver with complete electrode model is derived and the

analytical voltage data are calculated. Moreover, the voltage data are also computed with existing numerical

solvers such as finite element method and boundary element method. The forward solutions using homogeneous

and inhomogeneous conditions are compared with phantom experiments through the root mean square errors.

요 약

전기 임피던스 단층촬영 기법은 대상체 표면의 전극들을 통해 주입시킨 전류 데이터와 이에 유기되는 측정 전

압 데이터를 기반으로 내부의 도전율 분포를 가시화하는 기법이다. 이 논문에서는 완전전극 모델을 사용한 해석적

방법의 해법을 유도하고 전압을 계산하였다. 그리고 기존의 수치적 해법인 유한 요소법과 경계 요소법을 사용하여

전압 데이터를 또한 계산하였다. 배경이 균질한 경우와 비균질한 경우에 대해 각 정문제 해법의 해를 실험 데이터

와 비교하였다. 그리고 평균 제곱근 오차를 계산하여 정문제 해법들의 오차를 비교분석하였다.
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Ⅰ. 서론

전기 임피던스 단층촬영 기법(electrical impedance

tomography, EIT)은 관심 대상체의 표면에 일정한

간격으로 부착된 전극들을 통해 일련의 전기적 신호

(전류)를 인가하면 대상체 내부에 유기되는 전압 신

호를 전극들을 통해 측정하며, 이들 주입 전류와 측

정 전압 데이터를 기반으로 내부의 도전율 분포를 영

상으로 가시화하는 기법이다. EIT는 비파괴 방식의

단층촬영 기법들 중의 하나로서, 인체에 무해하고 하

드웨어 설계비용이 낮으며, 특히 순간 해상도가 상대

적으로 우수하다. 그러므로 이상(two-phase) 유동 공

정이나 인체의 흉부 등을 모니터링하기에 적합하므

로, 산업 공정과 지질학 및 의공학 등 여러 분야에서

모니터링 도구로 주목받고 있다[1]-[2].

EIT는 일반적으로 정문제(forward problem)와 역

문제(inverse problem)로 구분된다. 정문제는 대상체

내부의 도전율 분포를 가정한 후, 전극들을 통해 전

류 신호를 인가했을 때 내부에 유기되는 전압 데이터

를 계산하는 과정을 말한다. 그리고 역문제는 주입

전류와 측정 전압을 기반으로, 계산 전압과 측정 전

압과의 차이를 최소화하면서 내부의 도전율 분포를

추정하고 이를 영상으로 가사화하는 과정이다[1].

위에 언급된 역문제 과정에서, 전압 측정 시 EIT

시스템의 측정 오차가 최소라고 가정했을 때, 균질의

또는 비균질의 도전율 분포를 실제에 근접하게 추정

한다는 것은 계산 전압을 보다 정확하게 계산해야 한

다는 것을 의미한다. 그리고 보다 정확한 계산 전압

데이터를 얻으려면 보다 정밀한 정문제의 해법

(solver)이 필요하다. 그러므로 이 논문에서는 EIT 정

문제의 해법에 대해서만 서술하고자 한다.

지금까지 여러 방법들을 이용한 다양한 정문제 해

법들이 개발되었다. 예를 들어, 해석적 방법[3]-[4] 그

리고 유한 요소법(finite element method)[1],[5]-[6]과

유한 차분법(finite difference method)[7]-[8]과 경계

요소법(boundary element method)[9]-[10] 및 무요소

법(meshless method)[11]-[12]과 같은 수치적 방법 등

이다. 그리고 정문제의 전극 모델에는 갭(gap) 모델과

션트(shunt) 모델 및 완전전극 모델 등이 있으며, 그

중에서 완전전극 모델이 실험 데이터와의 오차가 가

장 낮다[13]-[14]. 그러므로 이 논문에서는 완전전극

모델을 이용한 정문제만을 다루고, EIT에서 주로 사

용되고 있는 방법인, 해석적 방법과 유한 요소법 및

경계 요소법에 관해 좀 더 상세히 다루고자 한다.

우선 해석적 방법에서는 2차원 원형 구조에서 주로

갭 모델[6]을 사용하고 변수 분리법을 이용하여 정문

제의 해를 계산하였다[3]. 이 논문에서는 푸리에 급수

를 이용하여 완전전극 모델의 정문제 해법을 유도하

고, 배경이 균질한 경우에 대해 비교분석할 때 기준

으로 삼고자 한다. 한편 3차원의 mammography 구조

에서 완전전극 모델을 이용한 해석적 방법은 참고문

헌[4]에 서술되어 있다. 그리고 유한 요소법에서는 도

메인을 유한개의 아주 작은 원소(element)들로 세분

화한 메시(mesh)를 사용하고 완전전극 모델의 정문제

해법이 제안되었다[6]. 그리고 경계 요소법에서는 관

심 도메인의 경계면에서 전극과 갭 상의 세그먼트

(segment)와 표적이 있는 경우에는 표적의 경계면 상

의 세그먼트를 추가로 설정해 줌으로써 정문제 해법

을 구할 수 있다[10].

따라서 이 논문에서는 이들 세 가지 정문제 해법들

과 팬텀 실험에 대해 상세히 서술하고, 배경이 균질

한 경우와 비균질한 경우에 대해 RMSE(root mean

square error)를 계산하여 각 해법들의 성능을 비교분

석하였다.

Ⅱ. 정문제 해법

1. 정문제
EIT 정문제에서 내부의 도전율 분포와 전압과의

물리적 관계는 적절한 경계조건을 갖는 편미분방정식

으로 기술되는데, 수학적으로 다음과 같이 표현된다.

즉, 관심 대상체 의 내부에 임의의 도전율 분포 

가 주어지고 도메인의 표면 에 부착된 전극 을 통

해 전류 을 주입시키면, 내부에 유기되는 전기 퍼텐

셜(potential) 를 계산할 수 있다. 이는 다음과 같이

완전전극 모델[14]의 노이만(Neumann) 형의 경계조

건을 갖는 라플라스 방정식으로 기술된다.

∇⋅∇      in  (1)




 on     … (2)







  on     … (3)




  on  ╲

 



 (4)

여기서 은 번째 전극 의 접촉저항이고, 는 단위

법선벡터이고, 는 번째 전극 에서의 전압이고, 

은 전체 전극의 수이다. 부가적으로, 전류와 전압에

대해 다음과 같은 두 가지 제약조건이 필요하다. 이

는 각각 해의 존재성과 유일성에 해당되는 조건이다.


 



 , 
 



  (5)
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Fig. 1. Description of the 2D circular domain for analytical

method

그림 1. 해석적 방법을 위한 2D 원형 도메인의 묘사

다음 절에서는 해석적 방법과 수치적 방법 등을 이

용한 정문제 해법에 대해서 기술하고자 한다. 이 논

문에서는 관심 도메인을 주로 널리 사용되고 있는

2D 원형 도메인으로 가정하고 정문제의 해를 구하고

자 한다.

2. 해석적 방법에 의한 해법
그림 1의 2D 원형 도메인에서 번째 전극 은 반

지름 와 각도 의 함수로 표현될 수 있다. 즉,

    


≤ ≤ 

  (6)

여기서 는 원형 도메인의 반경이고, 은 번째 전

극의 중심각도이며, 는 다음과 같이 정의된다.

≡


 ≤ ≤  (7)

여기서  은 번째 전극의 전체각도이고 는 도메인

을 전극의 개수로 나눈 각, 즉, ≡이다.

해석적 방법에서 정문제의 해를 구하려면 내부의

전기 퍼텐셜 와 전극에서의 전압 에 대해 이산화

를 해야 한다. 먼저 내부의 전기 퍼텐셜 는 다음과

같이 표현할 수 있다.

    
  

∞

   ≈
  



    (8)

여기서 은 ≤  ≤이고, 는 이산화된 전압값이

고, 은 푸리에 급수의 개수이며,   는 다음과

같이 표현되는 기저함수이다.

    
cos  …


  sin   …

(9)

그런데 기저함수에서 가 커질수록 기저함수는

크게 증가하게 된다. 이렇게 되면, 정문제에서 시스템

행렬이 특이(singular) 행렬이 되어 해를 구할 수 없

게 된다. 그러므로 이런 문제를 해결하기 위해 반지

름 매핑(mapping)을 한다. 즉, 반지름에 대한 정규화

(normalization)를 해 줌으로써 기저함수가 커지는 것

을 해결할 수 있다.

≤ ≤  ↦ ≤≤  (10)

여기서  이다. 따라서 식 (1) ～ 식 (4)에 대해

반지름 매핑을 하면 다음과 같이 단위 원형 도메인

에서의 정문제로 바꿀 수 있다.

∇⋅∇   in  (11)

 



 on   (12)


 





  on   (13)





  on  ╲

 


  (14)

여기서 는 정규화된 도메인의 파라미터를 의미하고,

  이다. 그리고 식 (9)의 기저함수 또한 반지름

매핑을 한 후, 위의 관계식들에 적용시키면 정문제의

해를 구할 수 있다.

그리고 전극에서의 전압 는 다음과 같이 표현할

수 있다.

≈ 
 



 (15)

여기서    … ,   …∈
등이고 은 추후 결정되는 계수이다. 이 벡터들은 식

(5)의 전압에 대한 제약조건을 충족시키기 위해 사용

되었다.

따라서 식 (8)과 식 (15)를 완전전극 모델의 변분해

법(variational formulation)[6]에 대입하고 정리하면,

다음과 같은 행렬 형태의 선형 방정식을 얻을 수 있

다.

  (16)

여기서 는 시스템 행렬, 는 해 벡터, 는 데이터

벡터이다. 각 변수에 대한 정의는 다음과 같다.

    (17)

  … ∈
(18)

  … ∈ (19)

    (20)

  …∈
(21)

  … ∈
(22)





 


 

  
∈× 

(23)
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Fig. 3. EIT domain with anomaly  for boundary

element method

그림 3. 경계 요소법을 위한 표적이 있는 관심 도메인

Fig. 2. Finite element mesh for finite element method

그림 2. 유한 요소법을 위한 유한 원소의 메시

  


∇⋅∇
 


  






 


 



 …

(24)

 


 

 
   …   … (25)

 











  ⋯ 
  ⋯ 
 ⋯ 
  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ 
  ⋯

∈× 
(26)

   diag    …   (27)

여기서 는 단위 원형 도메인에서 번째 전극 의

면적이다.

3. 유한 요소법에 의한 해법
해석적 방법을 이용한 정문제에서는 도전율 분포가

균질한(homogeneous) 경우에 대해서만 해를 구할 수

있지만, 도전율 분포가 비균질(inhomogeneous)인 경

우에는 그 해를 구하는 것이 어렵다. 그러므로 EIT에

서는 보편적으로 유한 요소법을 이용한 해법을 사용

하고 있다.

유한 요소법에서는 그림 2와 같이 관심 도메인 

를 유한개의 아주 작은 원소들로 세분화하고 각 원소

내에서의 도전율 값은 일정하다고 가정한다. 그러므

로 내부 퍼텐셜 는 다음과 같이 근사화할 수 있다

[6].

≈ 
 



 (28)

여기서 는 노드 에서의 전압값이고, 의 노드

(node)의 수이고,   는 다음과 같이 표현되는

선형 기저함수이다.

   on node  otherwise (29)

그리고 유한 요소법에서도 해석적 방법과 같이 전극

에서의 전압 는 식 (15)로 표현할 수 있다.

따라서 식 (28)과 식 (15)를 완전전극 모델의 변분

해법에 대입하고 정리하면, 해석적 방법의 해법과 마

찬가지로 식 (16)의 선형 방정식을 얻을 수 있다. 다

만, 식 (16) ～ 식 (28)에서 기저함수 과
 대신

에 과 이 사용되고,  대신에 가 사용된다.

그리고 해석적 방법과 달리, 유한 요소법에서는 기저

함수가 의 함수가 아니기 때문에 시스템 행렬 가

특이 행렬이 아니다. 그러므로 정규화할 필요가 없기

때문에 원래 도메인에 대해서 해법을 구할 수 있으므

로, 앞 식들에서 를 모두 제거하면 된다. 따라서 유

사한 식들이 반복되는 것을 피하기 위해 유한 요소법

의 해법의 식들은 생략한다.

4. 경계 요소법에 의한 해법
EIT에서 주로 유한 요소법이 사용되고 있지만 정

문제의 해를 구하는데 다소 시간이 걸린다는 단점이

있다. 특히, 계산전압과 측정전압의 오차를 최소화하

기 위해서는 도메인의 원소개수를 더 세분화하여 아

주 조밀한 메시를 사용해야 하는데, 이때 정문제의

계산 시간은 더욱 증가하게 된다. 따라서 계산시간을

줄이면서 정문제의 오차를 줄이기 위해 경계 요소법

이 제안되었다[9]-[10].

경계 요소법에서 만약 관심 도메인 내부에 그림 3

과 같이 표적 가 존재하는 경우에, 표적의 경계면

에서 도메인 내부에 흐르는 전류밀도와 전기 퍼텐

셜은 연속적이라고 가정한다. 그러므로 다음과 같은

계면(interfacial)의 경계조건이 주어진다.







   on  (30)

여기서 는 도메인 배경의 도전율 값, 는 표적의

도전율 값, 는 표적 영역을 뺀 나머지 도메인 영역

에서의 전기 퍼텐셜, 는 표적 영역에서의 전기 퍼
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Fig. 4. EIT measurement system. (a) phantom, (b) LCR

meter for source, (c) multimeter for acquisition

그림 4. EIT 측정 시스템. (a) 팬텀, (b) 소스용 LCR 미터,

(c) 데이터 취득용 멀티미터

텐셜이다. 그리고 내부의 도전율 분포는 다음과 같이

표현된다.

  
 (31)

여기서 
는  내에서는 1이고 그 이외에는 0인

특성함수이다.

한편, 일반적으로 임의의 함수 에 대해 다음과 같

은 라플라스 방정식을 생각할 수 있다.

∇      (32)

여기서 와 는 각각 필드 포인트(field point)와 소

스 포인트(source point)이다. 그러면 이 라플라스 방

정식의 해와 도함수는 다음과 같다.

 
 ln (33)

 






 ⋅
(34)

따라서 그린-가우스(Green-Gauss) 이론을 사용하

고 경계조건(식 (2) ～ 식 (4)) 및 계면조건(식 (30))

을 적용하면 다음과 같이 경계면 요소법에 의한 정문

제 해법을 얻을 수 있다.

 
 (35)

 (36)

여기서 는 기하학(geometric) 계수이고,

 diag  …  (37)

 diag   …   (38)
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그리고   이고, 첨자  , , 는 각각 전극, 갭

(gap), 표적의 경계를 의미하고, 는 각 전극 상의

세그먼트(segment)의 개수, 는 각 갭 상의 세그먼

트의 개수, 는 표적 경계면 상의 세그먼트의 개수

이며,  이다. 경계 요소법의 정문제

해법의 관계식들과 유도과정에 대한 보다 상세한 설

명은 참고문헌[10]을 참고한다.

Ⅲ. 실험 및 비교분석

1. EIT 실험
그림 4는 실험에서 사용된 EIT 측정 시스템이다.

그림 4(a)는 반지름이 4cm인 테스트용 팬텀으로, 높

이가 20cm이고 폭이 0.6cm인 32개의 전극이 팬텀 주

위에 일정한 간격으로 부착되어 있다. 이 실험에서는

편의상 32개의 전극에서 하나씩 걸러 16개의 전극만

을 EIT 시스템에 연결하여 사용한다. 그림 4(b)는

Agilent 4284A LCR 미터로 전류를 주입시키기 위해

사용되고, 그림 4(c)는 Agilent 34970A 멀티미터로 각

전극에서의 전압을 측정하기 위해 사용된다.

우선, 실온의 수돗물을 팬텀의 전극 높이(20cm)까

지 채운 후, 10mA의 전류를 인접 주입방법[1]으로 전

극들에 인가한다. 그리고 이에 유기되는 전압을 각

전극을 통해 측정한다. 이 때 사용된 수돗물의 도전

율 값은 대략 83.6×10
-6
S/cm이다.

이 실험에서는 두 가지의 시나리오를 설정하고 데

이터를 측정하였다. 첫 번째는 배경의 도전율이 균질

한 경우로, 수돗물만 채워져 있는 경우이고, 두 번째

는 팬텀의 도전율이 비균질한 경우로, 반지름이 1cm

인 아크릴 봉이 가운데에 하나 존재하는 경우이다.
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(a)

(b)
Fig. 5. Voltage data for first current pattern. (a)

homogeneous case, (b) inhomogeneous case

그림 5. 첫 번째 전류패턴에 대한 전압 데이터. (a) 균질

한 경우, (b) 비균질한 경우

2. 비교분석
이 절에서는 실험 데이터와 각 정문제 해법의 해를

비교분석하고자 한다. 이에 따라 각 정문제 해법의

해를 구하기 위해 테스트 팬텀과 동일한 구조로 가상

팬텀을 구성하고 시뮬레이션 하였다.

우선, 각 정문제 해법에 대해 설정된 공통 사항들

은 다음과 같다. 관심 도메인을 반경이 4cm이고 높이

가 20cm인 원통형으로 간주하였다. 그리고 폭이

0.6cm이고 높이가 20cm인 16개의 전극들이 가상 팬

텀의 경계면에 일정한 간격으로 부착되어 있다고 가

정하였다. 그리고 배경의 도전율 값은 수돗물의 도전

율과 유사하게 83.6×10
-6
S/cm로 설정하였고, 표적의

도전율 값은 3×10
-10
S/cm이고 그 모양은 반경이

1cm인 원통형으로 가정하였다. 그리고 접촉저항은

0.005 Ωcm2로 설정하고 모든 전극에서의 접촉저항은

동일하다고 가정하였다. 그리고 각 전극을 통해 인접

주입방식으로 크기가 10mA인 전류를 인가하고, 전극

에 유도되는 전압을 계산하였다.

다음으로, 해석적 방법에서 필요한 사항은 다음과

같다. 푸리에 급수의 개수는   로 충분히 크게

설정하였다. 배경이 균질한 경우에는 완전전극 모델

을 사용하여 전압을 계산하였고, 배경이 비균질한 경

우에는 갭 모델[15]을 개선한 ave-gap 모델을 사용하

여 전압을 계산하였다. 왜냐하면 해석적 방법에서 비

균질인 경우에는 완전전극 모델의 전압을 계산할 수

가 없기 때문이다.

그리고 유한 요소법에서는   의 노드 개수

와 개의 원소 개수를 갖는 조밀한 메시를 사용

하여 전압을 계산하였다.

그리고 경계 요소법에서는 각 전극과 갭 상의 세그

먼트의 개수를 각각 50으로 설정하였으므로, 전체 전

극 상의 세그먼트 개수는   이고 전체 갭 상의

세그먼트 개수는   으로 설정하여 배경이 균질

한 경우의 전압을 계산하였다. 그리고 표적 경계면

상의 세그먼트의 개수는   로 설정하여 배경이

비균질한 경우의 전압을 계산하였다.

 개의 전극에 인접 전류 주입방법을 적용하는

경우에는 개의 전류패턴에 대한 전압 데이터가 측

정이 되는데, 그 중 첫 번째 패턴에 대한 전압 데이

터를 그림 5에 도시하였다. 이는 첫 번째 전류패턴에

서 전극 1과 전극 2를 각각 소스(source)와 싱크

(sink)로 사용하여 전류를 주입시키고 모든 전극에서

전압을 측정한 후에 식 (5)의 제약조건을 적용한 결

과이다. 그림 5(a)는 배경이 균질한 경우이고 그림

5(b)는 배경이 비균질한 경우이다. 실험 데이터(Vexp)

는 로, 유한 요소법에 의한 전압 데이터(Vfem)는

로, 경계 요소법에 의한 전압 데이터(Vbem)는

로, 해석적 방법에 의한 전압 데이터(Vana)는 로

각각 표시하였다.

그림 5에서 보는 바와 같이, 전극 1과 전극 2에서

의 전압값을 제외하고는 대체적으로 모든 해법들의

전압 데이터들이 각 전극에서 서로 비슷하게 나타나

고 있다. 그리고 배경이 균질한 경우와 비균질한 경

우에 대한 전압 데이터를 비교해 보면 이 또한 전압

값들이 서로 유사하다. 이는 인접 주입방법의 특성

때문이다. 즉, 이 방법은 경계면에서 특히 소스와 싱

크에 해당되는 전극에서 감도가 아주 우수한 반면에,

도메인의 중앙에서 감도가 가장 낮기 때문이다. 그러

므로 첫 번째 전류패턴에서는 전극 1과 전극 2에서

각각 가장 큰 값과 가장 작은 값을, 나머지 전극에서

는 비슷한 값들을 나타낸다. 그리고 균질한 경우와

비균질한 경우에 서로 유사한 전압 그래프를 보인다.
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Homogeneous case

RMSEexp RMSEfem RMSEbem RMSEana
2.88% 3.45% 0.63% -

Inhomogeneous case

RMSEexp RMSEfem RMSEbem RMSEana

3.12% 4.01% - 5.47%

Table 1. Total RMSE for homogeneous and

inhomogeneous cases

표 1. 균질한 경우와 비균질한 경우에 대한 전체 RMSE

(a)

(b)
Fig. 6. RMSE. (a) homogeneous case, (b)

inhomogeneous case

그림 6. RMSE. (a) 균질한 경우, (b) 비균질한 경우

그림 6은 각 주입패턴에 따른 RMSE(root mean

square error)를 보여주고 있다. 그림 6(a)는 배경이

균질한 경우로 Vana를 기준으로 하여 각 해법들의

RMSE를 계산한 결과이고, 그림 6(b)는 배경이 비균

질한 경우로 Vbem을 기준으로 계산한 RMSE 그래프

이다. 여기서 비균질의 경우에 경계 요소법을 기준으

로 삼은 이유는 두 가지다. 첫 번째는 해석적 방법에

사용된 ave-gap 모델은 정확도가 다소 떨어지기 때

문이고, 두 번째는 균질의 경우에서 경계 요소법의

해법의 RMSE가 가장 낮은 오차를 보이고 있기 때문

이다. 추가로, 각 해법에 대한 전체 RMSE는 표 1에

나타내었다.

그림 6과 표 1의 RMSE에서 알 수 있는 바와 같

이, 배경이 균질한 경우에 해석적 방법의 해와 경계

요소법의 해와의 오차가 가장 낮고, 다음으로 실험

데이터와의 오차가 약간 크며, 유한 요소법의 해와의

오차가 가장 크게 나타나고 있다. 유한 요소법에서

도메인 내부를 더 세분화하여 원소의 개수를 증가시

킨다면 해법의 정확도가 향상될 것으로 사료된다. 하

지만 그만큼 계산시간은 더 증가하게 된다. 그리고

각 해법의 그래프가 패턴에 따라 일정하게 나타나는

이유는 모든 전극에서의 접촉저항을 동일한 값으로

설정했기 때문이다. 그리고 실험 데이터에서 오차가

다소 큰 이유는 사용된 팬텀의 노화로 인하여 각 전

극에서의 접촉저항이 서로 다르고, 측정과정에서 측

정오차가 비교적 높게 나타난 것으로 사료된다.

Ⅳ. 결론 및 향후 과제

이 논문에서는, 2차원 원형 도메인에서 완전전극

모델을 이용한 해석적 방법의 정문제 해법을 유도하

였다. 그리고 배경이 균질인 경우와 비균질인 경우에

대해 해석적 방법과 유한 요소법과 경계 요소법의 전

압 데이터와 팬텀 실험의 전압 데이터를 비교분석하

였다. RMSE(root mean square error)의 비교 결과,

완전전극 모델의 해석적 방법과 경계 요소법이 가장

우수하였고 유한 요소법은 다소 정확도가 떨어졌다.

그리고 실험 데이터의 오차가 다소 크게 나타났다.

이는 팬텀의 노화와 EIT 시스템의 측정오차가 비교

적 높게 측정된 것으로 사료된다. 따라서 정문제의

해법들과 실험 데이터의 폭넓은 비교분석을 통해,

EIT 측정 시스템의 데이터 보정 및 측정오차를 줄일

수 있는 방법을 강구하는 연구를 이 논문의 향후 과

제로 하고자 한다.
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