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ABSTRACT

The piezoelectric coupling in piezoelectric vibration energy harvesters with load resistance induces 
electrical damping as well as increase in the system stiffness. Starting from analytically deriving the 
explicit relations through governing equations in the frequency domain, this work identifies the char-
acteristics of the electrically induced damping mechanism and shows that the electrically induced 
damping serves as a structural hysteretic damping on condition that a piezoelectric vibration energy 
harvester is excited at its short-circuit resonant frequency and its load resistor is optimally im-
pedance-matched at the same time. Finally, it is analytically verified that the equivalence of a me-
chanical and an electrically induced damping ratio is required for the maximum power generation at 
a load resistor, which was claimed in some literature.

* 

1. 서  론

 압전 진동 에너지(piezoelectric vibration energy 
harvesting) 수확 기술은 수확 대상 에너지원인 진동 

에너지가 주변 환경 어디에나 존재하여 수집하기 쉬

울 뿐만 아니라 수확 장치 구성의 간단함, 소형화를 

위한 MEMS 구현의 용이성, 높은 출력 전압, 다른 

에너지 변환 수단에 비해 비교적 높은 에너지 밀도

와 에너지 변환 효율 등의 장점이 있어 이에 대한 

많은 연구가 이뤄져 왔다(1,2). 사실 전기 에너지로의 

변환 수단으로 사용되는 압전의 정효과(direct ef-
fect)는 이미 가속도계, 마이크로폰 등 센서의 원리

로서 많이 이용되어 온 것은 주지의 사실이다. 그러

나, 압전 에너지 수확에 대한 개념의 가장 최근의 

응용 분야는 분기 감쇠(shunt damping)로서 진동 에

너지를 분기된 저항에 의해 주울 열(Joule heat)로 

감소시키는 것이었다. 압전 진동 에너지 수확은 이

를 수동적인 에너지 소산이 아닌 발생된 전기 에너

지를 적극적으로 이용하려는 전력 공급원으로서의 

관점에서 바라 본 것이다(3). 
장치의 제작 및 실험을 통해 에너지 수확 가능성
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을 확인(4)하는 단계에서 시작된 압전 진동 에너지 

수확에 대한 초기 연구는 에너지 변환 특성을 파악

하기 위한 수학적 모델의 개발이 주된 관심사 중의 

하나였다(5~7). 그런데, 압전 연성 효과가 잘 반영된 

최근의 수학적 모델과는 달리 초기의 수학적 모델은 

전자기 유도 방식의 에너지 수확(electromagnetic 
harvester) 장치에 대해 개발된 지배 방정식을 이용

하여, 역학 방정식에 대한 압전 연성의 효과를 단순

한 점성 감쇠(viscous damping)로 간주하거나 무시

하는 경향이 있었다(8). 그럼에도 불구하고 이러한 

수학적 모델은 압전 진동 에너지 수확 장치의 출

력 전기에 대한 입력 가진 및 전기/역학계의 상호 

관계를 이해하기 위한 간단하면서도 효과적인 수

단을 제공하기도 하였다. 그러나, 진동 에너지 수

확 장치에 있어서 압전의 연성 효과는 계의 진동

량 뿐만 아니라 고유진동수의 변화에도 상당한 영

향을 미치는 등(5), 역학 점성 감쇠와는 별개의 다소 

복잡한 감쇠 거동을 부가한다. Glynne-Jones 등(9)은 

이러한 압전 연성 효과로 인한 전기 유발 감쇠

(electrically induced damping)가 구조 이력 감쇠

(structural hysteretic damping)의 특성을 갖는다고 

언급한 바 있다. 또한, 압전 진동 에너지 수확에 의한 

감쇠 특성을 살펴보기 위해 Sodano 등(10)은 압전 에

너지 수확 장치의 외부 저항 값의 크기에 따른 분기 

감쇠의 특성을 실험을 통해 재차 확인한 바 있으며, 
Lesieutre 등(11)은 DC-DC 변환기가 부착된 에너지 수

확 장치의 손실 계수가 전기-역학 연성 계수의 함수

임을 밝힌 바 있다. 그러나, 압전 연성으로 인해 발생

하는 진동 에너지 수확 장치의 전기 유발 감쇠에 대

한 이해는 수확 장치의 에너지 변환 현상에 대한 기

본적인 이해에 필수적임에도 불구하고, 기존의 연구

에서는 발생 메커니즘에 대한 이론적 근거의 제시가 

부족하였다(2,12,13). 

Fig. 1 Schematic representation of vibration energy 
harvesters 

이 연구에서는 압전 진동 에너지 수확 장치의 압

전 연성 효과로 인한 전기 유발 감쇠 관계식을 이론

적으로 엄밀히 유도하였다. 또한, 이를 바탕으로 전

기 유발 감쇠의 발생 메커니즘 및 특성을 살펴본 

후, 부하 저항에서의 최대 전력 발생 시 역학 감쇠 

및 전기 유발 감쇠의 관계에 대해 고찰해 보았다.  

2. 진동 에너지 수확 장치의 수학적 모델 

2.1 점성 감쇠 기반 수학적 모델

Fig. 1에 개념적으로 나타낸 진동 에너지 수확 장

치의 역학 영역(mechanical domain)에서의 운동 방

정식은 다음과 같다.

( ) ( ) ( ) ( )eq rel eq rel eq rel eq bm w t c w t k w t m w t+ + = −

(1)

위 식에서 eqm , eqc  및 eqk 는 각각 에너지 수확 

장치의 유효 질량, 감쇠 및 강성을 나타낸다. 또한,  
( )w t 및 ( )bw t 는 각각 질량 eqm  및 가진 기저 

(base)의 절대 변위를 나타내고, ( )relw t 은 질량 eqm

의 기저에 대한 상대 변위 ( ) ( )bw t w t− 를 나타낸다. 
진동 에너지 수확 장치에 있어서 계에 유입되는 에

너지는 구조물의 감쇠에 의해 소산될 뿐만 아니라 

전기 에너지로도 변환되므로, 총 감쇠 eqc 는 역학 

감쇠(mechanical damping) mc 과 전기 유발 감쇠 

(electrically induced damping) ec 로 구성되어 있다

고 가정할 수 있다( eq m ec c c= + ). 따라서, 기저 변위 

( )bw t 에 대한 조화 운동 ( ) j t
b bw t W e ω= 의 가정하

에, 전기 유발 감쇠에 의해 유용한 전기 에너지로 

변환되는 부분은 다음과 같이 1 주기당 평균 파워 
elec

avgP 로 나타낼 수 있다
(14).

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

2 2 2

2 22

2 2

2 22 2

2 2

2 22

2

      
2 2

      
1 2

e eq belec
avg

eq eq eq

e b

n m e n

eq e b

n m e

c m A
P

k m c

c A

m r A

r r

ω

ω ω

ω

ω ω ζ ζ ω ω

ζ

ω ζ ζ

=
− +

=
− + +

=
− + +

(2)

위 식에서 nω ( eq eqk m= ) 및 bA ( 2
bWω= )는 각각 
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계의 고유진동수 및 기저의 가진 가속도 크기를 

나타내며, mζ  및 eζ 는 각각 역학 감쇠비 및 전

기 유발 감쇠비로서 식을 유도하는 과정에서 mc =

2 m n eqmζ ω  및 2e e n eqc mζ ω= 의 관계가 이용되었다. 
따라서, 식 (2)는 r = 1(ω = nω )에서 다음과 같이 간

단히 표현된다. 

( )

2 2

224 4
eq e b eq e belec

avg
n n m e

m A m A
P

ζ ζ
ω ζ ω ζ ζ

= =
+

(3)

위 식에 0elec
avg edP dζ = 을 적용하면 최대 평균 전

력 발생 조건은 m eζ ζ= 이라는 것을 확인할 수 있으

며, 이 때 최대 전기 출력 값은 2 16b n emA ω ζ 가 된다. 
그러나, 이 결과는 전기 손실을 포함한 전기적 영역

(electrical domain)으로의 최대 전력 전달을 의미하

는 것이지 전기적 부하(load)로의 최대 전력 전달을 

의미하는 것은 아니다
(14). 예를 들면, 전자기 유도 

방식의 진동 에너지 수확 장치(electromagnetic vi-
bration energy harvester)의 경우, eζ 에는 실제 유용

한 전기 출력이 발생하는 외부 부하 저항 뿐만 아니

라 코일의 저항도 포함되어 있기 때문이다. 따라서, 

(a)

(b)

Fig. 2 (a) A typical cantilevered piezoelectric vi-
bration energy harvester and its (b) schematic 
representation 

더욱 엄밀하게는 역학 감쇠 mc 의 전기적 상사 표현

을 포함한 전기적 영역에서의 저항 정합(resistance 
matching) 조건에서 최대 전력이 발생한다. 그럼에

도 불구하고, 내부 저항을 무시할 수 있는 경우에 

m eζ ζ= 의 관계식은 최대 전력 발생 조건의 개념적 

이해에 유용하다
(15). 이러한 관계는 전기적 임피던스 

정합을 역학 관점에서 바라본 것이다.

2.2 압전 기반 에너지 수확의 수학적 모델

앞에서 살펴 본 점성 감쇠 기반 수학적 모델은 

전자기 유도 현상을 이용한 진동 에너지 수확 장치

에보다 적합한 방정식이지만, 압전 진동 에너지 수

확 장치에 대한 초기의 수학적 모델에서도 압전 연

성 효과에 의한 감쇠를 ec 에 의해 표현하여 사용하

였던 방법이기도 하다. 그러나, 전자기 유도 방식에

서는 전기 영역의 연성이 상대 속도 relw 에 비례하

는 점성 감쇠로 잘 표현되는 반면 압전 연성에 의한 

감쇠는 다소 복잡한 성격을 갖는다. 이를 규명하기 

위해 압전 진동 에너지 수확 장치의 수학적 모델을 

간단히 살펴보도록 한다.
단일 모드에서 동작하는 압전 진동 에너지 수확 

장치(Fig. 2 참조)에 대한 지배 방정식은 다음과 같

이 표현된다
(7).

( ) ( ) ( ) ( )

( )
eq rel m rel eq rel o

eq b

m w t c w t k w t V t

m w t

α

μ

+ + +

= −
(4a)

( ) ( ) ( )rel p o ew t C V t Q tα − = − (4b)

위 식에서 ( )eQ t , ( )oV t , pC  및 α 는 각각 전

극의 전하량, 출력 전압, 압전 층의 전기 용량

(capacitance), 전기-역학 연성 계수 (piezoelectric 
coupling coefficient)를 나타내고, μ 는 기저 가

진 되는 외팔보 구조물에 대한 수정 계수를 의

미한다
(6,7). 

기저의 조화 가진에 대해 식 (4)는 또한 주파수 

영역에서 다음과 같다.

( )2 ( )eq eq m rel o eq bk m j c W V t m Aω ω α μ− + + = (5a)

rel p o o lj W j C V V Rωα ω− = (5b)

위 식에서 ( )i 은 복소 물리량을 나타내며, 식 
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(5b)의 유도 과정에서 0( ) ( )e ldQ t dt V t R− = 의 관계

가 사용되었다. 또한, j  및 ω 는 각각 허수 단위 

1−  및 각 진동수(angular frequency, rad/s)를 나

타낸다.

3. 전기 유발 감쇠 특성 및 

최대 전력 발생 조건 

3.1 압전 기반 에너지 수확의 

전기 유발 감쇠

식 (5b)를 0V 에 대해 정리한 후 이를 식 (5a)에 

대입하면 다음과 같은 식을 얻게 된다.

2
2

1
l

eq eq m rel
p l

j Rk m j c W
j C R
ωαω ω
ω

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

( ) ( )( )2
leq R eq m e rel

eq b

k k m j c c W

m A

ω ω

μ

= + − + +

=

(6)

위 식에서 lRk  및 ec 는 각각 압전 연성 효과 및 

외부 부하 저항으로 인해 발생하는 강성 및 전기 유

발 감쇠로서 다음과 같다.

( )
( )

2

2
1l

l p
R

p l

R C
k

C R

ω α

ω
=

+
, ( )

2

2
1

l
e

p l

Rc
C R

α

ω
=

+
(7)

유도된 결과를 살펴보면 앞서 언급한 바와 같이 

압전 연성 효과가 강성 및 감쇠에도 영향을 미쳐 고

유 진동수 및 계의 진동량 모두가 변화될 수 있음을 

확인할 수 있다. Fig. 3은 임의로 선정된 압전 진동 

에너지 수확 장치(Cp=49.82 nF, α =0.0037 N/V and 
0.01mζ = )에 대해 식 (7)의 결과를 주파수 및 외부 

저항의 함수로 나타낸 것이다. 가진주파수별로 차이

는 있지만 일반적으로 lRk 은 외부 저항이 증가함에 

따라 그 값이 증가하면서 어떤 값에 수렴하고, ec

는 최대값 이후로 계속 감소하는 것을 확인 할 수 

있다. 참고로 외부 부하 저항이 무한대( lR →∞ )인 

개회로(open circuit) 상태의 경우 식 (7)은 각각 
2

lR pk Cα=  및 ec = 0이 됨을 알 수 있다. 따라서, 
폐회로(short circuit, lR = 0)또는 개회로 상태에서

의 전기 유발 감쇠 값이 모두 0이므로, 각 상태에

서 측정된 압전 진동 에너지 수확 장치의 역학,  

    

(a)

(b)

Fig. 3 Plots of (a) lRk  and (b) ec  in Eq. (7) as 
functions of load resistance ( lR ) and fre-
quency( 2f ω π= ) 

  

(a)

(b)

Fig. 4 Plots of (a) lRk  and (b) ec  in Eq. (7) as a 
function of load resistance( lR ) under scω ω=  
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감쇠( mc ) 값은 동일해야 함을 추가로 확인할 수 

있다.
이번에는 외부 가진주파수가 폐회로 상태의 고유

진동수( sc eq eqk mω = )와 동일한 경우에 대해 식 

(7)을 부하 저항 lR 만의 함수로서 나타내 보았다

(Fig. 4 참조). 흥미로운 점은 Fig. 3(b)에 보인 바와 

같이 ec 가 모든 가진주파수 ω 에 대해 lR =1 pCω

에서 최대값을 가지고, 이에 따라 폐회로 고유진동

수 가진 시에는 1l sc pR Cω= 에서 최대값을 갖는다

는 것이다. 이는 압전 진동 에너지 수확 장치의 등

가 회로
(16)

에서 연성 효과를 무시할 수 있는 경우 

( 0α ≈ )에 pC || lR  병렬 회로에 대한 정합 저항

(matched resistance)의 크기로서 압전 진동 에너지 

수확 장치의 근사 정합 저항의 크기로서 자주 사용

된 바 있다
(3,17).

그런데, 어떤 특정한 경우에는 식 (7)에 나타낸 전

기 유발 감쇠 ec 가 구조 이력 감쇠의 특성을 갖게 

된다. 즉, 압전 진동 에너지 수확 장치에 연결된 외부 

부하 저항의 값이 장치의 내부 임피던스 크기와 같은 

최적 임피던스 정합(optimal impedance matching) 상

태이면서 scω ω= 인 경우이다. 이 때 최적 임피던스 

정합된 부하 저항은 다음과 같이 표현되며
(3,7), 부하

에서의 발생 전력은 최대값을 갖는다
(7). 

4 2

21
4

opt m
l l

sc p e m

R R
C k

ζ
ω ζ

= =
+

(8)

위 식에서 2
ek 은 편의 전기-역학 연성 계수 

(expedient electromechanical coupling coefficient)
로서 압전 진동 에너지 수확 장치의 폐회로 및 개회

로 상태의 고유진동수( ocω )와는 다음과 같은 관계를 

갖는다.

2 2
2

2
oc sc

e
sc

k ω ω
ω
−

= (9)

따라서, 식 (7)에 식 (8) 및 scω ω=  조건을 대입하

면, lRk  및 ec 는 각각 다음과 같이 표현된다.

( )
( )

2

22

4

1 8l

m m e
R eq

m e

k
k k

k

ζ ζ

ζ
=

+
(10a)

( )
( )

22

22

2 1 4

1 8

m m eeq
e

sc m e

kk
c

k

ζ ζ

ω ζ

+
=

+
(10b)

위 식을 유도함에 있어서 다음과 같은 관계가 사용

되었다(17).

2
2 2 2

eq e sc eq e
p

m k k k
C
α ω= = (11)

따라서, 식 (10)에서 
2 1m ekζ (또는 

2 0mζ ≈ )라는 

가정을 이용하면 식 (6)은 최종적으로 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

( )2sc m eq m rel eq bj c k W m Aω ζ μ+ = (12)

위 식으로부터 전기 유발 감쇠항 2eq mjk ζ 은 손

실 계수가 2 mζ 인 구조 이력 감쇠로 표현됨을 확

인할 수 있다. 구조물의 공진 상태에서는 역학 

점성 감쇠비 mζ 이 구조 이력 감쇠의 손실 계수 

mη 과 2m mη ζ= 의 관계를 갖기 때문이다. 위 식

의 유도 과정에서 사용된 
2

m ekζ 의 물리적 의미

는 압전에 의한 전기 에너지로의 변환 대비 역학 

감쇠에 의해 소산되는 에너지의 비율을 나타내며 

일반적인 압전 구조물에서는 
2 1m ekζ 의 관계

가 성립한다
(18). 

또한, 식 (10a) 및 (12)로부터 최적 임피던스 정합

된 부하 저항을 갖는 공진 상태의 압전 진동 에너지 

수확 장치에서는 
2 1m ekζ 일 때 압전 연성으로 

인한 강성 증가 효과가 사라짐을 추가로 확인할 수 

있다.

3.2 최대 전력 발생 조건과 전기 유발 감쇠

지금부터는 앞서 유도된 결과들을 이용하여, 압전 

진동 에너지 수확 장치의 최대 전력 발생 조건이 

e mζ ζ= 이 됨을 다양한 방법으로 유도해 보고자 한

다. 이는 일부 문헌(2,12,13)에서 참고문헌 인용없이 언

급되고 있는 내용으로서 압전 진동 에너지 수확 장

치의 에너지 변환 현상을 이해하는데 많은 도움이 

된다.
앞서 살펴본 식 (12)가 유도된 조건은 부하 저항
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에서 최대 전력이 발생하는 경우이다. 전기 유발 감

쇠를 등가의 점성 감쇠 ec 로 간주한다면, 식 (12)의 

2eq mk ζ⋅ 은 sc ecω 와 같고,

22 2sc e e sc eq eq ec m kω ζ ω ζ= = ⋅ (13)

이므로, e mζ ζ= 의 관계를 얻는다. 
이번에는 식 (10)의 결과를 이용하지 않고, 식 (7)

의 ec 에 식 (8) 및 scω ω=  조건을 대입한 아래 관

계를 이용하고자 한다.

( )
2

22
1

opt
l

e e sc eq opt
sc p l

Rc m
C R

αζ ω
ω

= =
+

(14)

위 식을 전기 유발 감쇠비 eζ 에 대해 정리하면 다

음과 같다.

( )
( )

222 4 2

24 2 2

14
8 1 8

m m em e e m
e

e m m e

kk k
k k

ζ ζζ ζ
ζ

ζ ζ

++
= =

+ +
(15)

따라서, 위 식으로부터 
2 1m ekζ 의 조건 하에 

e mζ ζ= 의 관계가 성립함을 확인할 수 있다. 
최대 발생 전력 조건과 감쇠 인자들간의 관계는 

다음과 같이 유도될 수도 있다. 위에서 살펴 본 과

정과는 반대로 이제는 e mζ ζ= 이기 위한 lR 의 조

건은 무엇인지 유도해 본다. e mζ ζ= 이므로, 식 

(14)는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

( )
2

22
1

l
m sc eq

sc p l

Rm
C R

αζ ω
ω

=
+

(16)

위 식을 lR 에 대해 정리하면 다음과 같다.

( )

2 4 2

2

22

41
16

41   
1 1 16

m
l

sc p e e m

m e

sc p
m e

R
C k k

k
C k

ζ
ω ζ

ζ
ω ζ

=
+ −

=
+ −

(17)

따라서, 2 1m ekζ 인 경우

2

41opt m
l l

sc p e

R R
C k

ζ
ω

= ≈ (18)

가 되어 같은 조건에서 근사화된 식 (8)과 같아진다.

3. 결  론

압전 진동 에너지 수확 장치의 전기-역학 연성 운

동 방정식을 이용하여 전기 유발 감쇠의 특징에 대

해 살펴보았다. 일반적으로 압전 연성 효과 및 부하 

저항은 계의 강성뿐만 아니라 감쇠에도 영향을 미친

다. 이에 대한 명시적인 관계식을 유도해 보았다. 
또한, 압전 진동 에너지 수확 장치가 폐회로 고유 

진동수로 가진되고 부하 저항이 최적 임피던스 값으

로 정합되었을 때, 2 1m ekζ 의 조건하에서 추가 

강성은 사라지고 유발 감쇠가 구조 이력 감쇠의 특

성을 가짐을 살펴보았다. 동일한 조건하에 등가의 

전기 유발 점성 감쇠비가 계의 비연성 역학 감쇠비

와 동일할 경우( e mζ ζ= ) 최대 전력 발생 조건이 

됨을 유도하였다. 이는 압전 진동 에너지 수확 장치 

뿐만 아니라 동일한 원리로 작용하는 압전 분기 감

쇠를 이해하는데 매우 유용할 것이다. 
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Appendices

식 (7)에 나타낸 압전 진동 에너지 수확 장치의 

등가 전기 유발 감쇠 ec 는 식 (6)의 첫 번째 표현 

및 감쇠력에 의해 1 주기당 소산되는 에너지 EΔ
를 이용하여 구할 수도 있다. 다만, 이 경우에는 

유도 과정을 간단히 하기 위해 처음부터 공진 상

태( scω ω= )를 가정한다. 등가의 전기 유발 점성 

감쇠력에 의해 1 주기당 발생되는 에너지는 다음

과 같다. 

2

sc e relE c WπωΔ = (A1)

그런데, 역학 감쇠 없이 전기 유발 감쇠만을 고려

하면( mc = 0), 식 (6)으로부터 상대 변위의 크기 

relW 은 다음과 같이 구할 수 있다.

( ) ( )
( )

2
2 2

22

1 sc p l
rel eq b

sc l

C R
W m A

R

ω
μ

α ω α

+
= (A2)

또한, EΔ 는 부하 저항에서의 평균 전력 outP 을 이

용하여 다음과 같이 구할 수도 있다
(7).

( )
( )

2

20 2 2

1
2m

l b
out

p l sys oc

R A
P

C R kζ

μα

ω
=
= (A3)

따라서, 식 (A1)~(A3)로 부터 다음과 같은 관계

를 갖는다.
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( ) ( )
( )

( )
( )

2
2

22

2

22 2

1

1 2
2

sc p l
sc e eq b

sc l

l b

scp l sys oc

C R
c m A

R

R A

C R k

ω
πω μ

α ω α

μα π
ωω

+

=

(A4)

식 (11)의 관계를 이용하고, 위 식을 ec 에 대해 

정리하면 식 (7)의 ec 에 대한 식과 동일한 결과를 

얻게 된다.
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