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집중질량과 초기 비틀림을 갖는 

회전중심방향 자유단 외팔보의 진동해석
Vibration Analysis of Rotating Pre-twisted Inward Beams 

with a Concentrated Mass
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ABSTRACT

The vibration analysis of rotating inward beams considering the pre-twisted is presented based on 
Euler-Bernoulli beam theory. The frequency equations, are calculated using hybrid deformation varia-
ble modeling along with the Rayleigh-Ritz assumed mode methods. In this study, resulting system of 
ordinary differential equations shows the effects of angular speed, and Young's modulus ratio. It is 
believed that the results will be a reference with which other researchers and commercial FE analysis 
program, ANSYS can compare their result.

* 

1. 서  론

회전중심방향 자유단 외팔보의 구조물은 터보홴, 
믹싱 터보홴 엔진에 활용되고 있다. 원심력을 받는 

이러한 구조물의 진동에 관한 연구는 현재까지 활발

히 수행 되어왔다(1~3). 구조물의 회전으로 인해 외팔

보의 강성이 감소하여 진동특성 또한 변하게 된다. 
따라서 회전으로 인한 진동특성 변화를 정확히 예측

하기 위한 연구의 중요성은 강조되고 있어 많은 연

구가 수행되고 있다.
회전중심방향 자유단 외팔보 구조물의 진동특성

에 관한 연구를 설명하기 앞서 일반적인 회전 구조

물의 연구는 1920년대 초부터 시작되었다. 초기의 

연구들에서는 현재까지도 그 간편성 때문에 널리 쓰

이고 있는 Southwell(4) 방정식이라 불리는 고유진동

수 예측 식이 소개되고 발전 개선되었다. 1970년도 

이후에는 컴퓨터를 이용한 수치해석적 방법을 통하

여 고유진동수 및 모드형상을 구하는 연구결과들이 

등장하게 되었으며 또한 참고문헌과 같이 진동방정

식을 해석적으로 직접 풀이하는 방법도 등장하게 되

었다(5~7). 
이 논문에서는 일반적인 회전 구조물의 연구와 

다르게 회전중심축방향 자유단 외팔보의 진동특성을 

주제로 연구를 수행하였으며, 이에 관련된 논문으로 

Mostaghel, N. et al(8)의 연구가 있다. 그 후 Fox, 
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C. H. J. et al(9)는 Mostaghel, N. et al(8)의 연구 결

과를 발전시켜 초기 장착각을 고려하여 회전중심축

방향 자유단 외팔보의 진동특성 변화에 관한 연구를 

수행했다. 그러나 이 연구들에서는 회전중심축방향 

자유단 외팔보에서 흔히 나타나는 집중질량과 초기 

비틀림을 갖는 구조형태를 고려하지 않았다. 반면 

이 논문에서는 초기 비틀림을 갖는 회전 중심축 방

향 자유단 외팔보가 임의의 위치에 집중질량을 갖는 

경우의 진동특성 연구를 수행하는데 목적을 두었다. 
이 연구는 참고문헌(10)에서 제시된 일반 회전 구조

물에 집중질량과 초기 비틀림을 갖는 회전 외팔보의 

모델링에 근거 하였으며 여기에 참고문헌(9)에 제시

된 회전중심방향 자유단 외팔보의 모델링을 종합하

여 외팔보의 길이에 대한 축반경비, 회전각속도, 비

틀림각, 집중질량의 크기 및 위치 등에 의한 진동특

성 변화를 종합적으로 조사하였다는 점에 고유성을 

갖는다. 운동방정식을 얻기 위해 복합 변형 모델링

과 Kane의 방법을 이용하여 유도하였고 상용 프로

그램인 ANSYS를 통해 얻은 결과와 유도된 방정식

을 통해 얻은 결과를 비교하여 제안된 모델의 정확

성을 검증하였다. 
이 논문의 구성으로는 2장에서 동적 모델링에 의

한 운동방정식을 유도하며 3장에서는 유도된 운동방

정식에 근거하여 정확성을 검증하기 위해 회전중심

방향 자유단 외팔보의 진동해석결과를 결과를 참고

문헌(11)과 비교하였다. 기존의 결과에서 비틀림을 추

가하여 얻어낸 해석 결과를 상용 프로그램 ANSYS
를 통해 비교하여 검증하였다. 마지막 장에서는 이 

논문의 결론을 수록하였다.

2. 운동방정식

2.1 운동방정식

Fig. 1은 반경 r의 디스크에 고정되어 평면에서 

3â 방향으로 ω만큼 회전 운동하는 외팔보를 보여준

다. 디스크 축에 부착된 서로 수직인 단위벡터들이 

나타나 있으며, L은 빔의 길이를 이고 d는 집중질

량의 위치이다.
Fig. 2는 외팔보의 회전에 의한 변형 시 형상을 나

타내며 탄성변위의 의미와 고정단에 고정되어있는 외

팔보의 기준 좌표계를 나타낸다. x는 외팔보와 디스

크가 고정점 O로부터 변형 전 임의 질점까지 거리를, 

Fig. 1 Configuration of a pre-twisted inward beam 
with a concentrated mass fixed to a rotating 
rigid ring

Fig. 2 Inward beam with a concentrated mass at-
tached to a rotating rigid ring

s는 외팔보 중립축의 임의 점에서 보가 인장된 길이

를 나타낸다. P0는 변형 후 x+s의 길이를 갖는 P의 

위치로 이동된다. 모드방법을 이용해 상미분 운동방

정식으로 구하기 위해 s, u2, u3를 다음과 같이 근사

화 한다. 

1

1 1
1

( , ) ( ) ( )j j
j

s x t x q t
μ

φ
=

=∑ (1)

2

2 2 2
1

( , ) ( ) ( )j j
j

u x t x q t
μ

φ
=

=∑ (2)

3

3 3 3
1

( , ) ( ) ( )j j
j

u x t x q t
μ

φ
=

=∑ (3)

여기서, 1 jφ , 2 jφ , 3 jφ 는 s, u2, u3를 위한 가상모드

이다. q1j, q2j, q6j는 일반좌표 그리고 1μ , 2μ , 3μ

는 각각 사용된 일반좌표의 개수이다. 반경 r인 강

체축 A의 각속도와 외팔보의 고정점 O의 속도는 
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다음과 같이 사용한다.

3ˆ  A aω ω= (4)

0
2ˆv r aω= − (5)

운동방정식을 유도하기 위해 먼저 P점의 속도 
pv 는 다음과 같이 구할 수 있다.

( ) ( )1 2 1 2 1 2 3 3ˆ ˆ ˆAv u u a u x r u a u aω ω= + + + − + ⋅ +⎡ ⎤⎣ ⎦ (6)

식 (6)에서 u1은 근사화를 위해 최종적으로 s와 u2

로 나타내야 하며, 이를 위하여 다음의 근사화된 관

계식이 유도되어(참고문헌 (12) 참조) 사용된다.

22
32

1 0

1
2

x uu
s u dσ

σ σ

⎡ ⎤∂∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ (7)

속도 pv 를 이용하면 시스템의 운동방정식은 다

음 식으로부터 유도될 수 있다

0
0

( 1, 2, 3), ( 1, 2, , )

pL p
ij

i

v Ua dx
q q

i j

ρ

μ

⎛ ⎞∂ ∂
⋅ + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= =

∫ (8)

여기서, L과 ρ 는 블레이드의 길이와 단위길이당 

질량을 나타내며, U는 탄성에너지로서 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

22 2
2

32 20

1
2

l usU EA EI
x x

⎛ ⎞∂∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

22 2 2
3 2 2

2 232 2 22
u u u

EI EI dx
x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

(9)

여기서, E는 블레이드의 영의계수, A는 단면적이다. 
임의 단면에서 블레이드의 2차면적 모멘트와 프로덕

트를 나타내는 I2, I3, I23를 주면적 모멘트 2I ∗ 와 3I ∗

로 나타내면

* * * *
2 3 2 3

2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) cos(2 )
2 2

I x I x I x I x
I x θ

+ −
= +

* * * *
2 3 2 3

3
( ) ( ) ( )

( ) cos(2 )
2 2

I x I I x I x
I x θ

+ −
= −

* *
2 3

23
( ) ( )

( ) sin(2 )
2

I x I x
I x θ

−
=

0
x
L

θ θ≡

(10)

여기서, θ 는 블레이드의 임의의 단면에서 비틀림각

을 나타내며, 따라서 블레이드의 고정단에서 0θ = ,
블레이드의 자유단에서 0θ θ= 이다. 이상의 식들을 

이용하여 운동방정식을 구하면 다음과 같다.

( )
1 1

2

11 2 11
1 1

1 1

12
2 1

1

2

s
ij j ij ij j

j j

ij j i
j

M q K M q
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∑
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2
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2 1 3

1 1 1

2 2 2 22
2
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2

0

B
ij j ij j ij j

j j j

G B
ij ij ij j

j

M q M q K q

K K M q
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μ

ω

ω

= = =

=

+ +
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∑
(12)

( )
3 32

33 32 3 3
3 2 3

1 1 1
0B G B

ij j ij j ij ij j
j j j

M q K q K K q
μ μμ

= = =

+ + + =∑ ∑ ∑
(13)

여기서,

0

Lab
ij ai bjM dxρ φ φ= ∫

2

0

2 2 2

0

( )

( )
2

LGa
ij ai aj

L

ai aj

K r L x dx

L x dx

ω ρ φ φ

ρω φ φ

⎡ ⎤′ ′= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

1 10

Ls
ij i jK EA dxφ φ′ ′= ∫ (14)

2
3 2 20

LB
ij i jK EI dxφ φ′′ ′′= ∫

3
2 3 30

LB
ij i jK EI dxφ φ′′ ′′= ∫

230

LBab
ij ai bjK EI dxφ φ′′ ′′= ∫

2 2
1 1 10 0

L L

i i iP r dx x dxω ρφ ω ρ φ= − +∫ ∫

블레이드의 임의 지점에 집중질량이 추가로 붙

어 있은 것을 모델링하기 위해 블레이드의 단위길

이당 질량을 나타내며 집중질량의 임의의 지점 

x=d에서 충격함수(Dirac’s delta function)로 가정하

고, 방정식에서 ρ 와 관련된 항들을 다시 구하면 

다음과 같다.

ˆ ( ) ( )ab ab
ij ij ai biM M m d dφ φ≡ +

2

0
ˆ ( )

dGa Ga
ij ij ai ajK K m d r dxω φ φ′ ′= + − ∫ (15)

2
1 1 1
ˆ ( ) ( )i i iP P m d r dω φ= + −
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여기서, m은 임의의 지점에 위치한 집중질량의 크

기를 나타낸다. 블레이드의 인장방향 고유진동수

와 굽힘방향 고유진동수는 그 차이가 크므로 이들

의 연성에 의한 효과는 무시될 수 있으므로 이 논

문에서는 그 효과를 무시하고 수치해석을 하였다. 
연성 효과를 무시할 때 집중질량을 고려한 항들의 

식 (11~13)에 대입하여 운동방정식을 구하면 다음

과 같다.

2 2

3

22 2 2 2 22
2

1 1

23
2 3

1

ˆ ˆ ˆ( )

0

G B
ij j ij ij ij

j j

B
j ij j

j

M q K K M

q K q

μ μ

μ

ω
= =

=

+ + −

=

∑ ∑

∑
(16)

3 3 2
33 3 3 23

3 3 2
1 1 1

ˆ ˆ( ) 0G B B
ij j ij ij j ij j

j j j
M q K K q K q

μ μ μ

= = =

+ + =∑ ∑ ∑ (17)

2.2 무차원 운동방정식 유도

유도된 운동방정식, 식 (16)과 (17)을 무차원화 하

기 위해 다음과 같이 시간과 공간 그리고 일반좌표 

변수들을 무차원화 한다.

t
T

τ ≡

x
L

ξ ≡

ai
ai

q
L

ϑ ≡

r
L

δ ≡ (18)

m
L

α
ρ

≡

d
L

β ≡

Tγ ω≡
*
2
*
3

I
I

κ ≡

식 (18)에서 T는 다음과 같이 정의되는 변수이다.

4
0

*
3

l
T

EI
ρ

≡ (19)

무차원 변수로 정의된 식 (18)를 이용하여 식 (10)
을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

( ) ( ) ( ) ( )
*
2

0*
3

1 11 1 cos 2
2 2

I x
I

κ κ θ ξ= + + −

( ) ( ) ( ) ( )
*
2

0*
3

11 11 cos 2
22

I x
I

κκ θ ξ− −= + (20)

( ) ( ) ( )
*
23

0*
3

1 1 sin 2
2

I x
I

κ θ ξ= −

이상의 관계식들을 이용하여 식 (16)과 (17)을 무

차원화된 방정식들로 만들면 다음과 같다.
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여기서,

1

0
( ) ( )

ab
ij ai bi bi biM dϕ ϕ ξ αϕ β ϕ β= +∫

( ) ( ) ( )
12 " "

0 2 20

1 11 1 cos 2
2 2

B
ij i iK dκ κ θ ξ ϕ ϕ ξ⎧ ⎫= + − −⎨ ⎬

⎩ ⎭∫

( ) ( ) ( )
13 " "

0 3 30

1 11 1 cos 2
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⎩ ⎭∫ (23)

1 2

0

1(1 ) (1 )
2

GAa
ij ai ajK dδ ξ ξ ϕ ϕ ξ⎡ ⎤ ′ ′= − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

0

GBa
ij ai ajK d

β
ϕ ϕ ξ′ ′= ∫

( ) ( )
1

00

1 1 sin 2
2

Bab
ij ai bjK dκ θ ϕ ϕ ξξ⎧ ⎫ ′′ ′′= −⎨ ⎬

⎩ ⎭∫

ajϕ 는 ajφ 와 같은 함수값을 가지나 ξ 의 함수이며 

ajϑ 는 ajϑ 의 τ 에 관한 2차 미분을 나타낸다. 식 (21)

와 (22)에서 2 jϑ 와 3 jϑ 로 구성되어 있는 column 벡

터를 ϑ 라 한다. 이 벡터를 시간에 대한 조화함수로 

가정하면 다음과 같다.

je ωτϑ η= (24)

여기서 ω는 고유진동수이며 η 는 모드형상을 나타
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내는 모드벡터이다. 식 (24)를 이용하여 식 (21)와 

(22)은 다음과 같이 표현한다.

2M Kω η η= (25)

여기서 M과 K는 대칭 정방행렬들로 그 요소들은 

다음과 같이 표시된다.

22

33

0

0

M
M

M

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

22 23

32 33

K K
K

K M

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

(26)

여기서

22 22
ijM M⎡ ⎤= ⎣ ⎦

33 33
ijM M⎡ ⎤= ⎣ ⎦

( ( ) )22 2 2 2 2 22B GA GB
ij ij ij ijK K K K Mγ α β δ ⎤⎡= − + − −⎣ ⎦ (27)

( ( ) )33 3 2 3 3B GA GB
ij ij ijK K K Kγ α β δ⎡= − + −⎣

23 32BK K=
33 32BK K=

3. 수치해석

이 장에서는 앞에서 유도된 무차원 진동방정식을 

사용하여 수치 해석을 수행하였다. 수치 해석을 위

해 굽힘방향 변위의 가상모드(assumed modes)들로

는 회전중심방향 자유단 외팔보의 굽힘 진동모드들

을 사용하였으며 10개의 모드를 이용하였다.
Fig. 3은 회전중심방향 자유단 외팔보의 유도된 

운동방정식의 정확성과 검증하기 위해 회전경우에 

대해서 기존결과 참고문헌(11)과 비교하였다. 최대 오

차율 0.3 % 오차 결과 비교는 이 연구에서 제시된 

모델링 방법을 검증하고 신뢰성을 보여준다고 판단

된다.
Fig. 4는 집중질량과 초기 비틀림을 갖는 회전중

심방향 자유단 외팔보가 집중질량 비의 변화에 따른 

고유진동수를 나타냈다. 수치해석 결과는 ANSYS와 

비교하여 검증하였다. ANSYS의 유한요소 모델은 

beam 188 요소를 사용하였고 집중질량은 mass 21  

Fig. 3 Comparison of natural frequencies obtained by 
proposed EOM and reference

Fig. 4 Concentrated mass ratio effect on the natural 
frequencies( 01, 6, 0.25, 90, 1β γ κ θ δ= = = = = )

요소를 사용하였다. 집중질량 비는 고유진동수를 0
에서 2사이에 급격히 변화시키며 그 이후는 완만한 

변화를 보여주고 있다.
Fig. 5에서는 집중질량의 임의의 위치가 변할 때의
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Fig. 5 Concentrated mass location effect on the natu-
ral frequencies( 01, 6, 0.25, 90, 1α γ κ θ δ= = = = = )

고유진동수를 나타낸다. 수치해석 결과는 ANSYS와 

비교하여 검증하였다. 무차원 변수 δ 가 1로 가까워 

질수록 자유단으로 가까워지며 1이었을 때는 자유단 

끝에서의 집중질량의 위치를 나타낸다. 무차원 집중

질량의 위치가 0.3정도까지는 고유진동수의 작은 변

화만 초래하나 그 이후는 급격한 변화를 보여주고 

있다.

4. 결  론

이 연구에서는 임의의 지점에 집중질량과 초기 

비틀림을 갖는 회전중심방향 자유단 외팔보의 진

동특성을 예측하기 위한 모델링 방법을 제시하였

으며 보다 일반적인 결과를 얻기 위해 무차원 운

동 방정식의 형태로 전환하였고 이에 근거한 수치

해석을 수행하였다. 그 해석결과의 정확성은 수치

해석 결과를 참고문헌과 ANSYS의 무차원 고유진

동수를 비교하여 규명하였다. 수치해석 결과는 회

전 각속도, 집중질량의 위치 비, 집중질량의 무게, 
초기 비틀림, 빔의 길이와 단면적의 비의 변화를 

예측하였다. 그리고 이 연구에서 사용된 모델링 

방법은 터보홴 또는 가정용 풍력 발전기의 회전익 

분야에 사용되고 있으므로 논문에서 제시된 방법

이 위의 조건들을 고려한 외팔보의 구조설계 시에 

유용하게 사용될 수 있으리라 판단된다.
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