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ABSTRACT

Complex dynamic systems are composed of several subsystems. Each subsystems affect the dy-
namics of other subsystems since they are connected to each other in the whole system. 
Theoretically, we can derive the exact mass and stiffness matrix of a system if we have the natural 
frequencies and mode shapes of that system. In real situation, the modal parameters for the higher 
modes are not available and the number of degree of freedom concerned are not so high. This paper 
shows a simple method to derive the mass and stiffness matrix of a system considering the connect-
ing points of subsystems. Since the accuracy of reconstructed structure depends on the selection of 
node and mode, the rule for selection of node and mode are derived from the numerical examples.

* 

1. 서  론

자동차나 위성과 같은 복잡한 기계 시스템은 여

러 개의 작은 시스템들로 구성되어 있다. 각각의 시

스템을 개발하는 과정에서 시스템의 동적 성능에 대

한 고려가 필수적이다. 정확한 동적 성능을 예측하

기 위해서는 각 시스템이 결합되어 사용되어지는 환

경을 적절히 묘사해서 반영하여야한다. 하지만 주변 

시스템에 대한 정보는 보안 등의 이유로 완벽하게 

공유하는 것이 불가능한 경우가 대부분이다. 이와 

같은 상황에 처하게 되면 개발하는 시스템이 다른 

시스템과 연결되는 부분을 단순한 고정으로 처리하

여 시스템 분석과 개발을 실시할 수 밖에 없다. 이

로 인하여 개발된 시스템과 주변 시스템이 결합되어 

전체 시스템이 구성되었을 때, 예측하지 못했던 동

적 성능이 발생할 수도 있다.
주변에 연결된 다른 시스템의 동적 특성을 고려

하기 위한 기법들도 많이 개발되고 있다. 부분구조

합성법은 각 시스템의 동적 모델을 실험이나 해석으

로 구하여 이를 서로 연결하여 전체 시스템의 거동

을 예측하는 기법이며, 모델 개선이나 병렬 계산 등

에 활용이 되고 있다(1~4). 하지만, 부분구조물 간의 

결합을 위하여 경계부를 구속한 상태에서의 모드를 

필요로 하거나(1,2), 복잡한 정식화가 요구된다(3,4).
모드 해석이나 모드 시험은 시스템의 동적 특성

을 나타내는 모드 파라미터, 즉 고유진동수, 진동  

모드 등을 구하는 연구이다. 구해진 모드 파라미터

들을 이용하여 시스템의 축약된 모델을 재구성하여 

해석모델의 개선이나 구조물의 건전성 판단 등에 활
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용하는 연구들이 진행되어왔다(5~7). 모델의 자유도와 

모드 수가 일치하는 경우, 정확한 모델 재구성이 가

능하다. 모델의 자유도는 크지만 사용가능한 모드의 

수가 작은 경우는 모드 모델을 이용하는 것이 가능

하지만, 모드 좌표계를 사용하기 때문에 물리적 좌

표계에 대해 운동방정식을 재구성할 수는 없다. 황

우석(7)은 시스템 개발과정에서 필수적으로 수행하는 

모드 시험이나 모드 해석의 결과를 이용하여 특정 

점들에 대한 시스템의 운동방정식을 재구성하는 방

법을 제시하였다. 선정된 물리적 좌표계에 대해 재

구성된 운동방정식을 다른 시스템과 연결하여 부분

구조 해석이 가능함을 보였다.
이 연구에서는 참고문헌 (7)의 연구를 기초로 절

점의 선택과 모드의 선택이 재구성된 모델과 결합된 

시스템의 정확도에 미치는 영향을 파악하였다. 이를 

기초로 간단하면서도 회전자유도까지 고려하는 보 

모델을 대상으로 절점 및 모드의 선정 방법을 제시

하였다.

2. 시스템의 재구성

비감쇠 시스템의 동적 거동은 식 (1)과 같은 운동

방정식으로 표현된다. 

   (1)

여기서, M과 K는 각각 시스템의 질량과 강성 행렬

이며, x와 f는 각각 변위와 외력 벡터이다. 이 시스

템의 동적 특성을 나타내는 모드 파라미터인 고유진

동수와 진동 모드는 식 (2)에 있는 고유치 문제의 

형태로 구할 수 있다. 

    (2)

여기서 ω는 고유진동수이고, 는 진동 모드 벡터이

다. ω2이 대각항에 순서대로 들어간 고유치 행렬 Ω

와 진동모드 벡터가 순서대로 나열된 진동 모드 행

렬 Φ는 시스템의 질량 및 강성 행렬과 다음과 같은 

관계를 갖는다.

 
  

(3)

또한 이로부터 식 (4)와 같이 질량 행렬과 강성 

행렬을 구할 수 있다.

  
 

   
  (4)

이와 같은 방법으로 고유진동수와 진동 모드로부

터 질량과 강성 행렬을 구하기 위해서는 몇 가지 제

약이 있다. 먼저 질량이나 강성 행렬의 자유도 개수

와 동일한 개수의 고유진동수와 진동 모드를 확보하

여야만 한다. 또한 각 진동 모드는 질량 행렬에 대

하여 정규화(normalized)되어 있어야한다. 
실제로 해석 모델을 갖고 있고, 이에 대한 모드 해

석을 수행한 경우 이 조건을 만족할 수 있으나, 모드 

시험을 통해 고유진동수와 진동 모드를 확보한 경우

에는 불가능하다. 많은 측정점들로부터 진동 데이터

를 확보하더라도 측정점의 개수만큼 고유진동수와 진

동 모드를 추출하는 것은 불가능한 경우가 많다. 
또한 컴퓨터의 성능향상 등으로 점점 세밀한 해

석을 추구함에 따라 해석 모델의 자유도가 점점 커

지는 상황에서 방대한 숫자의 고유진동수와 진동 모

드를 관리하는 것은 매우 어려운 일이다. 특히 진동

해석에서 높은 고유진동수를 갖는 상위 모드들은 크

게 의미가 없으므로 제대로 관리되지 못하는 경우도 

많다. 
이 논문에서는 다른 시스템과의 연결부나 외력이 

가해지는 부분, 응답의 고려가 필요한 부분 등 중요

한 점들을 선정하고, 이 점들만을 자유도로 하는 시

스템 방정식을 구성하는 방법을 제시하고자한다.
먼저 각 선정된 점에서 관심있는 진동 모드의 값

을 모아서 새로운 진동 모드 벡터를 만든다. 원래 

시스템의 자유도가 n이었다면, 구해진 진동 모드 행

렬도 n×n의 크기를 가질 것이다. 만약 선정된 점의 

개수가 m개이고 관심있는 모드의 개수가 l개라면 

만들어진 진동모드 행렬은 m×l의 크기를 갖는다. 
관심 모드의 고유치로 구성된 새로운 고유치 행렬의 

크기는 l×l일 것이다.
새로운 진동모드 행렬과 고유치 행렬을 식 (4)에 

대입하여 질량 행렬과 강성 행렬을 구한다. 구한 질

량과 강성행렬의 크기는 m×m이다. 
새로 구해진 시스템 행렬은 크기가 n×n에서 

m×m으로 줄어들었으나, 선택된 절점의 변위에 대

한 자유도는 유지되므로 유용한 의미를 가진다. 즉, 
다른 시스템 행렬과의 쉽게 결합하여 그 시스템의 
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특성을 대변할 수 있다. 유한요소법의 어셈블 기법

을 사용하면 쉽게 결합된 시스템의 운동방정식을 구

할 수 있으므로, 부분구조합성해석에 쉽게 활용할 

수 있다. 

3. 수치 예제

이 논문에서 제시한 방법을 간단한 모델에 적용

하여 확인하였다. 가장 간단한 동적 시스템 중 하나

는 보의 굽힘 문제이므로 Fig. 1의 시스템을 예제로 

제시하였다. 구조물 B는 양 끝단에서 구조물 A와 

고무 마운트로 결합되어 있다. 구조물 A를 재구성

하여 축약된 동적 모델로 표현한 후 이를 구조물 B 
및 고무 마운트와 결합하여 구조물 B의 동적 거동

을 분석한다. Fig. 1의 보는 알루미늄의 물성을 가

지며, 단면의 폭과 높이는 각각 0.02 m와 0.01 m이

다. 또한 고무 마운트의 탄성계수는 1×105 N/m이다.

3.1 구조물 A의 축약 모델

Fig. 1의 시스템에서 구조물 A와 B를 완전히 분

리하여 Fig. 2와 같이 구조물 A만 고려한다. 구조물 

A에 대하여 제안한 방법으로 축약된 질량과 강성 

행렬을 구한 후, 정적 및 동적 거동을 계산하여 타

당성을 검증하였다. 길이가 0.01 m인 요소로 모델링

하였으며, 고정단을 제외한 70개의 절점으로 구성된 

간단한 모델이다. 설명의 편의를 위하여 Fig. 2에서

는 대표적인 절점만을 표시하였다.
먼저 구조물 A에 대한 질량과 강성 행렬을 구하

고 이를 이용하여, 모드 해석을 수행하였다. 보 구

조물이므로 각 절점당 횡방향 변위와 회전의 2개 

B

x
A

0.2 m 0.4 m 0.1 m

Mount

Fig. 1 Structure A and B connected at two joints

  10    20    30    40    50    60   70

x

Fig. 2 Finite element model for structure A

자유도가 있어 전체 질량과 강성행렬은 140×140의 

의 크기를 갖는다. 외팔보의 진동모드는 널리 알려

져 있으므로 생략하고, 고유진동수를 정리하면 순서

대로 5.27, 33.0, 92.4, 181.1 Hz이다.
정적 거동을 검증하기 위하여 Fig. 2의 절점 20과 

60에 각각 –50 N, 10 N의 하중이 동시에 가해진 경

우의 변위를 계산하였다. 원래 구조물의 변위와 구

해진 강성 행렬을 이용하여 계산한 변위를 비교하여 

강성 행렬의 타당성을 검증한다. 계산된 구조물 A
의 정적 변위는 절점 20과 60에서 각각 –2.3×10-3 m
와 16.3×10-3 m이다. 

사용되는 절점의 수와 모드의 수가 서로 다른 여

러 가지의 경우에 대하여 시스템을 재구성하여 원래 

시스템과의 비교를 수행하였다.

(1) 절점수와 모드수의 관계

절점수과 모드수가 먼저 결정되어야한다. 모드수

가 절점수보다 적은 경우, 재구성된 행렬의 자유도

에 비해 주어진 정보, 즉 모드의 개수가 작기 때문

에 구성된 행렬이 특이 행렬(singular matrix)의 형

태를 보인다. 구성된 행렬이 불완전하므로 시스템 

재구성이 불가능하였다. 또한 모드수가 절점수보다 

많은 경우, 재구성된 질량 및 강성행렬의 고유진동

수가 전혀 예상하지 못한 값을 보였다. 이 경우도  

시스템 재구성이 불가능하였다. 그러므로 절점의 수

와 모드의 수는 반드시 일치하여야 한다.
절점 및 모드수를 증가시키면서 시스템 행렬을 

재구성한 후, 동적 및 정적 해석을 수행하여 재구성

의 정확도를 검증하였다. 2개 모드를 사용한 경우, 
정적 정확도가 낮았으나, 3개 모드 이상 사용한 경

우는 매우 정확한 정적, 동적 거동을 보였다.

(2) 절점의 선정

4개의 절점과 모드를 사용하여 시스템 행렬을 재

구성하는 경우에 대하여 분석하였다. 절점은 반드시 

연결점을 포함하여야 하므로, 절점 20과 60을 반드

시 고려한다. 절점을 고루 분포되도록 선정하기 위

하여 35와 70을 포함한 경우와 한쪽으로 쏠려서 5
와 10을 포함한 경우에 대하여 검증하였다. 두 경우 

모두 정적이나 동적으로 거의 정확한 거동을 보이므

로 절점의 선정은 크게 영향을 받지 않음을 알 수 

있다. 
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하지만 10개의 모드와 10개의 절점을 이용하여 

시스템을 재구성할 경우는 절점의 선정이 영향을 줌

을 알 수 있었다. 골고루 분포된 절점을 선정한 경

우, 모드의 숫자가 많으므로 더욱 정확한 시스템이 

재구성되었다. 그러나 선정된 절점이 한쪽으로 치우

친 경우, 오히려 재구성된 시스템 행렬은 수학적으

로 불안정한 특이성을 보이며 동적, 정적 거동도 완

전히 달라짐을 알 수 있었다. 구조물의 모드 형상을 

충분히 반영할 수 있도록 전체에 고루 분포된 절점

을 선정하여야한다.

(3) 모드의 선정

마찬가지로 4개의 절점과 모드를 사용하여 시스

템 행렬을 재구성하는 경우에 대하여 분석하였다. 1
차에서 5차까지의 진동모드 중 4개씩을 선정하여 

시스템을 재구성한 후 정적 검증을 수행한 결과는 

Table 1과 같다. 동적 검증은 포함된 모드의 고유치

가 정확하게 재현되므로 정적 검증에 의미를 두었

다. 기본모드가 생략될수록 전혀 다른 정적 거동을 

보이므로 기본모드가 반드시 포함되어야함을 알 수 

있다. 이 예제의 경우, 1, 2, 3번 모드는 반드시 포

함되어야 함을 볼 수 있다.

3.2 축약 모델과 연결된 구조물의 해석 

축약모델이 다른 구조물과 결합되어 사용되는 경

우, 이와 같은 절점 및 모드 선정 규칙이 잘 적용되

는지 또는 다른 고려할 점은 없는지를 분석하였다.
구조물 A에서 중요한 절점을 선정한 다음, 이 절점

의 진동모드 값과 고유치를 이용하여 축약된 질량과 

강성 행렬을 구하였다. 이 축약 모델을 구조물 B와 

Table 1 Static deflections of models reconstructed 
from different modes

Selected mode 
numbers

Static deflections [m]

At node 20 At node 60

1, 2, 3, 4 -0.0023 0.0162

2, 3, 4, 5 -0.0044 0.0023

1, 3, 4, 5 0.0012 0.0140

1, 2, 4, 5 -0.0014 0.0161

1, 2, 3, 5 -0.0022 0.0163

Full model -0.0023 0.0163

결합하여 전체 시스템의 거동을 계산하였다. 축약 

모델이 물리적 좌표계에 대하여 표현되어 있으므로 

유한요소법의 어셈블 기법을 사용하면 쉽게 결합된 

시스템의 운동 방정식을 구할 수 있다. 원래 시스템

과의 비교를 통하여 구조물 A의 모델링이 적절한지 

검증하였다.  
Fig. 1의 구조물 A와 B를 길이 0.01 m의 인장 보

요소로 모델링하였다. 구조물 A는 70개의 절점으로, 
구조물 B는 41개의 절점으로 구성된다. 구조물 A와 

B를 연결하는 2개의 마운트는 스프링 강성 1×105

N/m의 스프링으로 각각 모델링하였다. 
구조물 A는 앞 절에서 제시한 절점 및 모드 선정

법에 의거하여 4개의 절점과 모드를 사용하여 재구

성하였다.
Fig. 3은 제시한 모델의 정확도를 검증하기 위한 

세 개의 모델을 보여준다. 모델 1은 기존의 유한요

소해석으로 전체 구조물을 해석하기 위한 모델이다. 
모델 2는 구조물 A의 축약모델과 구조물 B를 어셈

블하여 해석하는 모델이며, 모델 3은 구조물 B만 

고려하고 연결스프링의 끝단은 고정된 것으로 하는 

모델이다. Fig. 3의 각 모델에 대한 모드 해석과 정

적 해석을 수행하여 비교하였다.
먼저 동적 거동을 검증하기 위해서는 고유진동수와 

진동모드를 비교하였다. Table 2의 고유진동수를 비교

하면 모델 2가 원래 구조물인 모델 1의 고유진동수와 

1     11     21    31    41

(c) Model 3 : without structure A

1     11     21    31    41

         42        43             44    45
x

(b) Model 2 : condensed model of structure A

   51    61    71    81    91    101   111

x
Mount

1     11     21    31    41

(a) Model 1 : original structure A 

Fig. 3 Models with different modeling of structure A
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유사한 고유진동수를 갖고 있음을 알 수 있다. 모델 

3은 구조물 A와 전혀 상관이 없으므로 구조물 A의 

영향도 고려할 수 없다. 이로 인하여 고유진동수도 

모델 1과 비교하여 매우 다르다.
Fig. 4는 구조물 B의 1차 굽힘 모드에 해당하는 

모드 형상을 비교한 그림이다. 각 모델의 고유진동

수는 각각 49.19, 49.36, 43.73 Hz로 모델 2가 모델 

3에 비하여 정확함을 알 수 있다. 또한 모드 형상도 

Table 2 Natural frequencies from each models [Hz]

Model 1 Model 2 Model 3 Structure A

4.18 4.18 - 5.27

30.51 30.52 - 33.00

49.19 49.36 43.73 -

87.92 88.03 - 92.41

171.93 173.12 - 181.09

176.05 179.37 157.05 -

281.34 - - 299.36

337.48 324.76 294.31 -

403.23 - - 447.19

512.16 455.92 439.97 -

Fig. 4 1st bending modeshapes from each models

모델 2가 모델 1을 거의 정확하게 묘사함을 알 수 

있다. 4개의 절점과 모드를 이용하여 만든 간단한 

행렬식을 추가함으로써 시스템의 모드 형상을 거의 

정확하게 묘사할 수 있음을 볼 수 있다. 
정적 거동을 검증하기 위하여 구조물 B의 절점 

11에 하중 100 N을 가한 후 정적 변형을 계산하여 

비교하였다. 각 모델의 정적 변위는 각각 0.089 m, 
0.089 m, 0.060 m로 모델 2는 모델 1의 결과와 거

의 일치하지만, 모델 3은 매우 작은 변위를 보인다. 
이는 Fig. 4의 모드 형상과 유사하게 구조물 A의 변

형이 고려되지 않으며 구조물 B의 거동을 정확하게 

예측할 수 없기 때문이다.
이로부터 연결된 구조물의 영향을 고려하지 않은 

모델 3의 정적, 동적 특성을 이용하여 설계하는 것은 

매우 부정확함을 알 수 있다. 구조물 A의 정보를 축

약 모델의 형태로 제공하면 구조물 B의 정적, 동적 

거동을 묘사하는데 매우 큰 도움이 될 수 있다. 
구조물 A를 묘사하기 위하여 모드를 선정할 때, 

기본 모드는 반드시 포함되어야 한다. 또한 임의의 

모드를 추가하였을 때, 어떤 효과가 있는지를 분석

하여 모드 선정의 규칙을 구하고자 하였다.
Table 3은 3개의 기본모드를 사용하여 구조물 A를 

재구성한 후 구조물 B와 결합하여 모드 해석을 실시

한 경우를 기준으로, 각각 네 번째, 다섯 번째, 여섯 

번째, 일곱 번째 모드를 추가하여 재구성한 경우와 

비교하였다. 추가된 모드의 고유진동수는 각각 181.1, 
299.4, 447.2, 624.6 Hz이다. Table 3을 보면 추가된 

Table 3 Natural frequencies of combined model 
showing effect of mode selection [Hz]

Full 
model

Used mode number

1,2,3 1,2,3+4
(181.1 Hz)

1,2,3+5
(299.4 Hz)

1,2,3+6
(447.2 Hz)

1,2,3+7
(624.6 Hz)

4.18 4.18 4.18 4.18 4.18 4.18

30.51 30.53 30.52 30.53 30.53 30.53

49.19 49.85 49.36 49.77 49.85 49.78

87.92 88.04 88.03 88.00 87.98 88.04

171.93 - 173.12 - - -

176.05 178.07 179.37 176.69 175.64 178.07

281.34 - - 277.60 - -

337.48 311.15 324.76 334.55 311.10 305,54

403.23 - - - 402.32 -

512.16 455.74 455.92 460.06 513.00 455.65
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모드의 주파수 근처에서 모드의 재현이 매우 정확해

짐을 알 수 있다. 그러므로 기본 모드를 포함해야 하

며, 관심주파수 근처의 모드를 추가하면 그 주파수 부

근 거동묘사의 정확도를 높일 수 있음을 알 수 있다.

4. 결  론

이 논문은 모드 형상과 고유치를 이용하여 동적 

시스템을 재구성하는 간단한 기법을 보 구조물에 적

용하여 이 기법의 정확성과 유용성을 확인하였다. 
또한 재구성을 위한 절점과 모드의 선정을 위한 다

양한 분석을 수행하였다.
제안한 방법으로 시스템을 재구성하면 매우 간단

한 방법으로 물리적 좌표계에 대한 질량 및 강성 행

렬을 구할 수 있다. 이 행렬들은 원래 시스템과 유

사한 동적, 정적 특성을 보이므로, 복잡한 시스템의 

일부를 이를 이용하여 표현하여 부분구조합성기법을 

쉽게 구현할 수 있다.
절점은 재구성에 사용된 모드의 숫자와 일치하도

록 선정하여야 하며, 다른 구조물과의 연결점이나 

하중이 가해지는 점, 중요한 응답이 발생하는 점을 

포함하여 선정한다. 절점이 특정 부위에 몰릴 경우, 
모드의 형태를 잘 반영할 수 없으므로 특이 행렬이 

구성되는 문제가 발생하기 때문에, 전체 구조물에 

고루 분포되도록 선정한다. 
모드는 고유진동수가 낮은 기본 모드를 반드시 포

함하여야 하며, 그 숫자가 많을수록 정확해진다. 하지

만 기법의 취지를 살리기 위하여 모드의 숫자를 작게 

하는 것이 효율적이다. 특정 주파수 대역의 정확도를 

높이기 위해서는 그 주파수 부근의 모드를 포함시킨

다. 다른 주파수 대역의 정확도에 영향을 주지 않으

면서 관심 주파수 대역의 정확도를 높일 수 있다.
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