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Abstract

Zero-inflation has recently attracted much attention in integer-valued time series. This article deals with con-

ditional variance (volatility) modeling for the zero-inflated count time series. We incorporate zero-inflation

property into integer-valued GARCH (INGARCH) via conditional Poisson and negative binomial marginals.

The Cholera frequency time series is analyzed as a data application. Estimation is carried out using EM-

algorithm as suggested by Zhu (2012).
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1. 서론

정수 값을 갖는(integer valued) 계수 시계열(count time series)은 다양한 분야에서 접할 수 있으며 계

수 시계열의 특성을 반영한 효과적인 분석을 위한 연구가 활발히 이루어지고 있다. 계수 시계열의 일

차 적률인 조건부 평균(conditional mean)을 분석하기 위한 표준적인 모형은 INAR(Integer-valued

AR) 모형 (Hwang과 Basawa, 2011)이며 Grunwald 등 (2000)은 표준적인 binomial thinning을 일

반화 시킨 다양한 INAR 모형의 변형에 대해 연구하였다. 전통적인 조건부 포아송, 조건부 멱급수

분포 및 조건부 자기로지스틱 모형 등도 계수 시계열의 조건부 평균을 분석하는 도구이다. 계수 시

계열의 변동성(volatility)을 분석하기 위한 모형으로는 INGARCH 모형이라 불리는 조건부 이분산

성(conditionally heteroscedastic)을 고려한 INteger-valued GARCH (Ferland 등, 2006) 모형이 있

다. 이 모형은 대표적인 이분산 시계열 모형인 GARCH 모형과 유사한 수학적 성질을 갖는 모형으로

조건부 평균 모형인 INAR을 조건부 이분산 모형으로 확장시킨 모형이라 할 수 있다 (Yoon과 Hwang,

2015). 조건부 분포로 흔히 이용하는 포아송(Poisson) 주변분포로는 계수 시계열의 변동성 분석에서 흔

히 발생하는 과산포(over-dispersion) 문제를 다루기 어렵다는 단점이 있다고 알려져 있다. 이를 해결하

기위하여 Zhu (2011, 2012)는조건부분포로음이항분포를이용한 Negative Binomial INGARCH(즉,

NBINGARCH) 모형을 제안하였다. 계수형 국내 자료의 INGARCH 모형들의 사례분석은 Yoon과

Hwang (2015)을참고하기바란다.

본 논문에서는 영-과잉 현상(zero-inflation)이 존재하는 영-과잉 계수 시계열(zero-inflated count time

series)의 변동성을 연구하고자 한다. 계수 시계열 자료가 특정한 질병의 발병, 특정한 범죄의 발생 등
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일반적으로 흔히 일어나지 않는 사건들에 대해 조사하는 경우에는 많은 수의 0이 관측되는 경우가 발생
한다. 계수 시계열 자료에 대한 실증자료 분석에서 과산포와 더불어 발생하는 문제가 이와 같은 영-과

잉 현상이다. 영-과잉 현상이란 포아송 모형을 가정하는 경우 모형에서 기대되는 0값보다 더 많은 수의

0이 관측되는 현상을 말한다 (Zhu, 2012). 이러한 경우 기존의 INGARCH 모형 또는 NBINGARCH

모형을 그대로 적합 시킨다면 모형의 적합도가 떨어질 것이며, 과산포 문제를 심화시킬 수 있을 것이

다. 이러한 영-과잉 문제를 해결하는 방안으로 Zhu (2012)는 자료에 포함된 0에 대해 적절한 가중치

를 주어 다루는 영-과잉 변동성 모형으로서 조건부 분포로 기존의 포아송분포 대신 영-과잉 포아송분

포(Zero-inflated Poisson; ZIP)로 대체한 ZIP-INGARCH 모형, 음이항분포 대신 영-과잉 음이항분

포(Zero-inflated Negative Binomial; ZINB)로 대체한 ZINB-INGARCH 모형을 제안하였다. 본 논

문에서는 영-과잉 계수 시계열의 변동성을 효과적으로 분석하기 위해 제안된 다양한 영-과잉 계수형

GARCH 모형들을 소개하고 이러한 모형에서 모수를 추정하는 방법으로 EM 방법에 대해 단계별로 자

세히제시하고있으며제안된방법론을국내콜레라발생건수자료에적용하여보았다.

2. 영-과잉 계수형 GARCH 모형: ZIP-INGARCH 모형과 ZINB-INGARCH 모형

영-과잉 현상에서 0은 두 가지로 생각할 수 있다. 예를 들어, 특정 바이러스 감염자 수 자료를 생각해

보자. 조사 대상자가 그 바이러스에 대해 저항력이 있어 바이러스에 노출은 되었으나 감염이 되지 않
았을 수 있고(structural zero), 또는 그 바이러스에 아예 노출되지 않아서 감염이 되지 않았을 수도 있
다(sampling zeros). 이러한경우각각예상할수있는 0과우연히발생하는 0으로볼수있다. 영-과잉

자료에있는 0을다루기위해서는이러한두경우를모두고려하여적절히처리하는것이필요하다.

계수 시계열 자료에서 영-과잉 자료인지를 파악하는 방법으로 널리 이용되는 Puig와 Valero (2006)가

제안한 zero-inflation index 즉, ZI index는다음과같이계산한다.

ZI index = 1 +
log(p0)

µ
,

여기서 p0는 0값의 비율(proportion)이고 µ는 평균이다. ZI index가 0보다 크면 영-과잉 자료로 판단

한다 (Puig와 Valero, 2006). 영-과잉 자료로 판단되는 경우 영-과잉 변동성 모형을 적합 하는 것이 필

요하다. 영-과잉변동성모형들의소개는 Zhu (2011, 2012)와 Yoon과 Hwang (2015)을참고하였다.

2.1. ZIP-INGARCH(p, q) 모형

계수형 시계열 자료를 다루기 위한 모형으로 Ferland 등 (2006)이 제안한 integer-valued GARCH,

INGARCH(p, q) 모형은다음과같다.

Xt|Ft−1 : Poisson(λt),

λt = α0 +

p∑
i=1

αiXt−i +

q∑
j=1

βjλt−j ,

여기서 α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, p ≥ 1, q ≥ 0이다. 여기서 {Xt}는각자료를
나타내고 Ft−1은 t − 1시점까지의 정보 집합이다. 이 모형은 조건부 분포로 포아송분포를 가정하고 있

다. 평균과분산이같다는특징을가진포아송분포의특성상이모형에서는계수시계열자료의분석에
서 흔히 발생하는 과산포(over-dispersion) 문제를 설명하지 못한다는 단점이 있었다. 이러한 과산포 문

제와 영-과잉 현상을 동시에 효과적으로 다루기 위해 Zhu (2012)는 다음과 같은 ZIP-INGARCH(p, q)
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모형을제안하였다.

Xt|Ft−1 : ZIP(λt, w),

λt = α0 +

p∑
i=1

αiXt−i +

q∑
j=1

βjλt−j ,

여기서 0 < w < 1, α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, p ≥ 1, q ≥ 0이다.

ZIP-INGARCH 모형이 기존의 INGARCH 모형과 다른 점은 조건부 분포로 포아송 분포 대신 영-과잉

포아송분포(Zero-inflated Poisson; ZIP)를 가정했다는 점이다. ZIP(λ,w)는 영-과잉 포아송 분포의 확

률질량함수로다음과같다.

P (X = k) = wδk,0 + (1− w)λ
ke−λ

k!
, k = 0, 1, 2 . . . ,

0 < w < 1이고 δk,0는 k = 0인 경우에는 1이 되고, k ̸= 0인 경우에는 0이 되어 0의 확률을 구하는
데 영향을 준다. w = 0이라면 이 모형은 영-과잉 현상을 반영하지 않은 INGARCH(p, q) 모형이 된다.

ZIP-INGARCH 모형에서조건부평균과조건부분산은다음과같이유도된다.

E(Xt|Ft−1) = (1− w)λt,

Var(Xt|Ft−1) = (1− w)λt(1 + wλt).

위의 식을 보면 조건부 분산이 조건부 평균보다 더 큰 값을 가짐을 알 수 있다. 이를 통해 영-과잉 현

상 뿐 아니라 INGARCH(p,q) 모형에서 설명하기 어려운 과산포 문제 또한 다룰 수 있게 되었다. ZIP-

INGARCH(p, q) 모형에서 q = 0이면 ZIP-INARCH(p) 모형이 되며, 차수가 1인 ZIP-INARCH(1) 모

형은다음과같다 (Zhu, 2012).

Xt|Ft−1 : ZIP(λt, w),

λt = α0 + α1Xt−1,

여기서 α0 > 0이며정상성(stationarity)을만족하기위해 (1− w)α2
1은 1보다작다.

2.2. ZINB-INGARCH(p, q) 모형

INGARCH 모형에서 과산포 문제를 다루기 어렵다는 단점을 보완하기 위하여 Zhu (2011)가 제안한 음

이항 INGARCH, 즉, NBINGARCH(p, q) 모형은다음과같다.

Xt|Ft−1 : NB(r, pt),

λt =
1− pt
pt

= α0 +

p∑
i=1

αiXt−i +

q∑
j=1

βjλt−j ,

여기서 NB는 음이항분포(negative binomial distribution)이며 r은 양의 정수이고 α0 > 0, αi ≥ 0,

βj ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, p ≥ 1, q ≥ 0이다. 조건부 분포를 음이항분포로 가정함으로 포아송

분포로는설명이어려운과산포문제와극단적인관측값을효과적으로다룰수있는모형이다.

이 모형에서 과산포 문제 뿐 아니라 영-과잉 현상을 효과적으로 다루기 위해 조건부 분포로 영-과잉 음

이항분포(Zero-inflated Negative Binomial; ZINB)를이용한 ZINB-INGARCH(p, q)모형은다음과같
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다.

XtFt−1 : ZINB(λt, a, w),

λt =
1− pt
pt

= α0 +

p∑
i=1

αiXt−i +

q∑
j=1

βjλt−j ,

0 < w < 1, a > 0, α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, p ≥ 1, q ≥ 0이고, 여기서

ZINB(λ, a, w)는영-과잉음이항분포의확률질량함수로다음과같이정의된다.

P (X = k) = wδk,0 + (1− w)
Γ
(
k + λ1−c

a

)
k!Γ

(
λ1−c

a

) (
1

1 + aλc

)λ1−c

a
(

aλc

1 + aλc

)k
, k = 0, 1, 2, . . . ,

여기서 λ > 0, 0 < w < 1, a > 0이며 δk,0은 k = 0인 경우에는 1이 되고, k ̸= 0인 경우에는 0이 되어

0의 확률을 구하는데 영향을 준다. 또한 a는 퍼진 정도를 나타내는 모수로 0보다 크거나 같은 값을 가

지며, a값이 0으로간다면이분포는영-과잉포아송분포가된다. c값을강조하지않은경우일반적으로

ZINB(λ, a, w)로 표기하나 c = 0인 경우에는 ZINB1(λ, a, w)로, c = 1인 경우에는 ZINB2(λ, a, w)로

구분하여나타내기도한다.

조건부평균과조건부분산은다음과같이유도된다.

E(Xt|Ft−1) = (1− w)λt,

Var(Xt|Ft−1) = (1− w)λt(1 + wλt + aλct).

위의 식을 보면 조건부 분산이 조건부 평균보다 더 큰 값을 가지므로, 과산포 문제를 또한 다룰 수 있음

을 알 수 있다. ZINB-INGARCH(p, q) 모형에서 q = 0이면 ZINB-INARCH(p) 모형이 되며, 차수가

1인 ZINB-INARCH(1) 모형은다음과같다.

Xt|Ft−1 : ZINB(λt, a, w),

λt =
1− pt
pt

= α0 + α1Xt−1,

여기서 α0 > 0이고정상성(stationarity)을만족하기위해 (1− w)α2
1은 1보다작다.

3. 모수추정

영-과잉 계수형 GARCH모형에서 모수를 추정하기 위한 방법으로 EM알고리즘을 이용하였다. 이 방법

은 Zhu (2012)가 제안한 방법으로 해당 논문에서는 방법론만을 제시하였으나 본 연구를 통해 프로그램
을작성한후다음절의사례분석에이용하였다.

3.1. ZIP-INGARCH(p, q) 모형

ZIP-INGARCH(p, q) 모형의가능도함수(likelihood function)는다음과같고

∏
Xt=0

[
w + (1− w)e−λt

]
×
∏
Xt>0

[
(1− w)λ

Xt
t e−λt

Xt!

]
.
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로그가능도함수(log-likelihood function)는다음과같다.∑
Xt=0

log
[
w + (1− w)e−λt

]
+
∑
Xt>0

[log(1− w) +Xt log λt − λt − log(Xt!)] .

위의로그가능도함수를최대로하는값을찾음으로써모수를추정할수있으나, 이렇게직접적으로최대

로 하는 값을 찾는 것은 상당히 복잡한 과정이 된다. 이러한 방법 대신 EM알고리즘을 이용하여 모수를

추정하는방법을소개하고자한다.

X = (X1, . . . , Xn)을 ZIP-INGARCH(p, q) 모형에서 나온 자료로 가정한다. 새로운 변수 Zt를 고려하

여자료에대해다음과같이생각하며, 특히 0값이어떤경우에해당되는지알고있다고가정한다.

- 경우 1 (난수발생결과생성된 0): Zt = 1로하며 P (Zt = 1) = w.

- 경우 2 (포아송분포에서생성): Zt = 0으로하며 P (Z0 = 0) = 1− w.

Z = (Z1, . . . , Zn), θ = (α0, α1, . . . , αp, β1, . . . , βq)
T = (θ0, θ1, . . . , θp+q)

T , Θ = (w, θT )T이다. Θ에

대한정보가있는경우 Z의조건부분포, 즉 (Z|Θ)의분포는다음과같다.

n∏
t=p+1

wZt(1− w)1−Zt .

또한 Z,Θ에대한정보가있는경우 X의조건부분포, 즉 (X|Z,Θ)의분포는다음과같다.

n∏
t=p+1

(
Zt × 1 + (1− Zt)×

λXt
t e−λt

Xt!

)
=

n∏
t=p+1

(
λXt
t e−λt

Xt!

)1−Zt

.

결과적으로, 전체자료에대한조건부가능도함수는다음과같이유도되며

n∏
t=p+1

wZt

(
(1− w)λ

Xt
t e−λt

Xt!

)1−Zt

,

전체자료에대한로그가능도함수는다음과같다.

l(Θ) =

n∑
t=p+1

{Zt logw + (1− Zt)[log(1− w) +Xt logλt
−λt − log(Xt!)]}.

반복적인 EM알고리즘을 수행하여 위의 로그가능도함수를 최대로 만드는 추정값을 구한다. EM알고리

즘은다음과같은 E단계와 M단계로구성된다.

E단계: 추정하려고 하는 모수 Θ를 알고 있다고 가정한다. 결측값인 Zt를 현재 알고 있는 모수를 이용

하여 계산한 기댓값으로 대체하며, θ와 관측값의 정보를 이용하여 Zt의 기댓값은 다음과 같이

계산된다.

τt =


ω

ω + (1− ω)e−λt
, if Xt = 0,

0, if Xt = 1, 2, . . . .
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M단계: E단계에서 계산된 값을 이용하여 로그가능도함수를 새롭게 계산할 수 있다. 모수 Θ에 대한 추

정은로그가능도함수를최대로만드는값으로한다. M단계에서이용되는식은다음과같다.

ŵ =
1

n− p

n∑
t=p+1

τt,

n∑
t=p+1

(1− τt)
(
Xt
λt
− 1

)
∂λt
∂θt

∣∣∣∣
θ̂

= 0, i = 0, 1, . . . , p+ q.

위의 식은 닫힌 형태의 추정량(closed form)을 구할 수 없으므로 Newton-Raphson방법을 이용하여 추

정값을구한다. 초기값 θ(0)을시작으로다음반복시업데이트되는추정량은다음과같이계산된다.

θ(i+1) = θ(i) −
{

∂2l

∂θ∂θT

∣∣∣∣θ(i)}−1
∂l

∂θ

∣∣∣∣
θ(i)

.

θ(i)는 i번째 반복에서 추정되는 추정량이다. 이전 반복의 E단계에서 추정된 τt가 다음 단계의 Zt의 값

으로 사용된다. 모수 Θ에 대한 추정은 위의 두 단계를 수렴할 때까지 반복함으로 구한다. 수렴여부 판

단기준은 | (Θ(i+1)
j −Θ

(i)
j )/Θ

(i)
j |≤ 10−5로하였다.

3.2. ZINB-INGARCH(p, q) 모형

ZINB-INGARCH(p, q) 모형에서의 모수 추정방법도 앞의 ZIP-INGARCH(p, q) 모형의 모수 추정 방

법과 유사하다. ZINB-INGARCH(p, q) 모형의 로그가능도함수(log-likelihood function)는 다음과 같

다. ∑
xt=0

log

[
w + (1− w)(1 + aλct)

−
λ
1−c
t
a

]
+
∑
xt>0

[
log(1− w) +Xt log(aλ

c
t)

−
(
Xt +

λ1−c
t

a

)
log (1 + aλct) + log Γ

(
Xt +

λ1−c
t

a

)
− log Γ

(
λ1−c
t

a

)
− log(Xt!)

]
.

마찬가지로 위의 로그가능도함수를 최대로 하는 값을 찾음으로써 모수를 추정할 수 있으나 계산과정이
매우복잡해지므로 EM알고리즘을이용하여모수를추정하였다.

Zt를고려하여만든전체자료에대한조건부로그가능도함수는다음과같다.

l(Θ, a) =
n∑

t=p+1

(l∗t + l∗∗t ),

l∗t = Zt logω + (1− Zt) log(1− ω),

l∗∗t = (1− Zt)
[
Xt log (aλ

c
t)−

(
Xt +

λct
a

)
log (1 + aλct) + log Γ

(
Xt +

λ1−c
t

a

)
− log Γ

(
λ1−c
t

a

)
− log(Xt!)

]
.

먼저 선택된 a값에 대하여 EM알고리즘을 수행하여 위의 조건부 로그가능도함수를 최대화하는 값을 추
정한다. E단계에서 Zt는다음과같이추정된다.

τt =


ω

ω + (1− ω)(1 + aλct)
−

λ
1−c
t
a

, if Xt = 0,

0, if Xt = 1, 2, . . . .
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Figure 4.1. Count time series plot.
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Figure 4.2. Autocorrelation function (ACF).

M단계에서는 앞의 모형에서와 동일한 과정을 거치며, 선택된 a값에 대하여 E단계와 M단계를 거쳐

Θ̂(a)의 MLE를구할수있다. 추정된모수를이용하여 a에대한 profile likelihood인 l(Θ̂(a), a)를최대

로만들어주는 â을구할수있다. 다음절의사례분석에서는 c = 0인 ZINB1 모형과 c = 1인 ZINB2 모

형에대해각각모수를추정하였다.

4. 사례분석

본 절에서는 2002년 1월부터 2013년 1월까지 보건복지부에 보고된 법정감염병발생보고 자료 중 콜레

라 자료에 앞에서 소개한 모형들을 적합해 보았다. 이 자료는 매월 보고된 발생환자 수에 대한 기록으

로 12년간 총 144개의 관측 값들로 구성된 계수 시계열 자료이다. Figure 4.1은 144개 자료에 대한 시

도표이다. 시도표를 보면 관측된 0의 값이 많음을 알 수 있으며, 극단적으로 큰 값이 존재하기도 한다.

이 자료의 ZI index는 0.7004로 0보다 크므로 영-과잉 자료로 볼 수 있다. Figure 4.2와 Figure 4.3은

각각 자기상관함수(ACF)와 부분자기상관함수(PACF)에 대한 그래프이다. 자료의 평균과 분산은 각
각 0.4306과 1.0161로 분산이 평균보다 크므로 과산포(over-dispersion)가 의심된다. 자료에 Poisson

INARCH(1), NBINARCH(1), ZIP-INARCH(1), ZINB1-INARCH(1), ZINB2-INARCH(1) 모형을

적합시킨결과는 Table 4.1과같다. ZIP-INARCH(1), ZINB1-INARCH(1), ZINB2-INARCH(1) 모형

의모수추정과정에서 w의초기값은 0.5로하였고, 각모수의초기값은 CLS 추정량을이용하였다. a값

의 초기값은 0.1로 주었다. 그 후 추정과정이 반복될 때마다 전단계의 a값을 초기값으로 사용하였으며,
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Figure 4.3. Partial autocorrelation function (PACF).

Table 4.1. Parameter estimates for INARCH(1), NBINARCH(1), ZIP-INARCH(1), ZINB-INARCH(1)

Model ω̂ α̂0 α̂1 â AIC BIC

Poisson 0.2413 0.4513 251.5690 257.4807

NB1 0.2851 0.3475 0.8059 235.3042 244.1717

NB2 0.2313 0.5401 0.9990 232.4747 241.3422

ZIP 0.4847 0.5169 0.5969 245.6278 254.4953

ZINB1 0.1183 0.3207 0.3886 0.7270 237.7142 249.5376

ZINB2 0.1842 0.2828 0.6579 0.9990 234.3636 246.1869

AIC값과 BIC값을비교하여이전단계에서변화가없는경우과정을중지하였다.

모형을 적합 시킨 결과를 보면 AIC와 BIC값을 비교해보았을 때 조건부 분포로 포아송분포를 사용한
Poisson INARCH(1) 모형보다는 ZIP-INARCH(1) 모형이, 음이항분포를 사용한 NBINARCH(1) 모

형보다 영-과잉 음이항분포를 사용한 ZINB1-INARCH(1), ZINB2-INARCH(1) 모형이 더 작은 값을

갖는 것을 알 수 있다. 영-과잉 음이항분포에서 값이 0으로 수렴할 때 영-과잉 포아송분포에 가까워

진다는 점을 고려하면 ZIP-INARCH(1), ZINB1-INARCH(1), ZINB2-INARCH(1) 세 모형은 내포

된(nested) 모형이므로 AIC, BIC값을이용하여비교가능하다. 세모형의 AIC, BIC값을보면 ZINB2-

INARCH(1) 모형이 가장 우수함을 알 수 있다. 조건부 분포로 영-과잉 포아송분포보다는 영-과잉 음이

항분포를이용한모형이상대적으로설명력이높음을알수있으며이는자료에극단적인관측값이존재
하기때문인것으로생각된다.

또한 ZIP-INARCH(1) 모형이 INARCH(1) 모형보다 적합한지 가능도비 검정(likelihood ratio statis-

tic)을통해확인해볼수있다. 귀무가설은 H0 : ω = 0으로두고, 다음과같은통계량을이용한다.

LRT = −2 [logL(θ∗)− logL(θ∗∗)] ,

여기서 logL(θ∗)는 귀무가설 하에서 구한 로그가능도함수이고, logL(θ∗∗)는 대립가설 하에서 구한 로
그가능도함수이다. 귀무가설 하에서 LRT값은 근사적으로 상수 0과 χ2(1)분포의 50 : 50 mixture 분포

를 따르는 것으로 생각할 수 있으며, 이러한 분포에서 상위 α만큼의 확률을 주는 값은 χ2(1)에서 상

위 2α만큼의 확률을 주는 값으로 생각할 수 있다 (Self와 Liang, 1987). 계산된 LRT값은 7.9409로

χ2
0.98(1) = 5.4119와비교해봤을때유의함을알수있으며, 콜레라자료에영-과잉현상이있다는것또

한확인할수있다.
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영-과잉(zero-inflation) 현상은 최근 계수(count) 시계열 분석의 주요토픽으로 다루어지고 있다. 본 논문에서는 영-
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조건부 포아송 및 조건부 음이항 분포를 사용하여 변동성에 영-과잉 현상을 추가하였다. 모수 추정 방법으로 EM알
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