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Ⅰ. 서 론

17세기 말부터 힘이나 속도와 같이 크기와 방

향을 갖는 대상을 벡터 개념으로 정립하기 시작

하였고, 18세기부터 많은 수학자들은 벡터 사이

의 연산을 탐구하기 시작하였다. 예를 들면, 두 

벡터의 합은 두 벡터를 변으로 하는 평행사변형

의 네 번째 꼭짓점으로 표현된다는 평행사변형 

법칙을 통해 정의될 수 있다(이희정, 신경희,

2013). 그러나 두 벡터의 곱―즉, 서로 방향이 다

른 두 선분의 곱―을 정의하는 것은 쉬운 일이 

아니었다. 실제로 평면에서 두 유향선분의 합과 

곱의 정의를 확립하는 과정은 궤변적인 대상으

로 인식되어 오던 허수를 수학적인 대상으로 받

아들이는 계기를 제공하였다(이동환, 2012). 이와 

같이 19세기 중반에 이루어진 벡터 해석학의 발

달은 수학을 비롯하여 물리학, 공학, 천문학 등 

다양한 학분 분야의 혁명적인 진보를 이끌어내

었다(Crowe, 1967). 벡터 및 벡터의 연산 개념의 

발달로 인해 평면이나 공간, 나아가 4차원 이상

의 대상을 수학적 대상으로 간주하여 계산을 수

행할 수 있게 되었고, 그 결과 공간에서의 운동

이나 복잡한 현상을 수학적으로 이해할 수 있게 

된 것이다.

벡터를 다루는 방식은 크게 세 가지로 구분할 

수 있다(Sierpinska, 2002). 첫째, 벡터를 유향선분

으로 표현하는 기하학적 접근이다. 둘째, 유향선

분을 좌표평면에 나타내고, 위치벡터를 사용하여 

성분으로 표현하는 산술적 접근 방법이다. 마지

막으로 체 에 대하여 특정한 대수적 성질을 만

족시키는 집합 를 벡터공간으로 정의하고, 집

합 의 원소를 벡터로 정의하는 추상적이고 구

조적인 공리체계를 따르는 접근 방법이다. 두 번

째와 세 번째는 각각 산술적 관점과 구조적 관

점으로 구분되지만, 모두 대수적 접근으로 포괄

할 수 있다(Sierpinska, 2002).

Harel(1990)과 Sierpinska(2002)는 학생들이 벡터 
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개념을 이해하기 위해서는 기하학적 사고에서 

시작하여 분석-산술적 사고를 거쳐, 분석-구조적 

사고로 진행할 수 있도록 점진적 추상화 방식을 

따르는 교수 계열을 구성할 것을 강조하였다. 우

리나라의 고등학교 수학과 교육과정(교육과학기

술부, 2011)을 반영한 교과서에서는 벡터 개념을 

도입하고 벡터의 연산을 정의하는 과정에서 유

향선분을 사용한 기하학적 접근을 취하고 있으

며, 그 이후에 유향선분을 위치벡터로 변환하여 

좌표의 성분을 이용하여 나타내는 방법을 소개

하며 대수적 정의로 확장해나가는 접근을 따르

고 있다(이준열 외 9인, 2014; 황선욱 외 10인,

2014). Sierpinska(2002)의 관점에서 본다면, 기하

학적 대상으로서 유향선분을 사용하여 벡터의 

개념을 도입하고, 이를 좌표평면이나 좌표공간에

서 위치벡터로 변환하여 다루는 방식은 자연스

러운 구성이라고 할 수 있다. 그러나 두 유향선

분의 곱에 해당하는 두 벡터의 내적과 외적의 

정의를 기하학적 관점에서 도입하고, 그것을 성

분으로 변환함으로써 대수적인 정의를 유도하는 

접근 방식은 벡터의 내적과 외적의 대수적 표현

이 갖는 본질을 이해하는 데에 어려움을 준다.

또한 기하학적 접근에 따라 벡터의 내적과 외적

을 분리하여 다루는 것은 이 두 곱이 서로 관련

이 없는 것으로 인식하게 만든다.

벡터 지도에 관한 연구에서는 대수적 접근과 

기하학적 접근 중 하나에 초점을 두거나 이 둘

의 자연스러운 연결을 강조한다(이지현, 홍갑주,

2008; 이윤수, 2009; Sierpinska, 2002). 그러나 벡

터의 연산, 특히 벡터의 내적과 외적에 대하여 

대수적 관점과 기하학적 관점을 연결하기 위한 

방안에 대한 연구는 부족하다. 이를 위해서는 벡

터의 내적과 외적의 정의에 대한 역사를 살펴 

볼 필요가 있다. 즉, 벡터의 내적과 외적이 역사

적으로 어떻게 확립되어 왔으며, 그것을 현재 다

루어지고 있는 방식과 어떻게 연결할 수 있는지 

연구할 필요가 있다.

벡터 및 벡터의 연산의 역사적 발달 과정을 

분석하는 것과 같이, 특정한 수학적 주제에 대한 

역사적 발달 과정을 파악하고 그 흐름을 이해하

는 것은 실제로 다루어지는 내용을 보다 잘 이

해하는 데에 도움이 된다(우정호 외 5인, 2006).

특히 어떤 수학적 개념과 관련된 기호 및 그 개

념 자체의 발생과 변화 과정을 파악하는 것은 

단순히 해당 개념 뿐 아니라 일반적인 수학적 

지식의 발달 과정을 이해하는 데에도 도움이 된

다(이동환, 2012). 또한 정연준(2011)에 따르면,

특정한 수학적 계산 방법에 대한 역사적 분석은 

그 내용을 잘 이해하는 데에 도움을 줄 뿐 아니

라, 그 내용과 관련되어 학교수학에서 제시되고 

있는 지식들을 수학적 사고의 형성이라는 관점

에서 재해석할 수 있는 틀을 이끌어낼 수 있다

(p. 268).

본 논문에서는 이러한 관점에서 평면과 공간

에서 두 유향선분의 곱의 정의에 대한 역사적 

발달 과정을 분석한다. 즉 역사적으로 벡터의 곱

을 정의하는 과정에서 발달한 복소수와 사원수

의 곱의 대수적 정의에 내재된 기하학적 의미를 

구체화한다. 이를 토대로 벡터의 내적과 외적을 

연결하는 방안을 도출함으로써, 이 두 곱을 분리

하여 다루고 있는 현재의 교육과정에 대해 반성

적으로 검토할 필요가 있다는 시사점을 제시하

고자 한다.

Ⅱ. 평면과 공간에서 유향선분의

곱에 대한 역사적 발달과정

1. 평면에서 두 유향선분의 곱과 복소수

의 승인

수학의 역사에서 음수나 무리수를 수학적인 
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대상으로 승인하는 과정이 쉽지 않았던 것과 마

찬가지로,  또는 허수단위 로 대표되는 

음수의 제곱근을 수학적인 대상으로 승인하기까

지는 상당한 시간과 노력이 필요했다(이동환,

2012; Crowe, 1967). 음수의 제곱근과 관련된 표

현 및 기호는 고대 그리스 시대에서부터 언급되

기 시작하였으며, 16세기에는 이탈리아의 수학자 

Cardano에 의해 구체적인 계산에서 사용된 흔적

이 발견되었다(Boyer & Merzbach, 2000; Cardano,

1993). Cardano는 합이 10이고 곱이 40이 되는 

두 수를 구하는 풀이과정에서, 실근을 가지는 이

차방정식의 두 근을 구하는 절차와 동일한 계산 

방법을 적용하여   와     로 표

현되는 수를 언급하였다. 물론 그는 이러한 수를 

“쓸모없을 뿐만 아니라 이해하기도 어렵다”라고 

거부하며 수학적 대상으로 간주하지는 않았다

(Boyer & Merzbach, 2000). 그러나 연속성의 원

리에 입각하여 궤변적인 수인   에 실수의 

연산 규칙을 그대로 적용하였던 것이다(이동환,

2012). 이와 같이 방정식의 계산 과정에서 음수

의 제곱근이 사용되었음에도 불구하고 19세기까

지 많은 수학자들은 0보다 크지도 않고 작지도 

않으며, 그렇다고 0도 아닌 수를 수학적인 대상

으로 인정하길 거부하였다. 1831년 Gauss가 복소

수의 기하학적 표현을 제시하면서부터 비로소 

널리 인정받게 된 것이다(Crowe, 1967).

물론 복소수의 기하학적 표현을 Gauss가 처음 

만든 것은 아니다. 물리학에서 유향선분으로 크

기와 방향을 갖는 양을 표현하는 방법이 발달하

기 시작하여 평행사변형 법칙으로 두 벡터의 합

을 설명하는 방식이 17세기 말에 정립되었고, 18

세기 후반부터는 일부 수학자들에 의해 복소수

의 기하학적 표현과 벡터를 결부시키려는 노력

이 시작하였다(이희정, 신경희, 2013). 예를 들어 

1797년 Wessel은 길이와 방향을 대수적으로 표

현하고, 이들 사이의 합과 곱을 계산하는 방법에 

대해 언급하고 있다.

이것은 다음 질문을 다루려는 시도이다: 어떻게 

방향을 해석적으로 표현할 것인가? 즉 수직인 직

선을 어떻게 표현할 것인가? 하나의 등식에서 알

려진 직선과 알려지지 않은 직선의 길이와 방향

을 모두 표현할 수 있는가? (Wessel;

Crowe(1967), p. 6에서 재인용)

음수의 제곱근이 나타나기 전까지 다루어 왔

던 수학적인 대상인 실수는 그 초점이 크기였다.

즉 크기를 수로 나타내고 그 결과에 대한 대소 

관계를 비교할 수 있어야만 했다. 이에 반해 

Wessel은 크기와 함께 방향까지 수학적인 대상

으로 간주하고 이를 표현하기 위해 노력한 것이

다. 크기와 방향을 모두 나타내기 위해서는 평면

이라는 기하학적 대상을 활용할 필요가 있었으

며, 평면 위의 모든 방향을 나타낼 수 있는 수로

서 복소수를 수학적 대상으로 받아들인 것이다.

Wessel은 평면상에서 한 벡터의 끝점에 다른 벡

터의 시작점을 일치시킴으로서 오늘날 평행사변

형 법칙이라고 부르는 방식으로 두 벡터의 합을 

정의하였으며, 평면에서 두 유향선분의 곱을 정

의하기 위하여 다음과 같은 설명을 제시하였다.

을 양의 실수 방향의 단위 선분, 을 양의 

실수방향에 수직이면서 같은 시점을 가지는 단

위 선분이라고 하자: 그러면 의 방향각은 

,  의 방향각은 이고, 의 방향각

은 ,  의 방향각은  또는 가 

될 것이다. 곱의 방향각이 각 성분의 방향각의 

합이라는 규칙에 의해 우리는 다음 결과를 얻을 

수 있다.

  ,   ,   ,

  ,   ,    ,

   ,  ,     ,

    

이로부터 은  과 같음을 알 수 있다; 그
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리고 이 곱셈의 다양한 결과는 상식적인 연산의 

규칙도 위반하지 않고 결정된다는 것을 알 수 

있다. (Wessel; Crowe(1967), p. 7에서 재인용)

위 인용문에서 Wessel은 평면을 생성하는 수

직인 두 방향의 단위 벡터를 과 로 명명

하고, 이를 각각 양의 실수 방향과 양의 실수에 

수직인 방향으로 정의하고 있다. 또한 평면에서 

두 유향선분의 곱이 각 선분의 길이의 곱과 방

향각의 합으로 생성되는 유향선분이 됨을 언급

하고 있다.

두 유향선분의 곱에 대한 Wessel의 정의를 현

대적인 기호로 다음과 같이 해석할 수 있다. 즉 

평면의 두 유향선분을 복소수 과 로 간주하

고, 이를 그 크기와 방향을 이용하여 다음과 같

이 극형식으로 나타낼 수 있다.

  cos sin  
 ,

  cos sin  


이제 두 유향선분의 곱은 두 복소수 과 

의 곱으로 생각할 수 있으며, 그 결과는 다음과 

같다.

 ×   
  × 

   
  

이는 복소평면에서 복소수의 절댓값과 편각을 

이용하여 두 복소수의 곱을 기하학적으로 설명

하는 것과 일치한다.

한편, Wessel은 임의의 복소수를 양의 실수 방

향과 그에 수직인 방향의 단위 벡터로 분해할 

수 있다는 점에 착안하여, 단위벡터 ,  ,

 ,   사이의 곱을 정의하는 규칙을 제시함으

로써, 임의의 두 복소수의 곱을 대수적으로 정의

할 수 있는 기반을 제공하였다. 특히 앞의 인용

문에서 제시한 규칙을 따르는 계산 방식이 상식

적인 연산 규칙을 위반하지 않는다는 Wessel의 

언급을 통해, 평면에서 두 유향선분을 표상으로 

갖는 대수적 대상들 사이의 곱을 정의함에 있어

서 기존의 대수적 대상인 실수에서의 연산 규칙

이 중요하게 고려되고 있음을 확인할 수 있다.

2. 공간에서 두 유향선분의 곱과 사원수

의 출현

평면의 유향선분이라는 복소수의 기하학적 표

상을 갖게 되면서 19세기 초반 수학자들은 삼차

원 공간의 유향선분을 기하학적 표상으로 갖는 

대수적 대상을 찾는 데 관심을 갖게 된다(Cajori,

1928). 복소수의 승인 과정에서 중요하게 고려되

었던 연속성의 원리―‘특정 경우나 대상에서 성

립하는 성질이 그와 비슷해 보이는 다른 경우나 

대상에서도 성립한다는 주장’(이동환, 2014: 68)

―에 입각하여 Wessel은 평면에서의 아이디어를 

공간으로 확장하려고 시도하였다. 즉, 양의 실수 

방향과 그에 수직인 방향의 단위벡터로 평면을 

생성하였던 아이디어를 확장하여, 그 두 벡터에 

동시에 수직인 방향의 단위벡터를 공간에 추가

함으로써 삼차원 공간의 유향선분을 대수적으로 

표현할 수 있다고 생각하였다. 그 결과 반지름이 

인 구의 중심을 시점으로 하는 서로 수직인 세 

방향의 단위벡터를 각각   로 표현하고1),

공간상의 임의의 점을 삼원수   로 나

타내었다(Crowe, 1967). 이렇게 표현된 삼원수의 

합은 연속성의 원리를 따르며 기하학적으로 평

행사변형 법칙을 만족하고, 대수적으로도 대응하

1) 원문에서는 구의 반지름을 로 제시하고, 서로 수직인 세 방향의 벡터를 각각  ,  , 로 나타내었으나 

가독성을 위해 본 논문에서는 반지름이 1인 구로 바꾸어 표현하였다. 여기서 과 는 각각   

  을 만족한다.



- 181 -

는 두 벡터의 성분의 합으로 자연스럽게 확장되

었다. 그러나 삼원수의 곱은 연속성의 원리를 만

족하면서 정의되기 어려웠다. Wessel은 평면에서 

두 유향선분의 크기의 곱과 방향각의 합으로 곱

을 정의했던 것에 착안하여, 삼원수의 곱을 정의

하려고 시도하였다. 그는 두 삼원수 과 의 

곱  × 을 에 수직인 방향2)을 회전축으로 

하여 의 방향각만큼 을 회전하고, 과 

의 크기를 곱하여 얻어지는 유향선분으로 결정

하는 방법을 제시하였다(Crowe, 1967).

Wessel이 제시한 방법에 따라 두 삼원수 

    과   cos sin의 곱 

 × 을 실수 및 평면벡터를 곱하는 과정에서 

성립하였던 분배법칙을 적용하여 전개하면 다음

과 같다.

 ×      × cos sin

  × cos sin
 × cos sin
 × cos sin

Wessel은   cos sin에 수직인 방

향을 로 간주하였다(각주2) 참고). 특히 위 식

에서 는 와 같은 축 상에 있으므로 를 회

전축으로 방향각 만큼 회전시켜도 변화가 없

다. 따라서   라는 규칙과 교환법칙을 적용

하면,  × 는 다음과 같이 정리된다.

 × 

 cos  sin  sin  cos

에   cos sin를 곱하는 것은 

위와 같은 방식으로 에 수직인 방향인 을 

회전축으로 의 방향각 만큼 회전하는 것으

로 설명할 수 있다. 그러나 이러한 방법으로는 

에   cos sin을 곱하는 것―즉,

실수 방향을 축으로 회전하는 것―을 설명할 수 

없다.

Wessel이 고안한 방법을 임의의 두 삼원수의 

곱에 적용하기 위해서는 와 의 곱인 과 

을 정의해야 한다. 이 때, 과 을 같다고 정

의하면 모순이 발생한다. 따라서 공간에서 두 유

향선분의 곱을 잘 정의하기 위해서는 실수 혹은 

평면의 유향선분 사이의 곱에서 유지되어 오던 

교환법칙이라는 상식적인 규칙을 포기해야 한다.

결국 복소수를 나타내는 평면에 수직인 방향의 

단위벡터를 추가하고, 연속성의 원리에 입각하여 

평면에서 공간으로 확장된 두 유향선분의 곱을 

정의하려는 Wessel의 시도는 실패에 봉착하였다.

Wessel의 실패에도 불구하고 복소수의 곱셈 

규칙을 확장하여 공간에서의 두 유향선분의 곱

을 정의하려는 수학자들의 노력은 지속적으로 

이어졌고, 이는 Hamilton이 사원수를 발견할 수 

있는 토대를 확립해 주었다(Crowe, 1967).

Hamilton은 Wessel의 아이디어와 마찬가지로, 공

간에서 서로 수직인 세 방향의 단위 벡터를 

 i j 로 간주하고 삼원수를 사용하여 삼차원 

공간의 대수화를 시도하였지만, 삼원수의 곱을 

제대로 설명할 수 없었다(Boyer & Merzbach,

2000; Cajori, 1929; Crowe, 1967).

이상에서 살펴본 바와 같이 공간에서 두 유향

선분의 곱을 정의하려는 Wessel과 Hamilton의 초

기의 시도를 통해, 복소수의 승인을 가져왔던 평

면벡터를 곱하는 방식이 공간벡터의 곱을 정의

하는 데에 장애가 되고 있다는 것을 확인할 수 

2) 는 공간의 유향선분이므로 에 수직인 방향은 공간에서 를 법선벡터로 갖는 평면과 나란한 모든 

방향이 될 수 있다. 그러나 Wessel은 가  (단, 는 실수)인 경우, 가 과 에 의해 생성되는 

평면상에 있는 것으로 간주하여, 에 수직인 방향을 과 에 모두 수직인 방향이라고 생각한 것으로 

보인다.
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있다. 이는 Bachelard가 언급한 ‘인식론적 장애’

(이종희, 1999: 134-135)가 벡터의 곱을 정의하는 

수학의 역사에서도 나타나고 있음을 보여준다.

한편, Hamilton은 공간에서 두 유향선분의 곱

을 정의하기 위한 지속적인 노력 끝에, 1853년 

독창적인 아이디어를 제시하였다. 삼원수 대신 

사원수를 사용하여 공간을 표현하고, 교환법칙을 

버린다면 공간의 유향선분의 곱을 정의할 수 있

다고 생각한 것이다(Boyer & Merzbach, 2000).

즉, 삼차원 공간에서 서로 수직인 세 방향의 단

위벡터를 각각 허수를 의미하는 i j  k 로 표현

하고, 이들을 곱하는 규칙을 다음과 같이 제시하

였다(Boyer & Merzbach, 2000; Crowe, 1967).

i  j  k  ijk   

ij   ji  k , jk   kj  i , ki   ik  j

Hamilton이 제시한 연산 규칙의 특징은 다음과 

같다. 먼저 평면에서 실수에 수직인 방향의 단위

벡터 로 표상되는 허수단위의 성질인   

이 공간에서 서로 수직인 세 단위벡터 i j  k

에 적용되고 있다는 점이다. Boyer &

Merzbach(2000)은 i  j  k   이라는 규

칙은 그 당시 너무나 분명하게 받아들이고 있었

던 규칙이라고 언급하였다. 이러한 사실은 공간

에서 유향선분의 곱을 정의하려는 Hamilton의 시

도가 복소수를 사용하여 평면을 대수화하였던 

Wessel의 아이디어에 기반하고 있는 것으로 연

속성의 원리가 작동하고 있음을 보여준다.

다음으로 i j  k 중 서로 수직인 방향의 두 

단위벡터 사이의 곱에서 교환법칙이 성립하지 

않는다는 것이다. 이는 실수 및 평면벡터에서의 

곱을 정의할 때는 생각할 수 없었던 것으로 기

존의 연산 규칙을 위반하는 중요한 변화이다. 즉 

공간벡터를 대수적 대상으로 승인하기 위해서 

상식으로 간주되었던 곱셈에 관한 교환법칙을 

포기해야만 했던 것이다. 이러한 사실로부터 기

존의 연산 규칙을 그대로 적용하는 연속성의 원

리만으로는 새로운 수학적 대상을 적절히 설명

하기 어려우며, 기존의 규칙에서 벗어나는 독창

적인 시각이 요구된다는 점도 확인할 수 있다.

Boyer & Merzbach(2000)은 Hamilton이 곱셈의 교

환법칙이라는 공준을 버림으로써, 이른바 기본 

법칙에 의해 주어지는 제약을 만족시킬 필요가 

없는 대수학을 확립하는 엄청난 자유를 수학자

들이 누릴 수 있도록 공헌하였다고 언급하였다

(pp. 947-948).

Hamilton이 고안한 사원수는 실수와 i j  k 를 

사용하여    i j k의 꼴로 표현된다.

한편, 3차원 공간의 유향선분을 사원수로 나타내

면   i j k의 꼴, 즉 실수부분이 0인 사

원수이다. i j  k 사이의 곱셈 규칙에 따라 3차

원 공간의 유향선분을 나타내는 두 사원수  

  i j k과   i j  k의 곱

을 계산하면 실수부분이 0이 아닌 일반적인 

사원수가 된다. 즉 아래에서 살펴보는 바와 같이 

3차원 공간의 두 유향선분의 곱인 가 3차원

을 벗어나 4차원으로 표현된다.

i j ki j k

 i  ij  ik 

j i  j   jk 

ki  kj  k 


   



   


  



i   j    k  

Hamilton은 위의 계산 결과에서 


과 


을 

각각 의 실수부분과 벡터부분이라고 언급하

였지만, 이 둘을 서로 다른 종류의 곱으로 간주

하지는 않았다. 이와 달리 Grassmann은 


과 


을 각각 “내적(internal product)”과 “외적
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(external product)”이라는 서로 다른 종류의 곱으

로 구분하였다(Boyer & Merzbach, 2000). 사원수

의 곱으로 나타나는 실수부분과 벡터부분을 서

로 다른 곱으로 구분하는 Grassmann의 시도는 3

차원 공간 내에서 두 벡터의 곱을 설명하려는 

의도로 보인다. 또한 Grassmann은 공간에서 서로 

수직인 단위벡터를 i j  k 대신에   와 

같이 숫자가 포함된 첨자로 표현함으로써 벡터

공간을 일반적인 차원으로 확장할 수 있게 하

였다(이희정, 신경희, 2013; Boyer & Merzbach,

2000). 한편, Gibbs는 Hamilton과 Grassmann의 표

기 및 아이디어를 결합하여 삼차원 공간의 두 

벡터   i j k과   i j k에 

대한 내적과 외적을 각각 기호 “⋅”과 ×“을 사

용하여 ⋅과  × 로 표기하고 다음과 같

이 정의하였다(Cajori, 1929).

⋅    

 ×   i  

j  

k  

Gibbs가 제시한 위의 정의는 현대 수학에서 

사용하는 벡터의 내적과 외적의 정의와 동일하

다.

이상에서 살펴본 바와 같이 3차원 공간에서 

두 벡터의 내적과 외적은 Hamilton에 의해 제시

된 사원수의 곱의 실수부분과 벡터부분에서 비

롯된 결과로서 서로 무관하지 않음을 확인할 수 

있다. 특히 벡터의 내적은 서로 같은 방향의 선

분들을 곱한 결과로 Hamilton이 제시한 규칙 중 

i  j  k   이라는 사실에 의해 결정되

며, 벡터의 외적은 서로 수직인 방향의 선분들을 

곱한 결과로 ij  ji  k , jk  kj  i ,

ki  ik  j라는 규칙에 의해 결정된다.

Ⅲ. 벡터의 내적과 외적의 연결

1. 현대 교과서에서 벡터의 내적과 외적

의 전개방식

우리나라의 고등학교 교과서에서는 일(work)의 

양을 구하는 상황에서 벡터의 내적 개념을 도입

하고 있다. 실제로 물리학에서 일은 물체의 이동

방향으로 작용한 힘의 크기에 실제로 물체가 이

동한 거리의 곱으로 정의된다.

[그림 Ⅲ-1] 벡터의 내적 

따라서 [그림 Ⅲ-1]에서와 같이 점 O에 있던 

물체에 OA의 힘을 가한 결과 물체가 B로 이동

하였다면, 이 때 작용한 일은 두 벡터 OB와 

OH의 크기의 곱과 같다. 따라서 영벡터가 아닌 

두 벡터 와 가 이루는 각의 크기를 라고 할 

때, 두 벡터의 내적의 정의는 다음과 같다(이준

열 외 9인, 2014; 황선욱 외 10인, 2014).

⋅ cos

우리나라의 교육과정에서는 이러한 기하학적 

정의를 토대로 와 의 위치벡터의 각 성분을 

사용하여 벡터의 내적의 대수적 정의를 유도하

고 있다(이준열 외 9인, 2014; 황선욱 외 10인,

2014).

평면의 두 벡터   ,   에 대하



- 184 -

여 ⋅   .

공간의 두 벡터  



,  




에 

대하여 ⋅    .

한편, 벡터의 외적은 3차원 공간에서만 정의되

는 연산으로, 두 벡터 와 의 외적(×  )이란 

두 벡터 와 가 만드는 평행사변형의 넓이를 

성분으로 하고, 그 평행사변형이 포함된 면에 수

직―즉, 와 에 동시에 수직―인 방향 중에서 

오른 나사의 법칙에 따라 정해지는 방향을 갖는 

벡터로 정의된다(Thomas at el., 2010).

[그림 Ⅲ-2] 벡터의 외적

[그림 Ⅲ-2]에서와 같이 두 벡터 와 가 만

드는 평행사변형의 넓이는 sin이므로, 오

른 나사의 법칙에 따라 와 에 동시에 수직인 

방향을 이라 하면, 두 벡터의 외적은 다음과 

같이 기호로 나타낼 수 있다.

×  sin

이러한 정의에 따라 와 에 동시에 수직인 

벡터의 방향 을 구하면, 수직인 두 벡터의 내

적은 0이므로 ⋅ 와 ⋅ 을 이용하여 

다음이 성립함을 알 수 있다.

        

       

이때 × 의 값이 sin임을 이용하면,

두 벡터의 외적에 대한 기하학적 정의를 다음과 

같이 대수적 정의로 변형할 수 있다.

×          

이상에서 살펴 본 교과서의 전개 방식에 따르

면, 두 벡터의 내적과 외적의 대수적 정의는 그 

자체로 정의라기보다는 내적과 외적의 기하학적 

정의를 기반으로 유도해 낸 정리와 같은 성격을 

갖고 있다. 따라서 벡터의 내적과 외적의 대수적 

정의가 어떤 의미를 갖는지, 그리고 두 벡터의 

곱을 왜 그러한 방식으로 정의했는지에 대해 이

해하기 어렵다. 나아가 기하학적 관점으로 두 벡

터의 내적과 외적을 정의하는 것은 이 두 곱셈 

방법이 서로 어떤 연관이 있는지 파악하기 어렵

게 만들고 있다.

2. 벡터의 내적과 외적을 연결한 전개방식

Hamilton이 고안한 사원수의 곱의 실수부분과 

벡터부분이 각각 벡터의 내적과 외적으로 발달

하였다는 사실로부터 3차원 공간에서 두 벡터의 

내적과 외적을 서로 연결하여 다룰 수 있는 한 

가지 방안을 도출할 수 있다. 즉, 방향이 다른 

두 벡터 와 에 대하여 내적 ⋅와 외적 

× 는 다음과 같이 서로 연결하여 다룰 수 있

다.

먼저 와 가 만드는 평면에서 를 서로 수

직인 두 방향의 벡터로 분해한다. 이 중 한 방향

을 와 같은 방향으로 정하면, 는 방향으로 

정사영하여 얻은 벡터(
)와 에 수직인 
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벡터( 
)로 다음과 같이 분해된다.


   와 방향이 같은 벡터


 

   와 수직인 벡터
 



이제 두 벡터 와 의 곱은 서로 방향이 같

은 벡터의 곱과 서로 수직인 벡터의 곱으로 분

해할 수 있다. 이를 식으로 나타내면 다음과 같

다3).


   같은 방향의 곱


 

   수직인 방향의 곱
 



위의 식에서 서로 방향이 같은 벡터의 곱으로 

표현된 
은 두 벡터 와 의 내적 

⋅이며, 서로 수직인 벡터의 곱으로 표현된 


은 두 벡터 와 의 외적 

× 이다. 이 과정을 기하학적으로 나타내면 

[그림 Ⅲ-3]과 같다.

[그림 Ⅲ-3] 벡터의 내적과 외적의 연결

[그림 Ⅲ-3]에서 두 벡터의 내적은 방향이 같

은 두 선분의 길이의 곱이므로, 그 결과는 실수

이다. 또한 두 벡터의 외적은 서로 수직인 방향

의 선분들 사이의 곱이므로, 수직인 두 선분을 

변으로 하는 직사각형의 넓이를 나타낸다. 이것

은 Hamilton이 공간에서 서로 수직인 단위 벡터

인 i j  k 들 사이의 곱을 두 수직인 방향이 만

드는 평면에 수직인 방향의 단위 벡터로 정의한 

것과 부합한다. 즉, i  j   k  은 방향이 

같은 두 벡터의 곱인 내적의 정의와 연결되며,

ij  k, j k  i , ki  j 는 서로 수직인 두 벡터의 

곱인 외적의 정의와 연결된다. 한편 실수배의 성

질에 따라 ij   ij k가 되는데, 이는 

서로 수직인 두 벡터 i와 j 의 크기와 각각 길

이가 같은 변을 갖는 직사각형의 넓이를 크기로 

갖고 방향이 k인 벡터가 된다는 외적의 기하학

적 의미를 내포하고 있다.

이와 같이 한 벡터를 다른 벡터에 나란한 방

향과 수직인 방향으로 분해하여 곱하는 것을 각

각 벡터의 내적과 외적으로 정의하는 방식은 사

원수의 곱의 실수부분과 벡터부분에서 벡터의 

내적과 외적이 비롯되었다는 것을 반영한다. 또

한 내적과 외적이 서로 무관한 곱이 아니며 공

간에서 두 벡터의 곱을 대수적으로 정의하는 역

사적인 과정과 관련지어 통합적으로 다룰 수 있

게 해 줌으로써 내적과 외적에 대한 이해를 풍

부히 하는데 도움이 될 수 있을 것이다.

Ⅳ. 결론 및 논의

평면에서 두 유향선분의 곱을 정의하는 과정

에서 오랜 기간 동안 수학적인 대상으로 받아들

여지지 못했던 복소수가 승인될 수 있었다. 이를 

기반으로 평면에서의 아이디어를 3차원 공간으

로 확장하여 두 유향선분의 곱을 정의하려는 노

력은 실패로 돌아갔다(Boyer & Merzbach, 2000).

그러나 그 과정에서 곱하는 순서를 바꾸면 부호

가 반대가 된다는 규칙을 고안하여 곱셈의 교환

3) 이 식에서 두 벡터를 곱하는 기호로 ‘*’를 사용하였다. 이는 벡터의 내적과 외적을 표현하는 기호 ‘⋅’과 

‘×’와의 혼동을 피하기 위함이다.
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법칙을 포기하는 독창적인 아이디어는 사원수의 

발견으로 이어졌다. 나아가 사원수의 곱셈은 벡

터의 내적과 외적이라는 개념의 기반을 제공하

였다. Boyer & Merzbach(2000)는 교환법칙이 성

립하지 않는 곱셈 규칙에 의해 창안된 사원수를 

평행선 공준을 버리고 일관된 체계를 확립한 비

유클리드 기하학의 탄생과 견주기도 하였다.

Hamilton의 아이디어는 이후 Grassmann에 의해 

계속적인 변화를 통해 새로운 대상으로 확장되

고 일반화되어 추상적이고 구조적인 벡터공간의 

일반화로 발전하였다(이희정, 신경희, 2013).

이처럼 평면과 공간에서 유향선분의 곱을 정

의하는 역사적 발달 과정은 연속성의 원리(이동

환, 2014)에 입각하여 기존의 연산 규칙을 새로

운 대상에 확장하여 적용하는 과정인 동시에, 기

존의 연산 규칙을 만족하지 않는 새로운 대상을 

위해 상식으로 간주되어 오던 규칙의 포기 및 

변형이라는 통념의 위반(이기돈, 최영기, 2014)을 

통해 혁명적인 변화를 불러 온 과정이었다.

우리나라의 교과서에서 벡터의 내적은 기하학

적 관점에 입각하여 정의된 후 위치벡터의 성분

을 이용하여 대수적인 표현을 유도하는 방식으

로 전개된다(이준열 외 9인, 2014; 황선욱 외 10

인, 2014). 이러한 전개 방식은 Sierpinska(2002)가 

제안한 벡터의 교수 계열을 잘 따르고 있는 것

으로 보인다. 그러나 기하학적 관점에 따른 정의

로부터 대수적 표현을 유도하는 방식은 내적의 

대수적 정의가 갖는 본질을 충분히 이해하기에

는 부족한 부분이 있다. 또한 벡터의 내적과 외

적의 기하학적 정의는 이 두 곱에 서로 다른 별

개의 곱으로 간주하게 만든다.

벡터의 내적과 외적이 처음부터 별개의 곱셈 

방법으로 고려되어 발전한 것이 아니며, 공간에

서 서로 수직인 세 단위벡터 i j  k 의 곱셈 규

칙에 따라 정의되는 사원수의 곱셈 계산 결과의 

실수부분과 벡터부분이라는 사실에 비추어볼 때,

현재의 지도 방식을 재고할 필요가 있다. 즉 벡

터의 내적과 외적을 서로 관련 지어 다룰 수 있

는 적절한 방안이 요구된다. 물론 벡터의 외적은 

다루지 않고 벡터의 내적만을 다루고 있는 현재 

우리나라의 고등학교 교육과정을 고려할 때, 내

적과 외적을 연결하여 학생들에게 제시하는 것

이 쉬운 일은 아닐 것이다. 그러나 학생들을 가

르치는 수학교사 혹은 대학에서 벡터의 내적과 

외적을 함께 배우는 예비 수학교사들에게 이 두 

곱을 통합적으로 제시하는 것은 ‘교수학적 내용

지식’(Schulman, 1986)의 강화라는 측면에서 중요

한 의의를 갖는다고 볼 수 있다.

본 연구에서는 벡터를 서로 직교하는 성분으

로 분해할 수 있다는 아이디어에 착안하여 같은 

방향의 두 벡터의 곱과 수직인 방향을 갖는 두 

벡터의 곱을 각각 내적과 외적으로 정의하는 방

식을 제안하였다. 이는 Brousseau(2005)가 수학 

교수학적 상황론에서 교수학의 본질로 강조한 

바와 같이, 무질서하고 정돈되지 않은 수학적 지

식의 발생과정을 논리적으로 구성하면서도 그것

을 쉽게 이해하고 사용할 수 있도록 재구성하려

는 노력이다. 이를 위해서는 수학적 개념의 역사

적 발생과정과 논리적 전개과정을 적절히 조화

시킬 필요가 있다. 물론 본 연구에서 제시한 방

법이 벡터의 내적과 외적을 지도하는 가장 효율

적인 방안이라고 보기는 어려울 것이다. 벡터의 

내적과 외적의 역사 발생적 분석 및 기하학적 

의미를 종합적으로 고려하여 보다 적절한 연결 

방안을 모색함으로서, 이 개념을 학습하는 과정

에서 보다 의미 있게 이해할 수 있는 데에 도움

이 되는 연구가 필요할 것으로 보인다. 본 논문

이 그러한 연구 흐름을 생성하는 데에 일조할 

수 있기를 기대한다.
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In this paper, I investigated the historical

development process for the product of two vectors

in the plane and space, and draw implications for

educational guidance to internal and external

product of vectors based on it. The results of the

historical analysis show that efforts to define the

product of the two line segments having different

direction in the plane justified the rules of complex

algebraic calculations with its length of the product

of their lengths and its direction of the sum of

their directions. Also, the efforts to define the

product of the two line segments having different

direction in three dimensional space led to the

introduction of quaternion. In addition, It is

founded that the inner product and outer product of

vectors was derived from the real part and vector

part of multiplication of two quaternions. Based on

these results, I claimed that we should review the

current deployment method of making inner

product and outer product as multiplications that

are not related to each other, and suggested one

approach for connecting the inner and outer

product.
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