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Abstract

We have experienced a substantial improvement in and cost-drop for genotyping that enables genetic epi-

demiological studies with large-scale genetic data. Genome-wide association studies have identified more

than ten thousand causal variants. Many statistical methods based on linear mixed models have been devel-

oped for various goals such as estimating heritability and identifying disease susceptibility locus. Empirical

results also repeatedly stress the importance of linear mixed models. Therefore, we review the statistical

methods related with to linear mixed models and illustrate the meaning of their estimates.
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1. 서론

다양한 질병의 유전적 원인을 규명하는 유전역학연구(genetic epidemiological studies)는 유전자 정

보없이 표현형(phenotype) 정보만을 활용하여 질병의 유전적 특성을 연구하는 질병기반 연구와, 표

지유전자(genetic marker)와 관심 표현형 사이의 상관성(correlation)을 도출하는 유전자기반 연구
로 구분할 수 있다. 표현형 기반 연구는 가족자료를 이용하며, 유전율(heritability) 및 유전분리

성(segregation) 분석과 같이 질병의 유전적 성향을 파악하는 연구로써 유전자기반 연구의 사전 연

구로 활용된다. 반면 유전자기반 연구는 가족자료 혹은 환자-대조(case-control) 자료를 이용하여 표지

유전자(genetic marker)와 질병간의 상관 여부를 분석하는 연구로써, 관련분석(association analysis)과

연관분석(linkage analysis) 등이 이에 해당한다. 관련분석(association analysis)은 주로 단일염기다형

성(single nucleotide polymorphism), 그리고연관분석(linkage analysis)은초위성체(microsatellite)가

표지 유전자(genetic marker)로 주로 이용된다. 단일염기다형성은 인간 유전체 상에 1Kb 간격으로 최

소 하나 이상으로 존재하므로 초위성체에 비해 질병의 원인 유전자 규명을 위한 표지 유전자로서 더욱
유용하다. 또한 최근 단일염기다형성을 사용한 전장유전체분석이 활발히 진행되고 있으므로, 본 논문에

서는단일염기다형성기반분석방법론을위주로논할것이다.

선형혼합모형은 유전역학연구의 분석 방법으로 가장 활발히 활용되고 있는 방법 가운데 하나이다. 예

를 들어 단일염기다형성을 활용한 전장유전체관련분석(genome-wide association studies)은 지난 십
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여 년간 가장 활발히 진행된 유전역학연구로써, 2005년 시력 감퇴와 연관된 H 보체 인자(complement

factor; Klein 등, 2005)의 원인유전자 규명에 처음 활용된 이후, 몸무게를 비롯한 650여개의 표현형에

대하여 14000여개의 원인유전자를 규명하였다 (Welter 등, 2014). 전장유전체관련분석은 백만여 개의
단일염기다형성들이 표현형에 미치는 영향을 분석한다. 그러나 일반적으로 단일염기다형성의 수가 샘
플의 크기보다 월등히 크기 때문에, 특정 단일염기다형성의 효과와 나머지 모든 단일염기다형성들의 효

과 총합을 각각 고정효과(fixed effect)와 랜덤효과(random effect)로 포함하는 선형혼합모형이 주로 활

용된다. 다유전자효과모형(polygenic effect model)에 따르면, 개별 유전자들의 표현형에 대한 효과가

작고 유전자간에 상호작용(interaction)이 없는 경우 다유전자효과(polygenic effect)는 정규분포를 따
른다고 알려져 있다 (George와 Mcculloch, 1993). 또한 멘델의 법칙에 의하여 가족구성원들 간의 표현
형은 서로 유사한 경향이 있다. 따라서 가족자료를 이용한 유전역학 분석도 전장유전체 자료분석과 마

찬가지로, 다유전자효과를 랜덤효과로 모형화하는 선형혼합모형을 주로 활용한다. 이처럼 선형혼합모

형은유전역학분석에서다방면에활용되고있다.

본 논문에서는 이처럼 유전역학분석에서 다양하게 활용되고 있는 선형혼합모형 관련 이론과 다양한 활
용 사례를 소개하고자 한다. 논문의 구성은 다음과 같다. 우선 유전역학연구에서 다양하게 활용되고 있
는 선형혼합모형을 제시한 후 표현형기반 연구로 다유전자효과 모형 및 가족자료를 활용한 유전율 추정
방법에 대하여 설명하였다. 또한 유전자기반 연구로써 독립자료 및 가족자료를 활용하는 전장유전체 분
석과 전장유전체 단일염기다형성들의 통합효과의 의미와 추정 알고리즘을 설명하였다. 각 단원에서는

활용된선형혼합모형과관련소프트웨어를소개하였다.

2. 가능도함수

2.1. 선형혼합모형

선형결합모형은 고정효과와 랜덤효과를 모두 포함하고 있는 모형으로, 보통 반복측정자료와 같이 반응

변수 사이에 상관성이 있는 자료 분석에 주로 활용된다. 유전역학분석은 많은 경우 개체 간의 상관성
이 존재하기 때문에 선형혼합모형이 광범위하게 사용되어 왔다. 현재까지 알려진 유전역학 선형혼합모

형 기반 자료 분석방법 중에 Zhou와 Stephen에 의하여 제안된 GEMMA (Zhou와 Stephens, 2012) 알

고리즘이 가장 빠른 방법이므로 이를 소개하고자 한다. 표현형(phenotype) 벡터 y, 단일염기다형성의

수를 M, 그리고 절편(intercept)과 환경변수가 P개 있다고 하자. 이 때, 설계행렬(design matrix)을

X라고 하면 y의 차원은 N×1, X는 절편, 환경변수 그리고 분석하고자 하는 한 개의 단일염기다형성으
로 이루어진 N×(P+1)이다. 유전적 요인에 대한 분산을 σ2

g, 환경적 요인에 의한 분산을 σ2라고 하자.

Iw는 w×w 정방행렬이라고정의하면, 일반적으로다음의선형혼합모형을고려한다:

y = Xβ + b+ ε, b ∼ MVN
(
0, σ2

gA
)
, ε ∼ MVN

(
0, σ2IN

)
, (2.1)

여기서 A는 사전에 모든 원소가 알려진 상수행렬로써, Kinship Coefficient(KC) 행렬, Identity-By-

Descent(IBS) 행렬혹은 Genetic Relationship(GR) 행렬등이사용될수있다. 각행렬은다음단원에

서자세히설명할것이다.

2.2. 최대가능도(Maximum likelihood) 추정량

λ = σ2
g/σ

2이고 H = λA+ I라고가정하면, 로그가능도함수는다음과같다 (Zhou와 Stephens, 2012):

logL
(
λ, σ2, β

)
= −N

2
log σ2 − N

2
log 2π − 1

2
log |H| − 1

2
σ−2(y−Xβ)tH−1(y−Xβ). (2.2)
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따라서 PX = H−1 − H−1X(XtH−1X)−1XtH−1이라고 하면 λ의 profile 가능도함수(profile likeli-

hood function), 점수함수(score function)와정보함수(information function)는다음과같다:

l(λ) = −N
2

log
N

2π
− N

2
log |H| − N

2
log
(
ytPXy

)
,

∂ logL

∂λ
= −1

2
tr
(
H−1A

)
+
N

2
· y

tPXΦPXy

ytPXy
,

∂2 logL

∂λ2
=

1

2
tr
(
H−1AH−1A

)
− N2

2
·
(
ytPXAPXAPXy

) (
ytPXy

)
−
(
ytPXAPXy

)2
(ytPXy)2

.

선형혼합모형에서 사용되는 A는 모든 단일염기다형성 자료에 동일하게 적용되므로 고유값 분해(eige-

nvalue decomposition)를활용하여계산량을줄일수있다. A가다음과같이표현된다고가정하자:

A = PDPt. (2.3)

위 식에서 D는 고유치가 크기순으로 정렬된 대각행렬이고, P와 Pt는 A의 고유벡터로 이루어진 행렬

로써, 전치행렬이다. 만약 y, X를 각각 yP = Pty, XP = PtX로 변환하고 정보함수를 이용하여 추정

된 λ의추정량을 λ̂이라고하면, (σ2, β)의추정식은 yP , XP를활용하여나타낼수있다:

σ̂2 =
1

N
yt
PP

tPXPyP , (2.4)

β̂ =

(
Xt

P

(
λ̂D+ IN

)−1

XP

)−1

Xt
P

(
λ̂D+ IN

)−1

yP .

따라서 선형혼합모형식 (2.1)의 모수 추정 알고리즘의 복잡도는 λ의 추정알고리즘에 영향을 받음

을 알 수 있다. λ를 추정하기 위한 다양한 알고리즘이 제안되어 왔다. 만약 M개의 서로 다른 단

일염기다형성 자료에 선형혼합모형식 (2.1)을 M번 적합해야하는 경우 GEMMA알고리즘 (Zhou와

Stephens, 2012)이, 그리고유전율의추정과같이선형혼합모형식 (2.1)을 1번만적합하는경우평균정
보(average information)를활용한방법 (Gilmour 등, 1995)의모수추정시간이가장빠르다고알려져

있다.

2.3. 제한최대가능도(Restricted Maximum Likelihood) 추정량

최대가능도 방법은 분산 모수 추정시 평균모수의 추정량을 활용하기 때문에 모수의 추정치가 가지고 있
는 편의가 커질 수 있다 (Smyth와 Verbyla, 1996). 따라서 선형혼합모형을 이용하는 경우 분산 모수는

제한가능도 방법을 이용하여 추정한다 (Corbeil와 Searle, 1976; Kenward와 Roger, 1997). 분산 모수

(σ2, λ) 추정을위한제한가능도함수는다음과같다:

logL
(
σ2, λ

)
= −N − P − 1

2
log σ2 − N − P − 1

2
log 2π − 1

2
log |H|

− 1

2σ2
ytPXy− 1

2
log
∣∣XtH−1X

∣∣ . (2.5)

σ2은 쉽게 추정이 가능하므로, λ의 추정을 위한 로그제한가능도함수를 구하고, 점수함수와 정보함수를

다음과같이구할수있다:

∂ logL

∂λ
= −1

2
tr(PXA) +

N − P − 1

2
· y

tPXAPXy

ytPXy
,

∂2 logL

∂λ2
=

1

2
tr(PXAPXA)−N−P−1

2
·
2
(
ytPXAPXAPXy

) (
ytPXy

)
−
(
ytPXAPXy

)2
(ytPXy)2

. (2.6)
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최대가능도방법과 마찬가지로 위 점수함수와 정보함수를 이용하여 추정된 λ의 추정량을 λ̂이라고 하면,

(σ2, β)의추정식은다음과같다:

σ̂2 =
1

N − P − 1
yt
P

(
PtPXP

)
yP , (2.7)

β̂ =

(
Xt

P

(
λ̂D+ IN

)−1

XP

)−1

Xt
P

(
λ̂D+ IN

)−1

yP .

3. 선형혼합모형의 활용

3.1. 표현형기반 연구

3.1.1. 다유전자효과(polygenic-effect) 모형 키, 몸무게를 비롯한 대부분의 표현형들의 경우 개

별 유전자들의 효과 크기는 미미하나, 다수의 원인 유전자들이 표현형에 영향을 미치고 있음이 알려져

있다. 다유전자효과모형이란 이처럼 개별 유전자의 효과크기는 작으나 다수의 유전자들이 표현형에 영

향을 미치는 경우를 가정한다. 다유전자효과모형에 따르면, 각 개체의 다유전자효과는 정규분포를 따
르며 멘델의 법칙에 의하여 가족 구성원들의 표현형은 유사한 경향이 있다. n개의 가족이 있고 i번째

가족의 구성원 수를 ni라고 하면, N =
∑
ni이라고 할 수 있다. 각 개체의 상동염색체는 한 쌍으로

이루어져 있으므로, i번째 가족의 j번째 구성원의 한 쌍의 염색체의 다유전자효과를 각각 gij1, gij2라

고 가정하자. 만약 E(gij1) = E(gij2) = 0, var(gij1) = var(gij2) = σ2
g이고 gij1, gij2가 같은 분포

를 따른다고 가정하자. 그리고 i번째 가족의 j번째 구성원의 총 다유전자효과를 gij라고 하고, 유전

자간(interlocus)에 상호작용은 존재하지 않는다고 가정하자. var(gij1) + var(gij2)은 다유전자가법효

과분산(polygenic additive effect variance)라고 하고 σ2
a으로 표기하자. 이는 유전자내(intralocus) 상

호작용이 존재하지 않는 경우 즉, gij = gij1 + gij2일 때 gij의 분산과 같다. 만약 유전자내 상호작

용이 존재하는 경우 var(gij)는 σ2
a보다 크며 그 차이를 σ2

d라고 하자. 이때 σ2
d는 다유전자우성효과분

산(polygenic dominant effect variance)라고 한다. 만약 유전자내 상호작용이 존재하지 않는다면, j,

j′의다유전자효과들의공분산은아래와같다 (Falconer, 1989):

cov (gij , gij′) = cov (gij1 + gij2, gij′1 + gij′2) = E (gij1gij′1 + gij1gij′2 + gij2gij′1 + gij2gij′2)

= P (gij1 = gij′1)var(gij1) + P (gij1 = gij′2)var(gij1)

+ P (gij2 = gij′1)var(gij2) + P (gij2 = gij′2)var(gij2)

= 2P (g1 = gij′1)(2var(gij1)) = 2P (g1 = gij′1)σ
2
a.

이때 P(gij1 = gij′1)은 i와 i′ 사이의 혈연계수(kinship coefficient)라고 하고, 앞으로 P(gij1=gij′1)는

πij,ij′으로 표기할 것이다. πij,ij′는 서로 다른 두 대립유전자가 identical-by-descent(IBD)일 확률을

이용하여계산할수있다. 서로다른두대립유전자가 IBD 관계에있다는의미는두대립유전자가과거
동일 조상의 대립유전자의 복제본(replicate)임을 나타낸다. 만약 서로 다른 두 사람의 IBD 관계의 대
립유전자가 2일 확률을 f2라고 하고, IBD 관계의 대립유전자가 1일 확률을 f1, 그리고 IBD 관계의 대
립유전자가 0일 확률을 f0라 하자. 예를 들어, 일란성 쌍둥이끼리의 (f 2, f 1, f 0)은 (1, 0, 0)이며, 부모

와자식간에는 (0, 1, 0)이다. 이때, πij,ij′ = 0.25f1 + 0.5f2이고, 따라서 Table 3.1을얻을수있다.

i번째가족에대한 KC 행렬을 Φi이라고하면 (Φi)j ,j ′=2×πijij′이고, 근친결혼이없는경우대각원소
는 1이다. 가족 구성원 간의 표현형의 유사성은 다유전자효과에 의해 발생한다고 가정하면, i번째 가족

에대하여다음의모형을가정할수있다 (Falconer, 1989):

yi = Xiβ + gi + εi, gi ∼ MVN
(
0, σ2

aΦi

)
, εi ∼ MVN

(
0, σ2Ini

)
. (3.1)
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Table 3.1. The kinship coefficients for several common relationships.

Relationship f 2 f 1 f 0 Kinship Coefficient

Monozygotic twin 1 0 0 1/2

parent-offspring 0 1 0 1/4

Siblings 1/4 1/2 1/4 1/4

Grandparent-grandchild 0 1/2 1/2 1/8

First cousin 0 1/4 3/4 1/16

만약유전자내상호작용이존재하는경우, Ψi는 ni × ni 정방행렬이고, Ψi의 (j, j′)원소는 j, j′ 사이의

f2라고가정하면, 다음의선형혼합모형을얻을수있다 (Falconer, 1989):

yi = Xiβ + gi + εi, gi ∼ MVN
(
0, σ2

aΦi + σ2
dΨi

)
, εi ∼ MVN

(
0, σ2Ini

)
. (3.2)

위 모형에서 σ2
d는 f2 > 0인 가족 구성원 즉, 형제 혹은 일란성쌍둥이와 같은 겹선형 관계(bilinear

relationship)를 갖는 가족구성원이 데이터에 포함된 경우에만 추정가능하며, Lim 등 (2014)이 제안한

알고리즘을이용하여분산모수를추정할수있다.

3.1.2. 가족자료를 활용한 유전율 추정 유전율이란 표현형에 영향을 미치는 유전적, 비유전적 효

과 가운데 유전적 효과의 비율을 의미한다 (Falconer, 1989). 만약 가족 구성원들의 표현형의 유사
성은 유전적 요인으로 인하여 발생한다고 가정하면, 유전율은 가족 구성원들의 표현형의 공분산을 이
용하여 추정할 수 있다. 즉, 다유전자 사이에 상호작용은 존재하지 않는다고 가정하면, 다유전자효과

모형 (3.1)에 의하여 다유전자 전체효과의 분산은 σ2
g = σ2

a + σ2
d이다. 이때 협의(narrow-sense), 광

의(broad-sense) 유전율 hn
2, hb

2은각각다음과같이정의된다 (Falconer, 1989):

h2
n =

σ2
a

σ2
g + σ2

, h2
b =

σ2
g

σ2
g + σ2

. (3.3)

그러나 유전율의 추정에서 가정하는 다유전자효과모형 (3.1), (3.2)는 다음의 비현실적인 가정을 하고

있다. 첫째, 환경적 영향으로 인하여 발생하는 표현형의 유사성은 존재하지 않는다고 가정한다. 그러나
환경적 요인으로 인한 공분산은 모수화(parameterization)가 쉽지 않아 많은 경우 모형에서 제외된다.

결과적으로 σ2
a가팽창(inflation)되어유전율추정값은실제보다크게나오는경향이있다 (Manolio 등,

2009). 둘째, 다유전자들 사이에 상호작용은 존재할 것으로 예측되나 다유전자효과모형은 상호작용이

존재하지않는다고가정한다. Zuk 등 (2012)은다유전자효과모형에서유전자간의상호작용을무시하는

경우, 이로 인한 분산은 σ2
a의 크기를 증가시킴을 보였다. 마지막으로 환경과 유전자 사이의 교호작용이

존재할 수 있다. 환경변수들은 분석하고자 하는 데이터에 따라 다를 수 있고, 이 때문에 추정된 유전율

은분석에활용한데이터의특성에따라다른값을가질수있다.

유전율은 다유전자효과 모형 (3.1), (3.2)를 이용하여 추정하며, 유전율 추정 소프트웨어에는 S.A.G.E.

(Elston과Gray-McGuire, 2004), SOLAR (Almasy와 Blangero, 1998)등이있다. S.A.G.E, SOLAR는

모두 가족 자료를 이용하여 σ2
a, σ

2
d를 추정할 수 있다. S.A.G.E.는 일란성쌍둥이가 존재하는 경우 분산

모수들의 추정이 불가능하고, 형제들 간의 공유되는 분산과 부부 간에 공유되는 분산의 추정은 가능하

다. 부부 간에 공유되는 분산은 자연선택(natural selection), 양성선택(positive selection) 혹은 음성선

택(negative selection)이실제로존재함을보여준다. 선형모형은다음과같다:

yi = Xiβ + gi + εi, gi ∼ MVN
(
0, σ2

aΦi + σ2
dΨi

)
, εi ∼ MVN

(
0, σ2Ωi

)
. (3.4)
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Table 3.2. Table of methods which can calculate Heritability.

Methods Languages
Estimable Variance component Estimator

σ2
a σ2

g (ML, REML)

S.A.G.E C++ O O ML

SOLAR C++, FORTRAN O O ML

POLY C++ O O ML

MX LISREL, EQS O O ML

GEMMA C++ O X ML, REML

만약 Ωi의 j, j′ 원소를 (Ωi)j ,j′라고하면 (Ωi)j ,j′는다음과같이정의된다:

(Ωi)j,j′ =


1, j = j′,

ρ1, siblings,

ρ2, spouses,

0, o.w.

(3.5)

SOLAR는 쌍둥이 자료를 이용하여 유전율을 계산할 수 있으나, ρ1 및 ρ2의 추정이 불가능하다. SO-

LAR와 S.A.G.E.이외에 가족자료를 활용하여 유전율을 계산할 수 있는 소프트웨어는 POLY (Chen과

Abecasis, 2006), MX (Posthuma와 Boomsma, 2005) 등이존재한다.

Table 3.2는 유전율 추정에 활용할 수 있는 소프트웨어와 각 소프트웨어의 특징을 보여준다. 다유전자

효과모형 (3.1), (3.2)는 다변량 자료에 쉽게 확장될 수 있으며, 다변량 자료를 활용한 유전율 추정이 가

능하다. 예를 들어 혈압과 관련된 유전율은 수축기혈압과 이완기혈압을 모두 활용하여 추정하는 경우
상대적으로 작은 샘플로 정확한 추정을 쉽게 생각할 수 있다. 만약 q개의 표현형의 유전율을 추정하는

경우, ykij를가족 i의구성원 j의표현형 k라고하자:

yki =


yki1
...

ykini

 , y∗i =


y1i
...

yqi

 . (3.6)

또한이에대응되는설계행렬은 X∗
i이라고하고다유전자효과를다음과같이정의하자:

gki =


gki1
...

gkini

 , g∗i =


g1i
...

gqi

 . (3.7)

Vg는 q개의 표현형들의 다유전자가법효과들간의 분산-공분산 행렬, Ve는 q개 표현형들의 오차항의 분

산-공분산행렬이라고 하자. 그리고 모든 표현형들의 다유전자우성효과분산(σ2
d)은 0이라는 가정하에서

g∗i의분산-공분산행렬은다음과같이정의할수있다:

var(g∗i ) = Vg ⊗Φi. (3.8)

따라서다음의선형혼합모형을활용해다변량자료기반유전율을추정할수있다 (Vattikuti 등, 2012):

Yi = X∗
i β + g∗

i + ε∗i , g∗
i∼MVN(0,Vg ⊗Φi) , εi∼MVN(0,Vε ⊗ Ii) . (3.9)



Linear Mixed Models in Genetic Epidemiological Studies and Applications 301

이때 k번째 표현형에 대한 유전율은 (Vg)kk/[(Vg)kk +(Vε)kk]이다. 다변량자료의 다유전자효과모형

의 적합은 GEMMA (Zhou와 Stephens, 2012) 소프트웨어를 이용하거나, Vattikuti 등 (2012)에 의한

MINITAB 패키지를 이용하면 된다. 다변량 자료를 이용할 때 만약 적절한 분산-공분산을 구조를 이용
하여 추정하는 경우 분산모수 추정량들의 표준오차는 작아지는 경향이 있음이 확인되었다 (Korte 등,

2012). 그러나차원의증가로인한계산량의시간복잡도를줄이기위한연구가필요하다.

3.2. 유전자기반 연구

3.2.1. 독립자료를 이용한 전장유전체 분석 전장유전체관련분석은 백만여 개에 이르는 단일염기다
형성과 표현형간의 상관성을 검정함으로써 원인유전자를 규명한다. 그러나 서로 다른 인종 간에는 유
전적 차이가 있기 때문에, 표현형 또한 인종별 차이가 있을 경우 인종 변수는 교락변수(confounding

variable)가 될 수 있다. 이를 인구집단층화(population stratification) 라고 한다. 예를 들어, 식습관
에 영향을 미치는 원인유전자를 규명한다고 가정하자. 식습관은 인종 별로 차이가 있기 때문에, 환자군
과 대조군의 인종 분포가 다른 데이터를 이용하여 전장유전체관련 분석을 하면 지나치게 많은 거짓 양
성(false positive) 결과를 얻을 수 있다. 또한 동일 인종임에도 거주지역에 따라 유전적 특성에 차이가

있을 수 있으므로 (Tang 등, 2005), 인구집단층화 문제에 로버스트한 분석 방법에 대한 연구가 진행되
어왔다 (Kang 등, 2008a, 2008b; Listgarten 등, 2010; Price 등, 2010; Yu 등, 2006; Zhang 등, 2010).

최근 인구집단층화 문제에 로버스트한 선형혼합모형이 제안되었다. 샘플 크기는 N, 전체 M개의 단일

염기다형성이 있다고 가정하자. 또한 M개의 단일염기다형성들의 유전자 관측값으로 이루어진 N×M
설계행렬을 G라고 하자. 독립샘플을 가정하므로 n1 = · · · = nn = 1이다. 이 때 Kang 등 (2010)에 의

하여 제안된 선형혼합모형은 환경변수와 분석하고자 하는 단일염기다형성은 고정변수로, 그리고 다유전
자효과의총합은랜덤변수로포함하며선형모형은다음과같다:

y= Xβ +Gu+ ε, u ∼ MVN
(
0, σ2

gIM
)
, ε ∼ MVN

(
0, σ2IN

)
. (3.10)

분석하고자 하는 하나의 단일염기다형성은 고정효과의 설계행렬 X의 계수 벡터인 β에 포함된다. 결과

적으로모형 (3.10)를 M번적합해야된다. 모형 (3.10)는다음모형과같이표현할수있다:

y= Xβ + g + ε, g ∼ MVN
(
0, σ2

gGGt) , ε ∼ MVN
(
0, σ2IN

)
. (3.11)

모형 (3.11)에 따르면 서로 다른 개체 사이의 유전적 차이는 랜덤효과의 분산-공분산 행렬인 GGt에

의하여 보정됨을 알 수 있다. 결과적으로 각 개체 사이의 유전적 거리를 잘 반영할 수 있는 적절

한 GGt의 선택이 중요하다. Kang 등 (2010)은 IBS 행렬과 GR 행렬을 이용할 것을 제안하였다.

ibs(i, i′,m)은 단일염기다형성 l의 개체 i와 i′의 공통된 대립유전자 개수라고 하자. Table 3.3은 각 표

지유전자의유전형별 ibs(i, i′,m)를예를들어보여준다. 이때, IBS 행렬은다음과같이정의한다:

(
GGt)

ii′
=

1

M

M∑
m=1

ibs(i, i′,m)

2
. (3.12)

xim는 단일염기다형성 m의 소수대립유전자(minor allele)의 수를 나타내는 값이고, pm는 단일염기다

형성 m의 소수대립유전자 빈도(minor allele frequency)라고 하자. 이때 GR 행렬은 다음과 같이 정의

된다:

(
GGt)

ii′
=

1

M

M∑
m=1

(xim − 2pm)(xi′m − 2pm)

2pm(1− pm)
. (3.13)
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Table 3.3. Example of ibs (i, i′,m); Identity by state(IBS)

Genotype of subject i Genotype of subject i′ ibs(i, i′,m)

AA AA 2

AA Aa 1

AA aa 0

Aa AA 1

Aa Aa 2

Aa aa 1

aa AA 0

Aa Aa 1

Aa aa 2

표현형이 이진형인 경우 모형 (3.10), (3.11)을 활용할 수 없다. 일반화선형혼합모형(generalized linear

mixed model)을 활용할 수 있으나, 가능도함수의 정확한 계산이 어렵고 모수가 수렴하지 않는 경우가

많아 자주 활용되지는 않는다 (Price 등, 2010). 대신 근사적인 방법으로 GGt의 고유치를 공변량으로

포함하여분석한다. GGt을고유치분해한결과가다음과같다고가정하자 (Price 등, 2006):

GGt = PDPt, P = (e1, . . . , eN ). (3.14)

만약 K개의고유벡터를모형에포함시킨다고가정하면, 다음의로지스틱회귀모형을적합한다:

log
E(y)

1− E(y)
= Xβ+

K∑
k=1

ekτk. (3.15)

그러나키와몸무게같이유전율이높은표현형의경우모형에포함한고유벡터들의분산설명력이충분
히크지않기때문에분석결과에편의(bias)가발생할수있다 (Zhou와 Stephens, 2012).

선형혼합모형을 활용한 전장유전체관련분석은 백만여 개의 단일염기다형성을 검정해야 하므로, 선형혼

합모형을 백만여 번 적합해야 한다. 따라서 샘플 크기가 5000이상 되는 경우 계산 시간이 지나치게 많

이 소요되며, 이러한 계산량의 문제를 해결하기 위한 다양한 알고리즘이 개발되었다 (Aulchenko 등,

2007b; Kang 등, 2008b; Zhou와 Stephens, 2012). Aulchenko 등 (2007b)에 의하여 개발된 Gen-

ABEL은 근사적인 방법을 활용하여 계산속도를 줄인다. 일반적으로 개별 단일염기다형성이 표현형에

미치는 효과크기는 작으므로, 단일염기다형성을 공변량으로 포함하지 않은 선형혼합모형을 적합하여 잔

차를 추정하고, 잔차를 반응변수로 활용하는 분석방법을 제안하였다 (Aulchenko 등, 2007a). 잔차를

계산하기 위하여 이용하는 선형혼합모형은 설계행렬 X에 단일염기다형성이 없다는 점을 제외하고 모형

식 (3.11)와 동일하다. 모형식 (3.11)를 적합하여 얻은 잔차 벡터를 ε̂라고 하면, ε̂를 반응변수로 하고,

단일염기다형성유전자형을설명변수로하는단순회귀모형을적합하면된다.

그러나 GenABEL은 유전율이 크거나 효과크기가 큰 단일염기다형성이 존재하는 경우 결과에 심각한

편의가 발생할 수 있다. Kang 등 (2008b)은 고유치 분해 방법을 이용한 EMMA 알고리즘을 제안하였

다. EMMA 방법은 GenABEL과 달리 각 단일염기다형성들의 효과크기와 분산모수를 정확하게 계산

하는 방법이다. Lippert 등 (2011), Zhou와 Stephens (2012)은 EMMA의 계산속도를 더욱 향상시킨

FaST-LMM, GEMMA 알고리즘을 각각 제안하였다. M은 SNP의 수, N은 샘플의 크기, P는 공변량

의 수라고 하자. 그리고 t는 분산 모수의 추정치가 수렴에 이르기 위해 필요한 반복의 수라고 하자. 이

때, Table 3.4 (Zhou와 Stephens, 2012)는 현재까지 제안된 방법별 계산 복잡도를 보여주며, 근사적으
로 추정량을 계산하는 GenABEL을 제외했을 때 GEMMA 방법이 가장 계산속도가 빠름을 알 수 있다.
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Table 3.4. Performance of different methods for GWAS with the Linear mixed model

Methods Time complexity

GEMMA (Zhou and Stephens, 2012) O(N 3+PN 2+MN 2+MTP2N )

EMMA (Kang et al., 2008b) O(N 3+MN 3+MTN )

FaST-LMM (Lippert et al., 2011) O(N 3+PN 2+MN 2+MTP2N )

GenABEL (Aulchenko et al., 2007b) O(N 3+ MN 2+TN )

EMMAX (Kang et al., 2010) O(N 3+ MN+TN )

Table 3.5. Performance of different methods

Methods Computing time

GEMMA (Zhou and Stephens, 2012) 3.3hours

EMMA (Kang et al., 2008b) 27years

FaST-LMM (Lippert et al., 2011) 6.2hours

GenABEL (Aulchenko et al., 2007b) 12mininutes

EMMAX (Kang et al., 2010) 6.4hours

GEMMA 방법은 모수 추정에 있어서 행렬의 연산이 포함되어 있는 가능도 함수, 점수함수, 정보함수를

각 단일염기다형성마다 EMMA 방법보다 쉽고 효율적으로 계산하여 추정 알고리즘에서 사용하기 때문

에계산속도가가장빠르다. 또한 Table 3.5 (Zhou와 Stephens, 2012)는샘플의크기가 5000명, SNP의

수가 442,001개일때각방법별계산시간을보여준다:

3.2.2. 가족자료를 이용한 전장유전체 분석 초창기 전장유전체 분석은 가족자료를기반으로 연관분
석을 활용하여 멘델리안 표현형의 원인 유전자의 위치를 파악하였다 (Ott, 1999; Ott 등, 1974). 그러
나 연관분석은 대가족 자료를 필요로 하고, 단일염기다형성 표지 유전자에 비하여 원인유전자의 위치를

파악하는데 있어 상대적으로 부정확한 위치 정보를 주기 때문에 최근 연관연구보다 관련연구가 활성화
되었다 (Risch와 Merikangas, 1996). n개의 가족, i번째 가족의 구성원의 수가 ni라고 하자. 단일염기

다형성 자료를 이용한 가족자료 기반 전장유전체분석은 유전율 추정을 위한 선형혼합모형 (3.2)과 동일

해야한다. 다만설계행렬은단일염기다형성을포함해야한다.

가족 자료를 이용하여 전장유전체 분석을 할 수 있는 소프트웨어로는 SOLAR, S.A.G.E가 있다. Table

3.6는 선형혼합모형 이외의 기타 다른 모형을 활용하여 가족 자료를 이용한 관련분석을 할 수 있는 소프
트웨어를 보여준다 (Ott 등, 2011). 또한 만약 σ2

d = 0을 가정할 수 있는 경우, 독립자료를 활용한 전장

유전체관련분석에활용할수있는모든소프트웨어를원칙적으로활용할수있다.

3.2.3. 전장유전체 통합효과 추정 전장유전체관련분석의 경우 수백만여 개에 이르는 단일염기다형
성을 검정하기 때문에 다중비교문제로 인하여 보통 10−7을 유의수준으로 사용한다. 또한 대부분의 원

인유전자들의 효과크기는 작기 때문에, 통계분석의 검정력은 굉장히 낮은 편이다. 따라서 원인유전자

를 찾기 위한 분석 이외에 전체 전장유전체 단일염기다형성 자료에 의하여 설명되는 표현형 분산의 비

율을 계산함으로써, 각 표현형 별로 단일염기다형성-칩 자료의 상대적 중요성을 정량화하기 위한 시도

가 이루어졌다 (Yang 등, 2011). 이렇게 계산된 비율이 유전율과 차이가 많이 나는 경우, 이는 단일

염기다형성-칩 자료 외에 차세대염기서열 자료 기반 희소유전자와 같은 기타 다른 유전적 인자들을 활

용하여 표현형간과의 연관성을 검정해야 할 필요가 있음을 의미한다. “설명되지 않는 유전율(missing

heritability)”이라고 불리는 이 추정값은 (Hindorff 등, 2009) 가족데이터에서 추정한 유전율과 단일염

기다형성-칩에 존재하는 표지유전자들에 의하여 설명되는 분산비율의 차를 의미한다. 예를 들어, 키의



304 Jeongmin Lim, Sungho Won

Table 3.6. Software packages for family-based association analysis

Program name Purpose

APL (Martin et al., 2003) 연관성(linkage)이존재하는경우에관련성(association) 분석

FBAT (Rabinowitz and Laird, 2000) 멘델의법칙을활용한스코어통계량을계산

MERLIN (Abecasis et al., 2002) 가족구성원간의 IBD 행렬을추정하고, 이를바탕으로선형혼합모형

기반 Wald 통계량을계산

PLINK (Purcell et al., 2007) Transmission disequilibrium test기반 trio 자료분석통계량을계산

경우 유전율이 대략 80%이나 현재까지 알려진 원인단일염기다형성에 의하여 설명되는 유전율은 5%이

다 (Yang 등, 2010).

단일염기다형성-칩자료의표지유전자들에의하여설명되는표현형의분산비율은독립자료를활용한전

장유전체관련분석 (3.11)과 유사한 선형혼합모형을 활용한다. 모형 (3.11)와 비교했을 때, 세 가지 측

면에서 차이가 있다. 첫째 설계행렬 X는 단일염기다형성자료를 포함하지 않는다. 둘째, GGt행렬로써

GR 행렬을 사용한다. 셋째, 모든 개체 사이에 (GGt)ii′는 0.005보다 작아야 한다. 이 세 가정을 만족

시키는 경우 모형 (3.11)에서 추정된 분산모수를 활용한 다음의 h2
SNP는 단일염기다형성-칩에 의하여

설명되는표현형분산의비율을의미한다 (Yang 등, 2011):

h2
SNP =

Mσ2
g

Mσ2
g + σ2

ε

. (3.16)

만약, 세 번째 가정이 만족되지 않는 경우 h2
SNP은 협의의 유전율이 된다. h2

SNP는 GCTA 소프트웨어

(Yang 등, 2011)를활용하면쉽게계산할수있다.

또한 GCTA 소프트웨어는 기저 임계 모형(liability threshold model; Lee 등, 2011)을 활용하여 이진

형 자료에 대한 단일염기다형성-칩 자료에 의하여 설명되는 분산의 비율을 계산하기 위하여 확장되었

다. 질병의 유무는 연속형인 잠재변수에 의하여 결정되고, 잠재변수는 표준정규분포를 따른다고 가정하
자 (Lynch와 Walsh, 1998). 만약 l을 잠재변수들로 이루어진 벡터라고 가정하면, 다음의 선형혼합모형

을생각할수있다:

l = g + ε, g ∼ MVN
(
0, σ2

gGGt) , ε ∼ MVN
(
0,
(
1− σ2

g

)
IN
)
. (3.17)

위모형식에서추정된분산모수를활용하여다음을정의할수있다:

ĥ2
SNP(L) =

Mσ̂2
g

Mσ̂2
g + σ̂2

ε

. (3.18)

이때 ĥ2
SNP (L)은 이진형자료에서의 전체 단일염기다형성 자료에 의하여 설명되는 통합 효과 분산의 비

율이라고 생각할 수 있다. 그러나 잠재변수 l은 관찰되지 않으므로 ĥ2
SNP(L)의 추정치를 얻기 위하여

추가 계산이 필요하다. 이진형자료를 0/1로 이루어진 연속형 반응변수로 간주하고 계산한 ĥ2
SNP(L)을

h2
SNP(O)이라고 하자. prev는 대상 모집단에서 표현형이 1인 개체의 비율(유병률)이며, v은 샘플 전체

에서질병에걸린케이스에대한비이고, z는표준정규분포의 1−prev라고하자. 이때 Lee등 (2011)은

다음의관계식을도출하였다:

ĥ2
SNP(L) = ĥ2

SNP(O)

prev(1− prev)

z2
prev(1− prev)

v(1− v) , (3.19)

s.e.
(
ĥ2
SNP(L)

)
= s.e.

(
ĥ2
SNP(O)

) prev(1− prev)

z2
prev(1− prev)

v(1− v) . (3.20)
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따라서 유병률에 대한 정보가 이용 가능한 경우, 환자-대조연구 자료에서 ĥ2
SNP (L)의 추정이 가능함을

알수있다.

4. 결론

지난 반 세기 동안 유전형 기술(genotyping technology)의 발달로 인하여 적은 비용으로 많은 유전체

자료를 얻을 수 있는 시대가 도래하였다. 이로 인하여 인간 질병의 유전적 원인을 도출하기 위한 다양

한 연구들이 활성화되었고, 동시에 다양한 유전체 분석 방법들이 개발되었다. 본 논문에서 정리한 것처

럼 선형혼합모형은 전장유전체관련분석을 비롯하여 많은 유전역학연구에서 가장 빈번하게 활용되고 있
는모형으로, 앞으로도다양한유전체분석에활용될것으로기대된다.

그러나 지난 수십 년 동안 다양한 분석 알고리즘들이 개발되어 왔음에도 불구하고, 아직까지 일부 분

석 방법들에는 한계가 존재하고 추가 연구가 필요한 상황이다. 예를 들어, 표현형이 이진형인 경우,

각 구성원간의 상관성을 적절히 모형화하는 것은 아직도 어려운 상황이다. 가족 자료를 이용한 분석

의 경우, 각 가족마다 구성원의 수가 다르고 분산-공분산 구조에 차이가 있기 때문에 일반화추정방정
식(generalized estimating equations)을 활용하기 힘들고, 일반화선형혼합모형의 경우 모수 추정량이

계산되지않는경우가빈번하여각구성원간의상관성을적절히고려할수있는분석알고리즘의개발이
필요하다. 또한 최근 차세대염기서열분석 기술 발달로 인하여, 유전체 자료의 규모는 날로 커지고 있어,

계산이 빠른 알고리즘의 필요성은 점차 증가되고 있다. 유전역학 분야에서의 선형혼합모형은 중요성을

고려할 때, 선형혼합모형은 앞으로도 다양하게 활용될 것으로 생각되며, 선형혼합모형의 적합에 소요되

는시간을최소화할수있는알고리즘의개발은앞으로도지속적으로요구될것으로기대한다.
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요 약

지난 수십 년 동안 유전형 기술(genotyping technology)의 발달로 개인별 유전자 정보를 얻기 위해 필요한 비용이

감소함에 따라, 다양한 인간 질병의 원인 유전자를 규명하기 위한 많은 유전역학 연구들이 진행되어 왔다. 예를 들

어 전장유전체관련분석(genome-wide association studies)은 수백 개에 이르는 표현형(phenotypes)에 대하여 수

천 개에 이르는 원인유전자를 규명하였다. 유전체 자료의 홍수로 인하여 대규모 유전체 자료를 분석할 수 있는 다양
한 분석 알고리즘에 개발되었으며, 특별히 선형혼합모형은 유전율의 추정부터 관련분석(association studies)에 이

르기까지 유전역학 연구에서 광범위하게 활용되고 방법론이었다. 본 논문에서는 유전역학 연구에 있어 빈번하게 활
용되는선형혼합모형의활용사례를나열하고, 각분석모형별추정치들의생물학적의미를논하고자한다.

주요용어: 선형혼합모형, 유전역학연구, 전장유전체분석.
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