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Abstract

The Indian Buffet Process is a stochastic process on equivalence classes of binary matrices having finite rows

and infinite columns. The Indian Buffet Process can be imposed as the prior distribution on the binary

matrix in an infinite feature model. We describe the derivation of the Indian buffet process from a finite

feature model, and briefly explain the relation between the Indian buffet process and the beta process. Using

a Gaussian linear model, we describe three algorithms: Gibbs sampling algorithm, Stick-breaking algorithm

and variational method, with application for finding features in image data. We also illustrate the use of

the Indian Buffet Process in various type of analysis such as dyadic data analysis, network data analysis and

independent component analysis.

Keywords: Indian buffet process, latent feature model, Gaussian linear model, Gibbs sampling, stick-

breaking sampling, variational method.

1. 서론

2000년대 초반부터 일단의 컴퓨터 공학자들은 비모수 베이지안 모형이 기계학습(machine learn-

ing)분야에 사용될 수 있다는 사실에 주목하였고, 디리크레 프로세스(Dirichlet process; Ferguson,

1973), 피트만-요 프로세스(Pitman-Yor process; Pitman과 Yor, 1997), 종추출모형(species sampling

model; Pitman, 1996) 등을 이용한 혼합모형을 문서 데이터 마이닝(text mining), 이미지 데이터 마이

닝(image mining) 등의 문제에 적용하였다. 이들의 연구는 기계학습 연구자들과 비모수 베이지안 연구
자들을 연결시켜주는 역할을 하였다. 즉, 비모수 베이지안 모형이 기계학습 연구자들에게 소개되었고,

기계학습연구자들이주로다루는응용문제인문서자료와이미지자료의분석과관련된문제들이베이
지안연구자들에게소개되는효과를가져오게되었다.

그들은 기존에 존재하는 비모수 베이지안 모형을 새로운 접하게 된 문제들에 적용하는 것에 그치지 않
고, 문제에서 요구되는 것에 따라 다양한 베이지안 모형과 방법론을 개발하였다. 대표적인 모형이 바로

인도부페 프로세스(Indian Buffet Process; Griffiths와 Gharahmani, 2006)이다. 인도부페 프로세스는
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2006년에 Griffiths와 Ghahramani에 의해 처음 제안된 통계모형이다. 디리크레 프로세스나 종추출모

형에기반한잠재변수모형은한개의관측치와한개의특성치가대응되는데반해, 인도부페프로세스를

이용한모형은한개의관측치에복수의특성치가대응될수있다는특징을가지게된다. 인도부페프로

세스로대표되는잠재특성모형에대한이론및응용연구는현재베이지안연구자들사이에가장뜨거운
주제중하나이다.

잠재변수를 이용한 모형화는, 베이지안 모형에서의 핵심적인 기법 중 하나이다. 디리크레 프로세스 혼

합모형(Dirichlet process mixture model)은 잠재변수의 분포를 디리크레 프로세스에서 추출된 랜덤

확률분포로 모형화하는 방법이고, 디리크레 프로세스 혼합모형에서 확장된 종추출 혼합 모형(species

sampling mixture model)은 잠재변수의 분포를 종추출모형에서 추출한 랜덤 확률분포로 모형화한 것

이다. 디리크레 프로세스 혼합모형과 종추출 혼합모형은 주로 군집화의 목적으로 사용되는데, 이러한

방법들은 군집의 개수를 사전에 고정할 필요가 없으며 모형을 적합하는 과정에서 군집의 개수가 자동으
로 추정된다는 장점이 있다. 이 때, 자료의 군집화는 관측치 한 개 마다 하나의 잠재변수(latent vari-

able) 혹은잠재특성(latent feature)을대응시켜, 잠재변수의값이동일한관측치들은동일한군집에속
하도록 함으로써 이루어진다. 디리크레 프로세스 혼합모형은, 통계학뿐만 아니라 다양한 분야에 적용되

어엄청난성공을거두게되었고, 따라서비모수베이지안모형의대표적인모형으로자리잡았다.

하지만, 이러한 방식의 모형화는 관측치끼리 공통된 특성을 가질 수도 있고 서로 다른 특성을 가질 수도
있는 자료에는 사용될 수 없다. 예를 들면, 한 장의 사진은 사람, 나무, 고양이 등 복수의 특성을 포함

할 수 있고, 또한 이 특성은 여러 장의 사진이 공통으로 가질 수 있는 특성이 되기도 한다. 잠재특성모

형(latent feature model)이란, 이와 같이 한 개의 관측치가 여러 개의 특성을 가질 수 있고, 각 특성이

복수의관측치의공통된특징이될수있는모형을통칭한다.

인도부페 프로세스는 잠재특성에 대한 모형화를 위해 만들어진 프로세스이다. 디리크레 프로세스와 마

찬가지로 인도부페 프로세스를 이용한 모형에서는 특성의 개수가 모형을 적합하는 과정에서 자연스럽게

추정된다. 인도부페 프로세스가 무한개의 특성을 가질 수 있다는 성질 때문에, 인도부페프로세스는 잠

재특성모형 외에도 다양한 형태의 모형에 적용될 수 있으며 특히 복잡한 구조를 가진 자료에 적합한 모
형을만드는데이용될수있다. 인도부페프로세스를통해실제자료에의해나타나는특성의개수를자

연스럽게 추정할 수 있다는 점, 그리고 이를 이용한 모형이 복잡한 구조의 자료를 설명하기에 적절하다
는 사실 때문에, 인도부페 프로세스에 관한 연구는 2000년 후반부터 베이지안 연구자들의 연구 주제 중
큰축을담당하게된다.

인도부페 프로세스에 관한 이론적인 결과 중 하나는 Thibaux와 Jordan이 인도부페 프로세스와 베타

프로세스의 연관성을 밝힌 것으로, 인도부페 프로세스로 생성된 교환가능한 특성의 디 피네트 측도(de

Finetti measure)가 베타 프로세스가 된다는 사실이다 (Thibaux와 Jordan, 2007). 인도부페 프로세스

를 이용한 모형의 추론을 위해 마코프체인 몬테카를로(Markov chain Monte Carlo; MCMC) 알고리

즘을 이용할 때 계산 시간이 길어 현실적으로 모형 적합이 어려운 경우들이 있는데, 베타프로세스와 인

도부페 프로세스와의 관련성이 밝혀지면서 이러한 문제들을 어느 정도 해결할 수 있는 새로운 마코프체
인 몬테카를로 알고리즘들이 등장하게 된다. 현재까지 제안된 인도부페 프로세스의 대표적인 마코프체

인 몬테카를로 알고리즘은, 인도부페 프로세스의 막대자르기(stick-breaking) 성질을 이용한 알고리즘

(Teh 등, 2007), 포아송 프로세스(Poisson process)의 성질을 이용한 알고리즘 (Paisley 등, 2012) 등이

있다.

그러나 확률적 근사에 기반한 마코프체인 몬테카를로 알고리즘들은 이러한 개선에도 불구하고, 여전히

방대한 양의 자료에 적용하기 어렵다는 문제가 존재했다. 이를 해결하기 위해 마코프체인 몬테카를로

알고리즘의 대안적 방법인 변분 방법(variational method)이 등장하게 된다. 자료의 차원이 클 때, 인
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Figure 2.1. An example of the binary feature matrix Z.

도부페 프로세스를 이용한 모형의 추론에 변분방법을 이용하는 것이 마코프체인 몬테카를로 방법보다

더효과적일 수 있다는사실이연구를 통해 밝혀졌다 (Doshi-Velez 등, 2008). 이와 더불어컴퓨터의 병

렬계산을 이용한 분산처리를 통해, 근사적으로 인도부페 프로세스를 이용한 모형을 추론하려는 노력도
함께있어왔다 (Doshi-Velez 등, 2009).

인도부페 프로세스와 베타프로세스와 관계는, 인도부페 프로세스의 확장에도 큰 영향을 주었다. 인도

부페 프로세스의 확장은 두 방향으로 진행되고 있는데, 첫째는 인도부페 프로세스를 두 개 이상의 모

수를 가지도록 확장하는 것이고 (Teh와 Gorur, 2009; Griffiths와 Gharahmani 2011) 둘째는, 중국식
당 프로세스(Chinese restaurant process)와 비슷한 방법으로, 공변량과의 종속성을 부여하거나 계층

성(hierachy)를 고려하여 어떤 특수한 구조를 갖는 인도부페 프로세스의 형태로 확장하는 것이다. 물

론 이 둘을 융합한 확장도 생각할 수 있다. 즉, 두 개 이상의 모수를 가지면서 특수한 구조를 갖는 인
도부페 프로세스에 대해 고려하는 것을 말한다. 특수한 구조를 갖는 인도부페 프로세스의 확장으로는
공변량이 존재할 때 공변량 간의 유사성을 바탕으로 비슷한 특성을 공유하게 만드는 종속 인도부페 프

로세스(dependent IBP; dIBP; Williamson 등, 2010), 베타프로세스의 성질을 바탕으로 하여 계층적

으로 공변량 종속성 가지게 하는 종속 계층 베타프로세스(hierarchical Beta process, dHBP; Zhou 등,

2011), 커널베타프로세스(kernel Beta process; Ren 등, 2011) 등이있다.

이 논문에서는 인도부페 프로세스에 대해 소개하고자 한다. 2장에서는 인도부페 프로세스의 이론, 3장

에서는 인도부페 프로세스를 이용한 베이지안 모형의 계산 방법들을 소개한다. 4장에서는 모의 자료와

실제 자료에 적용한 예들을 보여주고, 5장에서는 실제 인도부페 프로세스가 이용되고 있는 응용분야에

대해언급한다.

2. 인도부페 프로세스 이론

2.1. 인도부페 프로세스의 유도

잠재특성모형은 다음과 같이 구성된다. 만약 D차원으로 표현 가능한 N개의 관측치가 있다고 하면,

이 관측치는 N × D차원의 X의 행렬로 나타낼 수 있다. 잠재특성모형에서 k번째 잠재특성을 fk =

(fk1, fk2, . . . , fkD)T의 벡터로 표현할 때, K개의 잠재특성은 행렬, F = [f1f2 · · ·fK ]T로 나타낼

수 있다. i번째 관측치인 xi = (xi1, . . . , xiD)T는 잠재특성으로부터 영향을 받는다고 가정한다. 즉,

p(X|F )의형태로관측치를모형화할수있는경우, 이를잠재특성모형이라고부른다.

일반적으로 F 행렬은다시두개의요소로나뉠수있다. 하나는이진행렬인 Z이고, 다른하나는각잠

재특성의가중치를나타내는행렬인 V이다. 이때, F = Z ⊗V로나타낼수있다. 여기서 ⊗는두행렬
의 원소별 곱을 의미한다. Z의 (i, k) 원소인 zik는 0 또는 1의 값을 가지며 이는 i번째 관측치가 k번째

특성을포함하고있는지의여부를나타낸다. Z 행렬을간단한그림으로나타내면 Figure 2.1과같다.
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인도부페 프로세스는 이러한 이진행렬 Z에 가정할 수 있는 모형 중 하나이다. 인도부페 프로세스를 이

용하여 Z를 모형화 하는 것의 장점은, 군집 구조를 모형화 하는 중국식당 프로세스와 마찬가지로, 잠재

적인특성의개수를무한한것으로가정하며따라서특성의개수를자료로부터자연스럽게추론할수있

다는것이다.

무한개의 특성을 가질 수 있는 특성모형을 무한특성모형(infinite feature model)이라고 부른다. 무한특

성모형은 유한특성모형으로부터 유도할 수 있다. 유한특성모형이란 고정된 K개의 특성을 가진 이진행

렬에관한모형으로, 다음과같이나타낼수있다.

µk
iid∼ Beta

( α
K
, 1
)

(k = 1, . . . ,K),

zik | µk
ind∼ Bernoulli(µk) (i = 1, . . . , n). (2.1)

위모형으로부터계산된이진행렬 Z의주변확률은다음과같다.

P (Z) =

K∏
k=1

∫ ( N∏
i=1

p(zik|µk)

)
p(µk)dµk

=
K∏

k=1

B
(
mk + α

K
, N −mk + 1

)
B
(

α
K
, 1
)

=

K∏
k=1

α
K
Γ
(
mk + α

K

)
Γ(N −mk + 1)

Γ
(
N + 1 + α

K

) . (2.2)

K → ∞일 때의 식 (2.1)의 극한분포를 찾기 위해서는 이진행렬의 동등클래스(equivalence class)를 정

의할 필요가 있다. 동등클래스는 이진행렬에 대한 lof(·) 함수를 이용해서 정의할 수 있으며, 임의의 이

진행렬은 이 함수를 통해 왼쪽정렬(left-ordered) 이진행렬로 변환된다. 왼쪽정렬 이진행렬이란, 열에

의해 표현되는 이진숫자의 크기에 따라 왼쪽에서부터 오른쪽으로 차례로 정렬한 행렬을 뜻한다. 동일한

왼쪽정렬 이진행렬을 갖는 이진행렬들이 동등클래스에 속하며, 이를 [Z]로 표기한다. [Z]의 분포는 다

음과같이나타낼수있다.

P ([Z]) =
∑

Z∈[Z]

P (Z)

=
K!∏2N−1

h=0 Kh!

K∏
k=1

α
K
Γ
(
mk + α

K

)
Γ(N −mk + 1)

Γ
(
N + 1 + α

K

) . (2.3)

위 식에서 mk는 k번째 특성을 가지고 있는 관측치의 개수를 의미하며, Kh란 동일한 히스토리를 갖는

열의 개수를 뜻한다. 히스토리는 N개만큼의 이진수들을 갖는, 즉, 길이가 N인 이진수열의 경우들을

의미한다. 따라서 히스토리의 경우의 수는 모든 값이 0인 경우를 제외하면, 2N − 1개가 된다. 동일한

히스토리를 가진 열끼리는 순서를 바꿔도 동일한 이진행렬을 구성하게 되므로, 동일한 히스토리의 개

수를 세어 왼쪽정렬 이진행렬의 확률을 계산하여야 하고 총 K개의 열이 있는 경우에는 결과적으로 식

(2.3)와같은식으로정리할수있다. 위동등이진행렬의확률을정리하여 K를극한으로보내면,

P ([Z]) =
αK+∏2N−1

h=0 Kh

exp

{
−α

N∑
j=1

1

j

}
K+∏
k=1

(N −mk)!(mK − 1)!

N !
(2.4)

으로나타낼수있다. 여기서 K+는전체관측치가갖는총특성의개수를뜻한다.
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동일한 왼쪽정렬 이진행렬을 갖는 동등클래스에 대한 확률인 식 (2.4)는 어떠한 확률과정으로부터 정의

될 수 있는데, 이 확률과정을 바로 인도부페 프로세스라고 부른다. 인도부페 프로세스는 무한개의 요

리가 있는 인도부페에서 차례로 들어온 손님이 요리를 선택하는 과정으로 설명할 수 있다. 이진행렬

의 행에 해당하는 관측치를 손님, 열에 해당하는 특성을 요리로 각각 간주한다. 첫 번째 들어온 손님은

Poisson(α)로부터 생성된 개수만큼의 요리를 왼쪽부터 차례로 선택한다. i번째 손님은 앞선 손님이 선

택한 요리들을 mk/i의 확률로 선택하고, 아무도 선택하지 않은 요리를 Poisson(α/i)의 개수만큼 선택

한다. mk란 k번째 요리를 선택한 손님의 수이다. 이러한 과정들을 계속해 나가면 무한개의 특성을 가

진이진행렬를생성할수있다. 이프로세스를통해생성된이진행렬 Z는다음의확률을갖는다.

P (Z) =
αK+∏N

i=1K
(i)
1 !

exp

{
−α

N∑
j=1

1

j

} K+∏
k=1

(N −mk)!(mk − 1)!

N !
.

위 식에서 K
(i)
1 란 행기준으로 i번째 행에서 처음 나타난 특성의 개수를 뜻한다. 이진행렬 Z가 위와 같

은확률과정을따를때, Z ∼ IBP(α)로표기한다.

인도부페 프로세스로부터 생성되는 이진행렬에 대한 확률을 동일한 왼쪽정렬 이진행렬을 갖는 동등클래

스대한확률로변환하면,

P ([Z]) =
αK+∏2N−1

h=0 Kh

exp

{
−α

N∑
j=1

1

j

}
K+∏
k=1

(N −mk)!(mK − 1)!

N !

와같고, 이는유한특성모형으로부터유도된무한특성모형의동등클래스의확률과동일하다.

그러나 위에서 정의된 확률과정으로부터 생성된 이진행렬로부터 정의되는 특성은 교환가능하지 않다.

따라서 Z ∼ IBP(α)를 가정했을 때의 모형의 추론을 위해서는, 왼쪽정렬된 형태의 이진행렬을 이용해

야한다. 왼쪽정렬 이진행렬은 행에 대해 교환가능하며, 따라서 마코프체인 몬테카를로 알고리즘을 통해

서표집하는행을마치마지막행인것처럼생각할수있게된다.

2.2. 베타프로세스와의 관련성

교환가능한 확률변수열 (Z1, . . . , Zn)이 Q라는 분포를 따른다고 가정하면, 디 피네트의 정리(de Finetti

theorem)에따라

Z1, . . . , Zn | P
iid∼ P

를 만족하는 측도 P가 항상 유일하게 존재한다. 즉, 디 피네트 정리란 교환가능한 확률변수열을 조건부
독립으로만드는측도의존재성에대한정리이다. 이는다시표현하면

P(Z1, . . . , Zn) =

∫ n∏
i=1

P (Zi)P(dP ) (2.5)

와같이쓸수있다. 여기서 P는해당랜덤원소(random element)의측도를나타낸다.

중국레스토랑프로세스의경우식 (2.5)를만족하는디피네트측도가디리크레프로세스임이알려져있

다. 인도부페 프로세스를 따르는 왼쪽정렬 이진행렬은 교환가능하기 때문에 디 피네트 측도가 존재한다
는 사실은 보장이 된다. 그러나 그 정확한 모양은 알려지지 않았다. 많은 베이지안 연구자들이 중국레
스토랑 프로세스와 인도부페 프로세스의 이론적인 대칭성을 원했기 때문에 인도부페 프로세스에서도 식

(2.5)에해당하는측도를찾는것이큰관심사였고, 이를처음밝힌것은 Thibaux와 Jordan이었다.
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그들은베타프로세스(Beta process)와베르누이프로세스(Bernoulli process)의관련성을이용하여베타
프로세스가 인도부페 프로세스로부터 생성된 확률변수열에 대한 디 피네트 측도가 된다는 것을 보였다.

즉, B가 베타프로세스를 따르고 Z1, . . . , Zn | B가 서로 독립이면서 B를 기저측도(base measure)로 가

지는 베르누이프로세스를 따른다고 할 때, Z1, . . . , Zn의 주변분포가 인도부페 프로세스가 된다는 것을

밝혔다 (Thibaux와 Jordan, 2007).

3. 계산

인도부페 프로세스를 가정한 모형의 추론을 위한 알고리즘은, 모형의 종류에 따라 그 방법이 매우 다양
하다. 본논문에서는가우시안선형모형(Gaussian linear model)에대한추론알고리즘을소개한다.

인도부페프로세스를이진행렬에대한분포로가정했을때의가우시안선형모형은다음과같다.

xi|zi,A, σX ∼ ND

(
ATzi, σ

2
XI
)

(i = 1, . . . , N)

ak|σA ∼ ND

(
0, σ2

AI
)

(k = 1, . . . ,K)

Z|α ∼ IBP(α)

위 모형에서 Z는 각 관측치가 특성을 포함하는지 여부에 대한 이진행렬이며, zi는 이진행렬의 i번째 행

을 뜻한다. ak들은 특성으로 이해할 수 있으며, A = [a1 · · ·aK ]T이고 이를 특성행렬이라고 부른다.

xi는 D차원의 벡터로 i번째 관측치를 뜻하며, X = [x1 · · ·xn]
T이다. σ2

X은 X에 대한 오차의 크기,

σ2
A은 A에대한오차의크기를뜻하며, α는인도부페프로세스의모수이다.

본 논문에서는 가우시안 선형모형의 추론을 위한 알고리즘으로, 사후분포로부터 모수를 표집하여 추론

하는 마코프체인 몬테카를로 방법을 이용한 알고리즘과 사후분포의 근사분포를 최적화하는 추정값을 직
접 찾는 변분방법을 이용한 알고리즘을 소개한다. 마코프체인 몬테카를로 방법을 이용한 알고리즘 중,

인도부페 프로세스에서 생성된 왼쪽정렬 이진행렬의 교환 가능한 성질에 기반한 것을 깁스표집(Gibbs

sampling) 알고리즘, 그리고 인도부페프로세스의막대자르기 표현에기반한알고리즘인막대자르기 알
고리즘이라고명명한다.

3.1. 깁스표집 알고리즘

깁스표집 알고리즘을 이용하기 위해서는, 먼저 추론하고자 하는 모수에 대한 사후분포를 구하여야 한
다. 편의를 위해 확률변수 Y가 주어졌을 때 확률변수 X의 조건부 분포를 간략하게 [X|Y ]로 표현하

자. 이 표현을 이용하면 특성행렬 A와 이진행렬 Z를 추론의 대상이라고 할 때, A와 Z의 사후분포

를 [A,Z|X, σX , σA, α]로 나타낼 수 있다. 여기서 σX , σA, α는 고정된 모수라고 가정하면, 사후분포는

[A,Z|X]로표현할수있다.

사후분포로부터 A와 Z를 표집하는 방법은 두 가지가 있는데, 첫째는 A,Z는 각각의 조건부 사후분

포인 [A|Z,X]와 [Z|A,X]에서 표집하는 것이고, 둘째는 [Z|X]에서 Z를 표집하고 [A|Z,X]로부터

A를 차례로 표집하는 것이다. 첫 번째 방법을 비붕괴깁스표집(uncollapsed Gibbs sampler), 두 번째

방법을붕괴깁스표집(collapsed Gibbs sampler)이라고부른다. 구체적인표집방법은다음에설명한다.

3.1.1. 비붕괴깁스표집 알고리즘은 기존에 나타난 특성에 대해 이진행렬의 각 원소를 표집하는 과

정과새로운특성을추가하는과정, 그리고 A를표집하는과정으로나눌수있다. 사후분포로부터이진

행렬 Z를 표집 할 때는, 각 관측치에 대한 반복마다 기존에 존재하는 특성들을 포함여부를 결정하는 과
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정과 새로운 특성을 얼마나 추가할지를 결정하는 과정이 필요하다. i번째 관측치가 기존에 존재하는 특
성을포함할지에대한여부는

p(zik = 1|z−ik, A,X) ∝ m−ik

N − 1
p(X|Z,A),

p(zik = 0|z−ik, A,X) ∝
(
1− m−ik

N − 1

)
p(X|Z,A) (3.1)

를 기반으로 한다. 이 식에서 m−ik는, 이진행렬의 k번째 열에서 i번째 원소를 제외한 나머지 원소 중

1의값을갖는원소의개수를뜻한다.

새로운특성은

p (knew|X) ∝ Poisson
(
knew;

α

N

)
p (X|Znew, Anew) (3.2)

의 확률에 근거하여 표집한다. 이 식에서 Znew,Anew는 새로운 특성의 개수만큼 새로 사전분포로부터

생성된이진행렬과특성행렬을뜻한다.

A를 표집하기 위해서는 평균이 µA, 분산이 ΣA인 행렬 정규분포를 이용한다 (Doshi-Velez와 Ghahra-

mani, 2009):

µA =

(
ZTZ +

σ2
X

σ2
A

I

)−1

ZTX,

ΣA = σ2
X

(
ZTZ +

σ2
X

σ2
A

I

)−1

.

3.1.2. 붕괴깁스표집 붕괴깁스표집방법은, 비붕괴깁스표집방법에서 자료와 A가 주어진 상황에서

Z를 표집하는 것과 달리, 자료만 주어진 상황에서 Z를 표집하고 그 후 A를 표집하는 방법이다. 붕

괴깁스표집 알고리즘은, 비붕괴깁스표집 알고리즘에서 이진행렬을 표집하는 방법인 식 (3.1), (3.2)에서

p(X|Z,A)대신 p(X|Z)를대입한것과동일하다. A를표집하는방법은비붕괴깁스표집에서와같다.

3.2. 막대자르기 알고리즘

인도부페 프로세스를 식 (2.1) 같은 유한특성모형에서 K → ∞으로 확장한 무한특성모형으로 생각할
수 있다는 것은이미 밝혔다. 하지만 특성의 개수 K가 무한으로 확장되는 상황에서 µk를사후분포로부

터 표집하는 것이 사실상 불가능하기 때문에, Teh 등 (2007)은 이러한 문제를 해결하며 무한특성모형의

µk들을 표현하기 위하여 다음의 사실을 이용하였다: µ1, . . . , µK
iid∼ Beta(α/K, 1)이라고 할 때, 이들의

순서통계량인 µ(1) > · · · > µ(K)의분포는

νk
iid∼ Beta(α, 1) (k = 1, . . . ,K),

µ(k) = νk · µ(k−1) =

k∏
l=1

νl (3.3)

와 같다. 이 사실을 이용하면, 식 (3.3)의 표현을 사용하여 베타분포를 따르는 확률변수들인 νk를 특성

의 개수만큼 표집하고 이를 바탕으로 각 특성의 출현 확률인 µk의 순서통계량을 구할 수 있게 된다. 이

것을인도부페프로세스의막대자르기표현이라고한다.

막대자르기 표현에서도 사후분포 추론을 위해서는 특성의 개수를 유한개로 제한해야 하는데, 이것을 임

의로 절단하는 것은 오차를 포함하는 근사를 사용하게 된다는 의미가 된다. 또한 절단의 정도가 자연스
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럽게결정되는것이아니라사용자가선택을해야하기때문에, 모형선택의문제가발생하게된다. 이는

보조변수 s를도입하는슬라이스샘플러(slice sampler)를사용함으로써해결된다 (Teh 등, 2007).

보조변수를 생각할 때, 어떻게 절단 정도가 결정이 되는지를 살펴보자. 먼저 보조변수 s를 아래와 같이

두고

s | Z,µ(1:∞) ∼ Uniform[0, µ∗], µ∗ := min

{
1, min

k:∃i,zik=1
µ(k)

}
, (3.4)

이를이용하면행렬 Z의조건부분포를

p
(
Z |X, s,µ(1:∞)

)
∝ p

(
Z |X,µ(1:∞)

) 1

µ∗ I (0 ≤ s ≤ µ
∗)

와 같이 구할 수 있다. 즉, 보조변수 s가 절단기준이 되어 전체 특성 중 s보다 큰 특성들만 남고 나머지

특성에해당하는 Z의열은 0이되어고려대상에서제외되게된다. s < µ(k)를만족하는가장큰인덱스

를 K+라하고, 그인덱스보다작은특성들을활성화된특성들이라고부른다.

보조변수 s를 포함하여 추론을 진행하는 다음 일련의 과정을 막대자르기 알고리즘이라고 부른다. 보조

변수 s에 대한 표집은 식 (3.4)를 이용하여 균일분포에서 진행한다. 새로운 s를 뽑은 후 k = K+ +

1,K+ + 2, . . .에대하여

p
(
µ(k) | µ(k−1), z:,k = 0

)
∝ exp

(
α

n∑
i=1

1

i
(1− µ(k))

i

)
µα−1
(k)

(
1− µ(k))

nI(0 ≤ µ(k) ≤ µ(k−1)

)
(3.5)

에서 µ(k) ≤ s를 만족할 때 까지 발생시킨 뒤, 이 중 µ(k) > s를 만족하는 특성들을 활성화 된 특성

에 추가하여 K+를 갱신한다. 이 때, 새롭게 활성화 된 특성들에 대한 z:,k = (z1k, . . . , znk)
T는 0으로,

ak = (ak1, . . . , akd)
T는 사전분포에서 뽑아놓는다. 식 (3.5)의 분포가 log µ(k)에 대하여 로그 오목(log

concave) 성질을가지므로, 적응기각표집(adaptive rejection sampling; ARS)을사용한다.

이진행렬 Z에대한추론을할때에는다음의사후분포

p(zik = 1 | z−ik,A,X) ∝
µ(k)

µ∗ p (xi | zi,−k, zik = 1,A) ,

p(zik = 0 | z−ik,A,X) ∝
(
1−

µ(k)

µ∗

)
p (xi | zi,−k, zik = 0,A)

에서 k ≤ K+인 특성들을 갱신한다. 위 식에서 zi,−k는 이진행렬의 i번째 열에서 k번째 원소를 제외한

것을뜻한다.

순서를매긴특성의출현확률인 µ(k), k = 1, . . . ,K+ − 1의사후분포는

p
(
µ(k) | µ(k−1), µ(k+1),Z

)
∝ µmk−1

(k) (1− µ(k))
n−mkI

(
µ(k+1) ≤ µ(k) ≤ µ(k−1)

)
(3.6)

과 같이 주어지고, µ(K+)의 사후분포는 식 (3.5)가 된다. 여기서 mk =
∑n

i=1 zik이다. 식 (3.5)와

(3.6)은 각각 log µ(k)와 µ(k)에 대하여 로그 오목 성질을 만족하므로 적응기각표집 방법을 이용해서 표
집한다. 특성행렬 A는깁스표집알고리즘과동일한다변량정규분포로부터표집한다.

3.3. 변분 방법

사후분포를 직접 계산하기 어려운 경우, 다루기 쉬운 분포들의 집합인 Q를 생각하고, 그 중에서 목표로
하는 사후분포와 쿨백-라이블러 발산(Kullback-Leibler divergence)이 가장 작은 분포를 찾음으로써 사
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후분포에 대해 추론한다. 만일 Q가 모든 분포의 집합이 된다면, 사후분포 그 자체가 자신과의 쿨백-라

이블러 발산이 0으로 가장 작기 때문에 정확한 사후분포를 구할 수 있으나 실제로 이를 구하는 것은 불
가능하기때문에최대한유사한분포찾아근사적으로추론하는것을목표로한다.

인도부페 프로세스를 이진행렬의 사전분포로 이용한 가우시안 선형모형에서 추정해야하는 모수는

µ(1:∞),Z,A이다. 고정된 값을 가지는 초모수(hyperparameter)를 θ = (σX , σA, α)라고 나타내고

추정해야 할 모수를 W = (µ(1:∞),Z,A)로 나타낼 때, 사후분포의 로그가능도함수를 정리하면 다음과
같다.

log p(W |X,θ) = log p(W ,X|θ)− log p(X|θ). (3.7)

이 때, 일반적으로 p(X|θ)의 형태를 알기 어렵기 때문에, 변분 방법을 통해 p(W |X, θ)를 근사적으로
추론하게된다. 즉,쉽게다룰수있는분포의집합에서쿨백-라이블러발산인,D(q(W )||p(W |X,θ))를

최소로 하는 q ∈ Q를 찾아 이를 사후분포에 대한 근사로 사용한다. 그러나 쿨백-라이블러 발산을 직접

최소화하는 것이 어렵기 때문에, p(X|θ)의 하한을 q를 통해 표현하고 그것을 최대화하는 방법으로 쿨
백-라이블러발산을최소화하는 q를찾게된다. 이것은아래식에의해정당화된다.

p(X|θ) = Eq[log(p(X,W |θ)] +H(q) +D(q||p) ≥ Eq[log(p(X,W |θ)] +H(q). (3.8)

변분 방법을 이용한 추론 알고리즘은 인도부페 프로세스를 유한특성모형으로 근사한 후 이와 쿨백-라

이블러 발산이 최소인 q를 찾는 방법과, 인도부페 프로세스를 막대자르기 표현으로 생각하고 이와 쿨

백-라이블러 발산이 최소가 되게하는 q를 찾는 방법이 있다. 이를 각각 유한변분방법(finite variational

mehtod)와무한변분방법(inifinite variational method)이라고부른다.

3.3.1. 유한변분방법 인도부페 프로세스를 유한특성모형으로 나타낸 것은 식 (2.1)와 같다. 가우시

안 선형모형에서 고려하는 분포의 집합 Q는 아래와 같이 τ ,ϕ,Φ,ν에 의해 각 모수에 대해 독립적으로

정의할수있다.

qτk(µk) = Beta(τk1, τk2),

qϕk(ak) = ND(ϕk,Φk),

qνnk (znk) = Bernoulli(νnk).

따라서 q(W ) = qτ (µ)qϕ(A)qν(Z)로쓸수있다. pK를인도부페프로세스를유한특성모형으로나타낸

가우시안선형모형이라고하면, 위와같은분포가정하에서 D(q||pK)를최소로하는 τ ,ϕ,Φ,ν를찾는

것이 추론의 목적이 된다. 이를 위해서는 log pK(X|θ)의 하한을 최대화하는 값들을 찾아야 한다. 하한

을 최대로 하는 값들은 수치적 최적화방법을 통해 τ ,ϕ,Φ,ν를 갱신하는 방법으로 구한다. 갱신을 위한

식은아래와같다 (Doshi-Velez 등, 2008).

Φk =

 1

σ2
A

+

N∑
n=1

νnk

σ2
X


−1

I,

ϕk =

 1

σ2
X

N∑
n=1

νnk

Xn· −

∑
l:l̸=k

νnlϕl


 1

σ2
A

+

N∑
n=1

νnk

σ2
X


−1

,
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νnk =
1

1 + e−N ,

τk1 =
α

K

N∑
n=1

νnk,

τk2 = N + 1−
N∑

n=1

νnk.

위 식에서 N은 ψ(τk1)− ψ(τk2)− 1/(2σ2
X) (tr(Φk) + ϕkϕ

T
k ) + 1/(σ2

X)ϕk(X
T
n· − (

∑
l:l̸=k νnlϕ

T
l ))를

나타낸다.

3.3.2. 무한변분방법 무한변분방법에서는 인도부페 프로세스의 막대자르기 표현을 이용한 모형인

식 (3.3)을 사용한다. 무한변분방법이라는 이름을 붙이기는 하였지만, 사실상 이 방법에서는 무한개의

막대를생각하지않고유한개의 K까지절단한막대를이용하여근사한모형을이용하게된다.

분포의 집합인 Q는 유한변분모형에서와 동일하게 정의하고 pK를 인도부페 프로세스를 절단된 막대자

르기 표현으로 나타낸 가우시안 선형모형이라고 하면, 추론의 목적은 이러한 가정하에서 쿨백-라이블러

발산인 D(q||pK)을 최소로 하는 τ ,ϕ,Φ,ν를 찾는 것이 된다. 이를 위해서는 유한변분모형에서와 같이

log pK(X|θ)의 하한을 최소로 하는 τ ,ϕ,Φ,ν를 찾아야 하며, 역시 최적화 방법을 통해 반복적으로 갱

신하는방법을이용한다. 갱신을위한식은아래와같다.

Φk =

(
1

σ2
A

+

∑N
n=1 νnk

σ2
X

)−1

I,

ϕk =

 1

σ2
X

N∑
n=1

νnk

Xn· −

∑
l:l̸=k

νnlϕl

( 1

σ2
A

+

∑N
n=1 νnk

σ2
X

)−1

,

νnk =
1

1 + e−N ,

τk1 = α+

K∑
m=k

N∑
n=1

νnm +

K∑
m=k+1

(
N −

N∑
n=1

νnm

)(
m∑

i=k+1

qmi

)
,

τk2 = 1 +

K∑
m=k

(
N −

N∑
n=1

νnm

)
qmk.

위식에서 N =
∑k

i=1(ψ(τi1)−ψ(τi1+τi2))−Ev

[
log(1−

∏k
m=1 vm)

]
−(1/(2σ2

X))(tr(Φk)+ϕkϕ
T
k )+

(1/σ2
X)ϕk(X

T
n· − (

∑
l:l̸=k νnlϕ

T
l ))이다. 위 갱신식을 위해서는 Ev[log(1 −

∏k
m=1 vm)]를 계산해야 하

는데, 이계산역시하한으로근사하여계산한다. 즉,

Ev

[
log(1−

k∏
m=1

vm)

]
≥

(
k∑

m=1

qkmψ(τm2)

)
+

(
k−1∑
m=1

(
k∑

n=m+1

qkn

)
ψ(τm1)

)

−

(
k∑

m=1

(
k∑

n=m

qkn

)
ψ(τm1 + τm2)

)
−

k∑
m=1

qkm log qkm

이며, 여기서 qki ∝ exp(ψ(τi2) +
∑i−1

m=1 ψ(τm1)−
∑i

m=1 ψ(τm1 + τm2))이다.
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Figure 4.1. The four true latent features (top of the left column). Estimated latent features using the algorithm

1–3 (from the second to fourth row of the left column). Four sample images from the data set and the corresponding

binary vectors (top of the right column). Reconstructed four sample images using the algorithm 1–3 (from the

second to fourth row of the right column).

4. 분석

4.1. 시뮬레이션 분석

무한개의 잠재특성에 관한 모형은 많은 분야에서 적용가능하다. 특히 이미지 자료를 표현하는 특성, 예

를들면각이미지에포함되어있는물체를찾는문제등에유용하게적용될수있다.

간단한그림찾기문제에서인도부페프로세스모형을이용한분석을생각해보자. Figure 4.1의왼쪽첫

번째행에표현된 4개의서로다른종류의그림들이선형결합되고, 노이즈가추가되어얻어진자료가주

어졌다고하자. 이때, 실제인도부페프로세스를이용한모형이이 4종류의특성을얼마나잘찾아내며

이 특성들의 조합으로 실제 자료가 얼마나 잘 복원되는가를 확인하려고 한다. 시뮬레이션을 통해 4개의

이미지특성의 선형결합으로 이루어진 100개의 6 × 6픽셀 그림을 얻었다. 주어진 자료는 100 × 36의 행

렬 형태로 나타낼 수 있다. 이러한 문제에 대한 추론에 적합한 모형은 가우시안 선형모형이며 이진행렬

에 대한 모형으로 인도부페 프로세스를 이용하였다. 이 예제를 앞서 소개된 3가지 방법의 알고리즘(알

고리즘1: 비붕괴깁스표집, 알고리즘2: 막대자르기 알고리즘, 알고리즘3: 변분방법)을 이용하여 추론을

시행했을때의결과는 Figure 4.1에서확인할수있다.

이 중 비붕괴깁스표집을 이용했을 때, 반복에 따라 변화하는 이미지 특성의 정보를 특정 반복수 에서의

시계열 그림의 형태로 나타낸 결과는 Figure 4.2와 같다. 시계열 그림을 통해, 표집이 반복되면서 실제

이미지자료를생성한이미지특성을찾아가는것을확인할수있다.

이를 좀 더 실제적인 고차원 자료에 적용하여 보자. 다양한 표정을 가진 서로 다른 4명의 실제 얼굴을
바탕으로 하여 노이즈가 추가된 100개의 자료를 생성하였다. 얼굴이미지는 128 × 128픽셀로 이루어져

있으며 따라서 각각의 관측치는 16384차원의 자료로 생각할 수 있다. 전체 자료는 100 × 16384의 행

렬형태로나타낼수있으며, 이는자료의차원이관측치의개수보다큰고차원자료이다. 고차원자료에

서의 인도부페 프로세스의 적용은 표집시간이 오래걸린다는 문제가 있다. 이러한 문제를 해결하기 위해
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Figure 4.2. Time series plot of latent features at 1∼10, 20, 100, 1000th iteration using the algorithm 1.

서 고차원의 자료를 주성분분석(Principal Components Analysis; PCA)을 이용하여 10개의 차원을 가

진 자료로 축소하였고 축소된 자료에 시뮬레이션 자료와 동일한 가우시안 선형모형을 적용하였다. 3가

지알고리즘을이용한추론결과는 Figure 4.3에서확인할수있다.

첫 번째 알고리즘을 이용해서 찾은 특성은 5개로 나타났지만, 그 중 하나의 특성의 경우 그 특성을 포
함하고 있는 관측치의 개수가 5퍼센트 이하였기 때문에 제외하였다. 두 번째 알고리즘을 이용한 결과는

정확히 4개의 얼굴을 이미지특성으로 찾아냈다. 인도부페 프로세스를 이용해 찾은 이미지 특성을 조합

하여복원한 4개의자료는노이즈가있는원래의자료에비해훨씬깨끗하고정확한이미지를보여준다.

주성분분석을 이용해 찾은 요인을 이용하여 복원한 자료도 인도부페 프로세스를 이용한 결과와 거의 비

슷한결과를준다는것을확인할수있다. 그러나주성분분석을통해찾은요인들은개별적인얼굴을이
미지특성으로정확하게판별하지못하는양상을보인다. 이결과는, 만약어떠한자료로부터자료를구
성하는 특성을 판별하고자하는 목적을 가지고 있는 경우에는 인도부페 프로세스를 이용한 추론이 좀 더
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Figure 4.3. The four true latent features (top of the left column). Estimated latent features using the algorithm 1–

3 (from the second to fourth row of the left column). Four principal components (bottom of the left column). Four

sample images from the data set and the corresponding binary vectors (top of the right column). Reconstructed

four sample images using the algorithm 1–3 and PCA(from the second to fifth row of the right column).

직관적일수있다는것을보여준다.

두 가지 예제의 결과는 인도부페 프로세스를 이용한 모형이 자료에 내재된 이미지특성을 거의 완벽하게

찾아내고 있음을 확인시켜준다. 또한 찾아낸 이미지특성을 통해 노이즈가 섞인 이미지로부터 선명한 이

미지를 복원할 수 있음을 보여준다. 따라서 인도부페 프로세스를 이용한 모형은 여러 개의 이미지 자료

로부터 자동차, 사람 등의 특정한 이미지 형태를 구분해 내거나, 노이즈가 있는 이미지로부터 선명한 이

미지를복원하는문제등에유용하게적용될수있다는것을알수있다.

5. 응용

이미지 분석 외에도 인도부페 프로세스를 적용할 수 있는 분야는 매우 다양한다. 생물학, 의학 등의 다

양한 분야에서 관측할 수 있는 쌍(dyadic) 자료분석, 소셜네트워크서비스와 사회학 등에서 이용되는 네

트워크자료분석, 그리고시그널자료에대해적용할수있는독립성분분석등이대표적인예이다.

5.1. 쌍자료분석

쌍자료는 행렬로 표현할 수 있으며, 쌍자료에 대한 대부분의 모형화는 행렬의 분해를 통해 이루어진다.

이러한 자료는 영화-관객 평점 자료, 마이크로어레이(microarry array)자료 등이 대표적이다. 마이크로

어레이자료 중 유전자발현자료(gene expression data)는 유전자(gene)과 샘플(sample)이라는 두 개의

영역에서유전자발현레벨(gene expression level)을관측한것을뜻한다.
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이러한 자료에 대한 분석으로 주로 이용되는 방법은 이중클러스터링(bi-clustring)이다. 이는 행과 열을

그룹화하는 방법으로 혼합모형의 일종이다. 이 모형에서는 행에서의 하나의 특성, 그리고 열에서의 하
나의 특성에만 관측치가 속할 수 있다고 가정한다. 즉, 관측치가 하나 이상의 그룹에 포함될 수 없다는
가정이필요하다.

그러나 관측치가 하나의 그룹에만 포함될 수 있다는 가정은 너무 제한적이다. 예를 들어 유전자 발현레

벨은, 유전자 영역에서 알지 못하는 특성에 의해 영항을 받을 수 있는데 특정 유전자에 영향을 미치는

특성으로써 여러 개의 패스웨이(pathway) 등 고려할 수 있기 때문이다. 샘플 영역 또한 알지 못하는 여

러특성에의해영향을받을수있다. 만약샘플을특정부위에서의조직이라고할때, 각부위는여러가

지요인들에의해서서로관련성이발생할수있기때문이다.

Meeds 등 (2006)에서는 쌍자료들이, 각 행이나 열은 한 개 이상의 숨겨진 특성들과의 관계로 표현이 된
다고생각하고따라서자료인 X는 UWV T로분해될수있다고가정한다. 여기서 U ,V는이진행렬이

고 W는 가중치행렬이다. 자료를 이렇게 분해하는 것을 이진행렬분해(binary matrix factorization)이

라고 부른다. 이들은 분해된 두 이진행렬인 U ,V에 인도부페 프로세스 모형을 가정한 비모수 모형을

제안했고, 디지트(digit)자료와 유전자발현자료 등의 예제들을 통해서 이러한 모형을 이용한 쌍자료의

추론이효과적임을보였다.

5.2. 네트워크 자료분석

네트워크자료란, 각네트워크에참여한참여자들과그들간에연결고리가있는지여부가주어져있는자
료이다. 소셜네트워크 자료를 예를 들어보면, 네트워크 참여자는 소셜 네크워크 서비스 가입자들이고

그들간의연결고리는사용자간에친구관계에대한것이라볼수있다.

총 참여자가 N명이라 한다면 네트워크 자료는 N × N 행렬에 i번째 참여자와 j번째 참여자간에 연결

여부에따라행렬의 (i, j)원소의값이 1또는 0이되는자료형태이다. 네트워크자료의생성바탕에는각

연결고리가 연결될지에 대한 확률 값이 내재되며 그 확률에 따라 네트워크 자료가 발현되었다고 볼 수
있다. 각 연결고리에 대한 확률은 참여자의 속성이 서로 잘 맞는지에 따라 다른 값을 가지게 될 것이라

가정한다. 예를 들어 참여자1은 축구취미 속성을 가지고 있고, 참여자2는 농구취미 속성을 가지고 있
고, 참여자3은 서예취미 속성을 가지고 있을때, 참여자1과 참여자2 간에 친구관계가 될 확률은 높을 것
이지만, 참여자1과참여자3 간에친구관계에대한확률은낮을것이다.

연결고리에 대한 확률을 위해서는 각 참여자들의 특성여부를 나타내는 이진행렬이 필요하고, 각 특성간

에확률에어떤영향을줄지에대한계수행렬도필요하다. µ는 N ×N 행렬로서각연결고리에대한확
률이고, Z는 N ×K 행렬로서모든참여자의특성여부를나타내는이진행렬이며, W는 K ×K 행렬로
서각특성간에연결에영향을끼치는계수에대한행렬이다. 이를일반화선형모형으로나타내기위한

연결함수는다음과같다 (Foulds, 2014).

µ = g−1(η), η = ZWZT .

위 모형에서 Z의 분포에 인도부페 프로세스를 가정할 수 있다. 이러한 모형은, 소셜네트워크서비스에

서 친구 추천의 프로세스에 적용할 수 있다. 즉, 두 참여자 간에 연결되려는 속성이 강하지만 연결되어

있지않은경우에해당참여자를친구추천목록띄우는방식으로이용할수있다.

5.3. 독립성분분석

독립성분분석(Independent component analysis; ICA)은 관측된 자료가 서로 독립인 은닉요인(hidden
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source)들의 선형결합으로 표현되었다고 가정하는 모형이다. 각각의 관측치가 D차원이라고 할 때, n개

의관측치 Y = (y1, . . . ,yn)
T를다음과같은형태로표현할수있다:

Y =XG+ ϵ,

여기서 X = (x1, . . . ,xn)
T , xi ∈ RK는 서로 독립인 은닉요인들이고, G = (g1, . . . , gk)

T는 은닉

요인들의 선형결합으로 자료를 표현하기 위한 계수 행렬이다. 일반적으로 ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn)
T , ϵi

iid∼
N(0, σ2

ϵID)를가정하며, 은닉요인 xi에는다양한분포를가정할수있다.

위와 같은 독립성분모형에서 은닉요인들의 차원 K의 선택에 유연함을 주면서 베이지안 방식의 분석을

진행하기위해인도부페프로세스를적용할수있다. X = Z ⊗ V으로표현하면, Z가인도부페프로세

스를 따르고 V = (v1, . . . ,vn)
T는 임의의 분포를 따른다고 생각할 수 있다. 이 때, 인도부페 프로세스

의 특징으로 인해 은닉요인의 개수 K는 제한되지 않고 자료의 설명에 실제로 사용되는 활성화 된 요인

들의개수는확률적으로유한하게정해지게된다. 이진행렬 Z의성분 zik는 i번째관측치의설명에 k번

째 은닉요인이 사용되는지의 여부를 말해주고, 행렬 V의 성분 vik는 그 때 k번째 은닉요인에 곱해지는

계수로해석된다.

Knowles와 Ghahramani (2007)는 이러한 모형을 유전자발현 자료를 분석하는데 적용하였다. 그들은
172개의유전자(n = 172)와 17개의조직(D = 17)에대하여유전자발현수준을나타낸자료를이용하였

다. 인도부페프로세스로이루어진이진행렬 Z는표현되지않는유전자를선택하는역할, 행렬 V는활

성화된유전자의발현정도를나타내는역할로해석될수있다. 이외에도인도부페프로세스로이루어

진 독립성분분석은 제한되지 않은 요인들의 결합형태로 표현된 자료를 분석하는 분야에 다양하게 응용

될수있다.

6. 결론

본 논문에서는 인도부페 프로세스의 이론과 그 응용에 대해서 소개하였다. 인도부페 프로세스는 복잡한

자료 구조를 모형화 할 수 있다는 점에서 많은 분야에서 관심을 가지고 있는 비모수 베이지안 모형이다.

또한 인도부페 프로세스는 디리크레 프로세스와 마찬가지로 특성의 개수가 추론을 통해 자연스럽게 추

정되므로, 모형선택의 문제를 해결하며 따라서 모형에 유연성을 부여할 수 있다는 장점을 가진다. 논문

에서소개한가우시안선형모형과그알고리즘은인도부페프로세스적용할수있는모형의일부분일뿐
이며, 다양한 문제 상황에 따라 인도부페 프로세스를 이용한 모형을 고려하고 그에 적합한 알고리즘을
개발할수있다. 따라서인도부페프로세스를이용한모형은많은가능성을가지고있으며그연구범위
또한 무궁무진하다고 본다. 본 논문이 인도부페 프로세스를 처음 접하는 국내 연구자에게 작은 도움이
되길 바라며, 이러한 기회를 통해 앞으로 인도부페 프로세스에 대한 연구가 국내 연구자들에 의해 지속
되기를바란다.
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요 약

인도부페 프로세스는 유한개의 행과 무한개의 열로 이루어진 이진행렬의 분포와 관련된 확률과정이다. 무한특성모

형을 유한개의 행과 무한개의 열로 이루어진 이진행렬을 이용해서 표현할 때, 이진행렬에 대한 사전분포로써 인도부

페 프로세스가 이용될 수 있다. 본 논문에서는 인도부페 프로세스를 유한특성모형과 연관지어서 유도하는 방법을 소
개하고, 베타프로세스와의 관련성을 간략히 설명한다. 실제 모형의 추론에 인도부페 프로세스가 이용되는 예제를 살

펴보기 위해서 가우시안 선형모형에 인도부페 프로세스를 적용한 모형화 방법을 언급하고, 깁스표집 알고리즘, 막대

자르기 알고리즘, 변분방법을 이용한 추론방법을 설명한다. 그리고 이 세 가지 알고리즘을 이용하여 이미지 자료를
분석하는데 적용해본다. 나아가 쌍자료 분석, 네트워크 분석, 독립성분 분석에서 인도부페 프로세스가 어떻게 이용

될수있는지도알아본다.
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