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Abstract

Stationary bootstrapping is applied to a Lagrangian multiplier (LM) test to test market microstructure noise

(MMN) in financial asset prices. A Monte-Carlo experiment shows that the bootstrapping method improves

the size of the original LM test which has some size distortion for conditional heteroscedastic models. The

proposed test is illustrated for real data sets like KOSPI index and Won-Dollar exchange rate.
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1. 서론

관측된 금융 자산 가격 과정은 실제로는 관측할 수 없는 잠재 가격 과정과 잡음 과정의 두 부분으로 구
성된다. 여기서 후자를 시장 미시구조 잡음(MMN; Market Microstructure Noise)이라 하는데 이는 비

동시적거래, 매수호가와매도호가의차이등의결과로나타난다.

시장 미시구조 잡음은 로그 수익률에 계열 상관을 발생시키고 이로 인하여 금융 자산에 대한 통계적 관
점에서 몇 가지 문제를 야기시킨다. 특히 실현변동성의 편의(bias)를 발생시키는데 추출 간격이 짧을수

록 편의는 더 커진다. 또한 시간이 더 긴 추출 간격에 대한 실현변동성은 큰 분산을 가지게 된다. 따라

서 시장 미시구조 잡음의 영향을 최소화하기 위하여 편의와 분산 간 균형을 고려한 최적 추출 간격을 결
정하는것이중요하다. 이에대해 Zhang 등 (2005), Bandi와 Russell (2008), Hansen과 Lunde (2006)

등은 최적 샘플링 간격에 대한 연구를 발표한 바 있다. 또 Oh와 Shin (2012)은 한국 주요 상장사 주가
의 실현 변동성 추정 시 시장 미시구조 잡음과 최적 추출 빈도수의 관계를 연구한 바 있다. 또한 Bandi

등 (2008)과 McAleer과 Medeiros (2008) 등의실현변동성에대한조사연구도살펴볼필요가있다.

추출 간격에 대한 최적 이론이 있으나 “5분∼30분 사이의 추출 간격을 임의 선택하는 방법(임의 선택

법)”이 단순하기 때문에 빈번하게 쓰인다. 임의 선택법의 근거는 추출 간격이 그 정도 되면 시장 미시
구조 잡음으로 발생하는 로그 수익률의 계열 상관은 무시해도 될 정도이기 때문이다. 이러한 임의 선택
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법은 문헌상에서도 드물지 않게 발견되는데, 예를 들면 Bandi 등 (2008), Giot 등 (2010), Busch 등

(2011)에서임의선택법의적용예를볼수있다.

Shin과 Hwang (2015)은시장미시구조잡음에대한라그랑지승수검정(이하 LM 검정)을개발하였다.

LM 검정은임의선택법에통계적타당성을부여한다. LM 검정은매우단순하며귀무가설하에서의극
한 분포는 단순 카이 제곱 분포를 가진다. 그러나 몬테 카를로 실험은 제안된 검정이 몇 가지 현실성 있
는 조건부 이분산 변동성 모형에 대하여 타당한 유의수준과 검정력을 보임에도 불구하고, 몇몇의 또 다

른 현실성 있는 조건부 이분산 변동성 모형에 대해서는 유의수준 왜곡 문제를 보여 이를 개선할 여지가

있다.

일반적인 가설검정, 신뢰구간 등의 통계적 추론이 대표본 근사이론에 근거하여 구성되는 경우 유한 표
본에서는 유의수준 왜곡, 신뢰도 왜곡 등의 문제를 내포하고 있는 경우가 빈번하고 이 문제에 대한 해결

방법으로 종종 부트스트래핑이 적용된다. 부트스트래핑을 이용하여 대표본 이론에 근거한 검정 및 신뢰
구간을개선하는방법은통계학의모든분야에서널리나타난다. 이중실현변동성과관련된최근의연
구 결과를 몇 개 소개한다. Goncalves와 Meddahi (2009)과 Hwang과 Shin (2013)에서는 Barndorff-

Nielsen과 Shephard (2002), Barndorff-Nielsen 등 (2006)의 실현변동성의 중심극한 정리에 근거한 적
분변동성 신뢰구간이 유한 표본에서 왜곡을 가지며 부트스트래핑을 적용할 경우 왜곡 문제가 상당히 개
선됨을 보였다. Hwang과 Shin (2014)은 Barndorff-Nielsen과 Shephard (2006)의 중심극한정리에 근
거하여 실현변동성에 내포된 점프 성분 탐지 검정이 유한 표본에서 유의수준 왜곡을 가지며 부트스트래

핑을적용하였을때이것이개선됨을보인바있다.

본 논문에서는 Shin과 Hwang (2015)의 LM 검정의 유의수준 왜곡 문제의 개선책으로 Politis와 Ro-

mano (1994)가 고안한 정상적 부트스트래핑(stationary bootstrapping)을 이용하려 한다. 몬테 카를

로 실험을 통해 LM 검정이 유의수준 문제를 완화시킴을 보이겠다. 또한 2008년부터 2012년까지의

KOSPI 지수에 정상적 부트스트래핑 LM 검정을 적용하여 실현 변동성의 샘플링 간격으로 11분이 적

절함을보이겠다. 추가로같은기간의원-달러환율에위방법을적용하여실현변동성의샘플링간격으

로 8분이적절함을보이겠다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2절에서는 LM 검정에 대해 설명하고, 3절에서는 정상적 부트스트래핑

에 LM 검정을 적용하며, 4절에서는 유한 샘플 모의 실험을 하고, 5절에서는 실증 분석을 통하여 실제

데이터에적용한다.

2. LM 검정

어떤자산의 t시점로그가격을 p̃t라하고다음

dp̃t = µtdt+ σtdωt (2.1)

과 같은 일반화 위너프로세스를 따른다고 가정하자. 이때 ωt는 표준 브라운 운동, µt는 평균과정이고,

σt는 변동성(volatility) 과정이다. 이 실제 로그과정은 시장 미시구조 잡음 때문에 직접 관측 못하는 잠
재과정이며 관측된 로그 가격은 pt = p̃t + ut와 같이 잡음이 부가된 형태로 나타낼 수 있다. 여기서

ut는 i.i.d. N(0, σ2
u)를 따르며 {ωt}와 독립인 시장 미시구조 잡음이다. 이처럼 관측 로그 가격 pt는 잠

재적인실제로그가격인 p̃t와측정오차과정인 ut의두부분으로구성된단순혼합효과모형이다.

우리의관심은시장미시구조잡음의존재성을따져보는가설검정에있다. 이에대한귀무가설은

H0 : σ2
u = 0
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이다. 이 가설에 대해 Shin과 Hwang (2015)이 µt = µ와 σt = σ로 동질성을 가정한 후 LM 검정을 개

발한 바 있다. 또 모의 실험을 통해 현실성 있는 여러 변동성 모형에서 적절한 유의수준과 검정력을 가

짐을보였다. 그러나그실험에서보여준바에의하면실제조건부이분산성을갖는중요한변동성모형
에 대해 어느 정도의 유의수준 왜곡이 있음을 알 수 있다. 즉 변동성 과정이 GARCH(1, 1) 확산 모형과

로그 정규 확산 모형의 경우, 5% 정도의 명목 유의수준 하에서 실제 유의수준은 10% 정도가 되는 상황

이보고되었다.

본 논문에서는 T일 동안의 로그 가격 데이터의 표본이 있는 경우를 다룬다. 이때 △t = 1은 단위 시간

의 간격(길이)을 나타내며 보통 하루이다. 또한 t = 0, 1, 2, . . . , (T − 1)는 관측 시작 시점을 나타내며
보통 관측일을 의미한다. 일자별 표본은 n개의 같은 시간 간격으로 구성되어 있다고 가정한다. 그러면
관측된로그가격의집합은{

pt+ 0
n
, pt+ 1

n
, . . . , pt+n

n

}
, t = 0, 1, 2, . . . , (T − 1)

으로 나타낼 수 있다. t일에 i번째로 관측된 실제 로그가격을 pt+i/n라 하면, 실제 로그 수익률 r̃ti =

p̃t+i/n − p̃t+(i−1)/n은직접관측되지못하고 1차이동평균오차 vti = ut+i/n − ut+(i−1)/n와혼합되어

rti = r̃ti + vti처럼나타나며관측된로그수익률자료집합은다음과같이표현된다.{
rti = pt+ i

n
− p

t+ i−1
n
, i = 2, 3, . . . , n, t = 0, 1, . . . , (T − 1)

}
,

여기서 i = 1에대응하는로그수익률 rt1은포함하지않았음을유의하자. 그이유는실현변동성계산시
보통 하룻밤 사이의(overnight) 로그수익률, 즉 전날 종가와 당일 시가 차이에 대한 로그수익률은 반영
하지않기때문이다.

Shin과 Hwang (2015)은 n과 T가 클 경우, LM 검정의 검정 통계량은 다음의 단순 통계량과 같음을 보

였다.

LM =

nT−1

(
T−1∑
t=0

n∑
i=3

rtirt,i−1

)2

σ̂4
, σ̂2 =

T−1∑
t=0

n∑
i=2

r2ti

T
. (2.2)

LM 검정은 σ2
u이 0에 가까운 곳에서 국지적으로 최강 검정이다. Shin과 Hwang (2015)은 LM 검정이

1차상관계수의합으로구성된단순함수로표현됨을주목하였다. 즉

ρ̄P =

T−1∑
t=0

n∑
i=3

rtirt,i−1

T−1∑
t=0

n∑
i=2

r2ti

이라 하면, LM = nT ρ̄2P가 된다. 또 큰 n과 T에 대한 LM의 귀무가설 극한 분포는 자유도가 1인 카이

제곱분포임을증명하였다.

3. 부트스트래핑 검정

우리는 LM 검정이 rti와 rt,i−1의 계열 상관을 확인하는 것임에 주목하였다. 그러므로 부트스트랩 표본
은 부트스트랩 LM 검정이 충분한 검정력을 확보하기 위하여 rti와 rt,i−1사이의 상관 구조를 유지해야
한다. 그래서 i.i.d. 부트스트래핑은 적절하지 못하며 블록 부트스트래핑이 방법이 보다 적절하다. 우리

는 Politis와 Romano (1994)에서 제안된 가장 널리 쓰이는 블록 부트스트래핑의 하나인 정상적 부트스

트래핑방법을사용하고자한다.



192 Hyo Jin Kim, Dong Wan Shin, Jonghun Park, Sang-goo Lee

3.1. 정상적 부트스트래핑 LM 검정

먼저 정상적 부트스트래핑 방법을 살펴본다. 전체 로그수익률 표본은 {rt2, . . . , rtn, t = 1, . . . , T}이다.

각 t일의부표본

{rt2, . . . , rtn} (3.1)

에 대하여 Politis와 Romano (1994)의 정상적 부트스트래핑을 적용하면 t일에 대한 정상적 부트스트래

핑부표본

{r∗t2, . . . , r∗tn} (3.2)

을 얻을 수 있다. 대략적으로 말하면 정상적 부트스트래핑 부표본 (3.2)는 t일의 부표본 (3.1)로부터 기

하분포를 따르고 크기 Lk를 갖는 블럭 τ개를 랜덤하게 뽑아 결합한 것이다. 여기서 k = 1, . . . , τ이다.

자세한 설명은 아래 3.2절에 기술하였다. 이 과정을 통해 우리는 전체 T개의 정상적 부트스트래핑 부표

본 {r∗t2, . . . , r∗tn}, t = 1, . . . , T을결합하여다음의정상적부트스트래핑표본을얻었다.

{r∗t2, . . . , r∗tn, t = 1, . . . , T}

그러면 LM의부트스트랩버전은

LM∗ =

nT−1

(
T−1∑
t=0

n∑
i=3

r∗tir
∗
t,i−1 −

T−1∑
t=0

n∑
i=3

rtirt,i−1

)2

σ̂∗4 (3.3)

σ̂∗2 =

T−1∑
t=0

n∑
i=2

r∗2ti

T

이다. 위식 (3.3)에서 Xi =
∑T−1

t=0 rt,i−1rti를분자에서빼준이유는다음과같다.

먼저 X∗
i =

∑T−1
t=0 r∗t,i−1r

∗
ti라하자. 이때 X∗

i , . . . , X
∗
n는

E∗X∗
i = Xi, 즉 E∗

T−1∑
t=0

r∗tir
∗
t,i−1 =

T−1∑
t=0

rtirt,i−1; Var∗ (X∗
i ) = σ̂2

를 만족하는 i.i.d. 확률변수이다. 여기서 E∗와 Var∗는 각각 {rt2, . . . , rtn, t = 1, . . . , T}가 주어진 상
태에서의조건부기댓값, 조건부분산을나타낸다. 또 σ̂∗2와 σ̂2은모두 σ2에대해서일치성을지니므로

T와 n이 모두 무한대로 갈 때, LM∗의 극한분포는 자유도가 1인 카이 제곱 분포이다. 이로써 귀무가설
하에서 LM∗의분포는 LM의분포를일치성있게추정함을알수있다.

위에서 논의한 부트스트랩 분포의 일치성으로부터 부트스트랩 검정을 구성할 수 있다. 주어진 표본

{rit, i = 2, . . . , n, t = 1, . . . , T}에 대하여, 명목 수준 α ∈ (0, 1), 정수 B > 0가 주어지면 B개의

부트스트랩 LM 검정 {LM∗(1), . . . ,LM∗(B)}을 구성한다. 여기서 LM∗(α)을 B개의 부트스트랩 LM값

에대한 (1− α) 실증분위수로정의하면, 명목수준 α에서의 LM 검정은

LM > LM∗(α) (3.4)

인 경우 귀무가설 H0를 기각하는 것이다. 대립가설 하에서는 시장 미시구조 잡음 때문에 ρP ̸= 0이고

LM은무한대로발산하므로위식 (3.4)의확률이 1로가며따라서부트스트랩검정은검정일치성을가

짐을보일수있다.
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3.2. 정상적 부트스트래핑 방법

부표본 (3.1)로부터 정상적 부트스트래핑 부표본 (3.2)를 구성하는 방법을 설명한다. 먼저 다음과 같은

관측 데이터 집합의 주기 확장으로 얻은 새로운 시계열 {rti : i ≥ 1}를 정의하자. 이때 각 i ≥ 1에서 어

떤 정수 q에 대하여 i = qn + j 조건을 만족하는 rti := rtj를 정의한다. 그러면 (3.1)로부터 확장된 데

이터계열

{rt2, rt3, . . . , rtn, rt2, rt3, . . .} (3.5)

을얻는다. 확장계열 (3.5)로부터임의의위치 i ∈ {2, . . . , n}에서부터크기 ℓ인블록

B(i, ℓ) =
{
rti, . . . , rt(i+ℓ−1)

}
을 랜덤하게 추출한다. 이때 블록 시작 위치 i는 {2, . . . , n}에서의 일양분포를 따르고 블록 크기 ℓ은 확

률 p를갖는기하분포를따르는임의의난수라고하자. 이를위해다음의세가지성질을만족하는확률

변수 I1, I2, . . .와 L1, L2, . . .를생성한다.

(i) I1, I2, . . .는 {2, . . . , n}사이의 값을 가지며 P (I1 = i) = 1/(n− 1), i = 2, . . . , n를 만족하는 i.i.d.

이산균등분포를따른다.

(ii) L1, L2, . . .는모수 p ∈ (0, 1)와 P (L1 = ℓ) = p(1− p)t−1, ℓ = 1, 2, . . .를만족하는기하분포를따

르는 i.i.d. 확률변수이다.

(iii) {I1, I2, . . .}와 {L1, L2, . . .}는서로독립이다.

이제 τ = inf{k ≥ 1 : L1 + · · ·+Lk ≥ n}이라하자. 그뒤 τ개의블록 B(I1, L1), . . . , B(Iτ , Lτ )을선택

한다. L1 + · · ·+ Lτ개의 로그수익률이 블록 B(I1, L1), . . . , B(Iτ , Lτ )에서 다시 추출된 것에 주목하자.

여기서 마지막 L1 + · · · + Lτ − (n− 1) 로그수익률을 제거하여 (n− 1)개로 이루어진 부트스트랩 관측
치 {r∗t2, . . . , r∗tn}을얻을수있다. {rt2, . . . , rtn} 조건하에서 {r∗ti, i = 2, . . .} 과정은정상성을가진다.

4. 몬테 카를로 연구

Shin과 Hwang (2015)에서 제안한 LM 검정은 변동성이 일정하다는 가정 하에서 구성된 것이기에 어떤
조건부 이분산성 하에서는 유의수준 왜곡을 지님이 보고되었다. 본 절에서는 부트스트랩 검정이 현실성

있는이질적변동성과정하에서 LM 검정이갖는유의수준왜곡문제를개선한다는점을보이고자한다.

이를위해 ω1t, ω2t, ω3t가독립적인표본브라운운동을따르는모형

dp̃t = µdt+ σt

(
ρ1dω1t + ρ2dω2t +

√
1− ρ21 − ρ22 dω3t

)
를이용하여살펴본다. 동질적변동성과정

V0 : dσ2
t = dt,

뿐만아니라, 다음과같은세종류의비동질적변동성과정도고려한다.

V1 : dσt = 0.04
(
0.64− σ2

t

)
dt+ 0.14σ2

t dω1t,

V2 : d log σ2
t = −0.014

(
0.84 + log σ2

t

)
dt+ 0.11dω1t,

V3 : σ2
t = σ2

1t + σ2
2t,
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Table 4.1. Empirical size(%) of the LM test at σu = 0. Nominal size = 5%.

σu T n
V0 V1 V2 V3

LM LM∗ LM LM∗ LM LM∗ LM LM∗

Model with no trend and no leverage

.00 200 20 4.2 4.9 9.4 5.8 9.2 5.0 4.7 4.9

.00 200 100 5.0 6.9 9.3 6.6 12.1 6.8 5.8 6.8

.00 200 500 6.0 7.1 11.0 7.5 12.3 6.6 6.7 7.2

.00 1000 20 4.8 1.3 8.4 2.6 10.3 2.6 5.2 2.0

.00 1000 100 5.3 5.3 9.0 6.2 11.1 5.3 5.6 6.2

.00 1000 500 3.8 4.8 9.1 5.5 12.1 6.1 4.0 4.9

Model with trend and leverage

.00 200 20 5.7 5.8 8.4 5.9 9.5 6.8 5.2 5.2

.00 200 100 4.5 5.3 7.8 5.9 10.7 6.8 5.3 6.1

.00 200 500 4.1 5.3 8.8 5.5 11.7 6.2 6.2 7.2

.00 1000 20 5.4 1.9 9.6 2.5 11.8 3.0 5.3 1.7

.00 1000 100 3.6 4.1 7.3 4.6 10.2 6.0 4.6 4.2

.00 1000 500 5.2 6.2 7.7 5.2 10.6 5.6 5.2 5.8

※반복수 = 1,000, 부트스트랩반복수 B = 100;

V0 =동질적변동성, V1 = GARCH(1, 1) 확산변동성, V2 =로그정규확산변동성, V3 =두요인확산변동성.

여기서

dσ2
1t = 0.57

(
0.33− σ2

1t

)
dt+ 0.23σ2

1tdω1t,

dσ2
2t = 0.08

(
0.18− σ2

2t

)
dt+ 0.11σ2

2tdω2t.

위 모형에서 V1, V2, V3를 각각 GARCH(1, 1) 확산 모형, 로그 정규 확산 모형, 두 요인 확산 모형 이라

부른다. 이러한변동성모형은 Bollerslev와 Zhou (2002), Andersen 등 (2002), Goncalves와 Meddahi

(2009), Hwang과 Shin (2013, 2014), Shin과 Hwang (2015) 등의실증분석에쓰인바있다.

본논문의몬테카를로연구에서는추세가있는모형과없는모형모두를고려하였다. 추세가없는모형

은 µ = 0인경우이며, 이때 (ρ1, ρ2) = (0, 0)로하여 p̃t의레버리지(leverage)가배제된형태를부여하였

다. 추세가 있는 모형은 µ = 0.33이며, 동질적 변동성, GARCH(1, 1) 확산 변동성, 로그 정규 확산 변
동성, 두요인확산변동성에대해각각

(ρ1, ρ2) = (−0.6, 0), (−0.6, 0), (−0.3,−0.3), (−0.3,−0.3).

조건을 지정하여 p̃t에 레버리지를 부여하였다. 또 GARCH(1, 1) 변동성, 로그 정규 변동성, 두 요인 확

산 변동성에 대해서는 변동성의 초기값을 지정해 주어야 하는데 이에 대해서는 위 모형 순서대로 σ2
0 =

0.64, log σ2
0 = −0.84, (σ2

10, σ
2
20) = (0.33, 0.18)를 고려하였다. 모든 정규 오차는 IMSL의 FORTRAN

서브루틴, RNNOA로 생성하였고 이산 균등난수, 기하난수는 RNUND, RNGEO를 사용하여 발생시켰

다.

5% 수준에서 LM 검정의 기각 빈도는 Table 4.1과 Table 4.2에 있다. 이때 각각 조합의 실험 조건은

n = 20, 100, 500, T = 200, 1000, σu = 0, 0.01, 0.02이며 실험 반복수는 1,000, 부트스트랩 반복 수는

B = 100로 하였다. 블록 크기 모수는 p = 0.05(n/100)−1/3로 하여 n = 20, 100, 500일 때, 평균 블록
크기는 p−1 = 11.7, 20.0, 34.2가된다.
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Table 4.2. Empirical size(%) of the LM test at σu = 0.01, 0.02. Nominal size = 5%.

σu T n
V0 V1 V2 V3

LM LM∗ LM LM∗ LM LM∗ LM LM∗

Model with no trend and no leverage

.01 200 20 4.8 4.9 8.5 4.8 9.0 5.4 5.3 5.0

.01 200 100 5.8 6.4 9.0 6.8 12.0 7.6 6.6 6.5

.01 200 500 13.8 15.0 23.0 17.9 31.3 21.4 29.0 30.5

.01 1000 20 4.6 1.6 9.7 3.4 12.2 2.6 5.2 1.5

.01 1000 100 6.0 5.0 10.5 5.7 15.2 6.7 9.1 6.2

.01 1000 500 34.0 35.1 66.5 58.9 77.3 67.6 85.7 85.4

.02 200 20 6.2 5.2 8.2 5.9 10.1 5.4 6.4 5.1

.02 200 100 10.0 10.4 16.9 12.5 22.9 15.2 19.4 18.7

.02 200 500 79.1 80.8 98.2 97.0 99.3 98.4 100.0 100.0

.02 1000 20 6.2 0.9 10.4 2.0 14.6 2.7 8.3 0.9

.02 1000 100 21.3 17.4 51.1 34.6 61.5 43.9 67.9 59.4

.02 1000 500 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Model with trend and leverage

.01 200 20 4.3 4.9 7.6 5.2 8.9 5.9 4.8 4.4

.01 200 100 4.8 5.9 8.4 6.2 12.0 6.8 6.2 7.4

.01 200 500 8.8 11.3 21.4 16.5 31.2 21.8 27.1 29.0

.01 1000 20 5.0 2.8 9.3 3.2 12.3 2.8 5.2 2.2

.01 1000 100 6.2 6.2 11.4 6.8 14.0 5.9 7.3 5.3

.01 1000 500 31.9 34.6 65.3 57.5 77.3 65.8 83.9 83.9

.02 200 20 6.2 5.4 8.0 4.9 9.8 5.8 7.0 6.3

.02 200 100 8.1 8.4 15.8 11.1 22.2 13.7 19.1 18.4

.02 200 500 79.4 79.4 97.7 96.4 99.1 98.0 100.0 100.0

.02 1000 20 6.1 1.8 12.1 1.8 13.8 2.0 7.5 1.5

.02 1000 100 21.4 17.5 47.5 32.4 58.0 41.2 65.9 56.1

.02 1000 500 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

※반복수 = 1,000, 부트스트랩반복수 B = 100;

V0 =동질적변동성, V1 = GARCH(1, 1) 확산변동성, V2 =로그정규확산변동성, V3 =두요인확산변동성.

Table 4.1의 σu = 0에서 유의수준 결과를 보자. 먼저 추세가 없는 모형과 레버리지가 없는 모형을 통

해, GARCH(1, 1) 확산 모형(V1)과 로그 정규 확산 모형(V2)에서 LM 검정의 유의수준이 왜곡됨을 주

목하자. 이 경우 LM 검정의 유의수준은 9.0%에서 12.3% 사이로 나타났다. 반면 부트스트랩 검정을

이용하면 유의수준 왜곡이 완화되고 있음을 볼 수 있다. 이때 LM∗의 유의수준은 2.6%에서 7.5% 사이

로 나타났다. 서로 다른 두 변동성 모형, 동질적 모형(V0)과 두 요인 확산 모형(V3)에서는 LM∗가 여

전히 수용할 수 있는 유의수준을 가짐을 볼 수 있다. 추세와 레버리지가 있는 모형에서도 추세가 없는

모형에서와 비슷한 양상을 보인다. 즉, GARCH(1, 1) 확산 모형(V1)와 로그 정규 확산 모형(V2)에서

LM은 유의수준 왜곡을 보이는데 LM∗는 개선된 유의수준을 갖고 또 다른 두 변동성 모형, 동질적 모

형(V0)과두요인확산모형(V3)에서 LM∗는받아들일만한유의수준을갖는다.

Table 4.2의 σu = 0.01, 0.02에서의 검정력 결과를 보자. 전체 8개의 모형 중에서 n, T, σu가 각각 증

가함에 따라 검정력이 유사하게 증가함을 알 수 있다. 이는 LM 검정과 LM∗ 검정 모두 비슷한 검정

력을 가짐을 의미한다. 어떤 경우 겉보기에는 LM의 경우가 더 높은 검정력 갖는 것처럼 보이지만 이

는 LM의 높은 유의수준 왜곡에 기인하는 것이다. 이러한 유의수준 차이가 보정된다면 LM의 검정력과
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Figure 5.1. Daily KOSPI and its log return

LM∗의검정력은비슷해질것이다.

이러한유한표본연구를통하여부트스트랩 LM∗이조건부이분산모형에서 LM이지니고있는유의수

준문제를의미있게개선했다고볼수있다.

5. 실증 분석

KOSPI 지수와 원-달러 환율의 2008년부터 2012년까지의 고빈도 데이터에 근거하여 일별 실현변동성
을 계산하기 위하여 샘플링 간격을 정할 때, 위에서 제안한 부트스트랩 LM 검정이 유용하게 사용됨을

보이고자한다.

먼저 실현변동성을 2절의 기호를 사용하여 기술한다. 하루 관측치 중 샘플링을 n번 한다고 할 때,

2008년부터 2012년중어떤날 t일에서의실현변동성(RV)은다음식처럼표현할수있다.

RVt =

√√√√ n∑
i=2

r2ti.

위의 실현변동성을 계산하기 위해서는 n이 지정되어야 한다. 이를 위해서 부트스트랩 LM 검정을 사용

하였다.

5.1. KOSPI 지수

KOSPI 자료의 전체 관측 일수는 1,248일이며 하루 동안의 최소 관측 간격은 １분이다. 본 논문에서는

거래소가 열리는 오전 9시부터 오후 3시까지, 총 6시간 동안의 데이터만을 이용하여 실현변동성을 계산

한다.

실현변동성 계산에 앞서 KOSPI 지수와 수익률의 개요를 살펴본다. Figure 5.1은 일별 종가(좌)와 일

별 로그수익률(우)의 시도표이다. 왼쪽에 있는 일별 KOSPI 지수의 시도표를 살펴보면 2008년 5월부

터 급격히 하락하다 2008년 10∼11월에는 지수가 1000 이하로 내려간 날도 있다. 그 이후 1년에 걸쳐

2008년 1월 수준을 회복하는 것을 볼 수 있다. 2011년 8월부터 잠시 하락세를 보이다 2012년 말까지

증감을 반복하고 있다. 오른쪽에 있는 일별 로그수익률의 특징은 평균은 거의 0으로 일정하지만 변동폭

은크게움직이는구간과비교적작게움직이는구간으로뚜렷하게구분되는것을확인할수있다. 특히

2008년 9∼11월과 2011년 8∼11월사이에변동폭이크게나타났다.
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Table 5.1. LM test results for KOSPI (2008.01.01.∼2012.12.31.)

h, sampling
LM p-value%

bootstrap h, sampling
LM p-value%

bootstrap

interval (min) p-value% interval (min) p-value%

1 1095.8 .0 .0 9 18.2 .0 9.9

2 1172.2 .0 .0 10 11.8 .1 9.2

3 389.9 .0 .0 11 11.3 .1 13.4

4 53.5 .0 .3 12 4.3 3.9 32.0

5 .7 39.1 72.8 13 4.6 3.2 32.4

6 9.8 .2 27.5 14 1.1 28.6 57.3

7 22.9 .0 5.4 15 5.8 1.6 27.7

8 16.5 .0 8.1 16 .1 81.4 89.8

※부트스트랩반복수 B = 1000

Figure 5.2. Realized volatility for KOSPI ased on 11 minute sampling

3.1절에서 제안한 부트스트랩 LM 검정을 KOSPI 지수에 적용해 보았다. Table 5.1은 KOSPI 지수 데

이터에 적용한 부트스트랩 LM 검정 결과를 나타낸다. 각 열은 표본 추출 간격 h = 1, 2, . . . , 16(분)에

서 LM값, 유의확률, 부트스트랩 유의확률이다. 보통 “임의 선택법”을 사용할 때 9.5분과 같이 소수점

이하를 포함하는 샘플링 간격은 사용하지 않기 때문에, 우리는 정수 시간 간격에 대해서만 고려하였다.

Table 5.1에서 10% 수준의 LM 검정을 적용한다면 5, 14, 16분의 추출 간격 중 하나를 선택하면 된다.

이들 중 어느 것을 택할지에 대해서는 추가적인 조사가 필요할 것이다. 또한 부트스트랩 LM 검정에 의

하면, 추출 간격 11분이 적절해 보인다. Figure 5.2에 KOSPI 지수의 11분 간격 샘플링에 근거한 일별
실현변동성시도표가나타나있다.

5.2. 원-달러 환율

원-달러 환율 데이터의 관측 일수는 1,249일이며 하루 중 최소 관측 간격은 １분이다. KOSPI 지수와

마찬가지로개장시간(6시간)동안의데이터만을이용하여실현변동성을계산하고자한다.

먼저 원-달러환율데이터의 개요를살펴본다. Figure 5.3은일별 종가(좌)와일별로그수익률(우)의 시

도표이다. 왼쪽에 있는 일별 원-달러 환율의 시도표를 살펴보면 2008년 1월부터 차츰 증가하다 2009년

3월 1600원에 가까운 최고점을 기록하며 2010년까지 천천히 하락하는 움직임을 보인다. 이는 KOSPI

지수의 급락과 마찬가지로 미국발 금융위기의 영향을 받은 것으로 해석할 수 있다. 오른쪽에 있는 일별

로그수익률의 특징은 평균은 거의 0으로 일정하지만 변동폭은 크게 움직이는 구간과 비교적 작게 움직
이는구간으로뚜렷하게구분되는것을확인할수있다. 특히 2008년 9∼11월과 2010년 3∼5월, 2011년
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Figure 5.3. Won-Dollar exchange rate and its log return (Daily closing price (left), Daily log return (right))

Table 5.2. LM test results for won-dollar exchange rate (2008.01.01.∼2012.12.31.)

h, sampling
LM p-value%

bootstrap h, sampling
LM p-value%

bootstrap

interval (min) p-value% interval (min) p-value%

1 11197.3 .0 .0 9 389.2 .0 18.7

2 914.4 .0 .2 10 269.5 .0 19.0

3 405.6 .0 .0 11 39.3 .0 10.0

4 174.5 .0 9.8 12 13.8 .0 25.3

5 147.4 .0 2.8 13 2.3 12.6 70.4

6 161.5 .0 .7 14 .3 57.1 87.5

7 254.6 .0 3.0 15 .0 85.9 94.1

8 263.2 .0 10.4 16 .9 34.0 73.5

※부트스트랩반복수 B = 1000

Figure 5.4. Realized volatility for Won-Dollar exchange rate on 8 minute sampling

8∼11월사이에변동폭이크게나타났다.

Table 5.2의 LM 검정 결과에서 10% 수준을 적용한다면, 13분의 추출 간격을 선택하면 된다. 또 부트

스트랩 LM 검정 결과에서 10% 수준을 적용한다면 8분의 추출 간격이 적절하다고 할 수 있을 것이다.

Figure 5.4에 8분간격에근거한일별실현변동성시도표가나타나있다.

6. 결론 및 논의

본 연구에서는 기존 LM 검정의 한계점인 조건부 이분산 모형에서의 유의수준 왜곡 문제를 개선하기 위

해 부트스트래핑 방법을 적용하였다. 로그 수익률간의 상관 구조를 유지하는 정상적 부트스트래핑 표
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본을 이용하여 개선된 부트스트래핑 LM 검정을 제안하였다. 다음으로, KOSPI와 대미 원-달러 환율의

실현변동성에 대해 부트스트래핑 LM 검정을 이용하여 최적 샘플링 간격을 선택하는 것을 예시하였다.

KOSPI 지수의 경우 10% LM 검정을 적용하면 5, 14, 16분이 선택되는데 비해 부트스트래핑 LM 검정

에 의하면 11분 간격이 선택되었다. 또한 원-달러 환율의 경우 10% LM 검정을 적용하면 13분이 선택

되나부트스트래핑 LM 검정에의하면 8분이선택되었다.
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금융자산의 시장 미시구조 잡음에 대한

부트스트래핑 라그랑지 승수 검정
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요 약

본 논문에서는 정상적 부트스트래핑을 금융 자산 가격에서 시장 미시구조 잡음에 대한 라그랑지 승수 검정에 적용한
다. 몬테 카를로 실험을 통해 부트스트래핑 방법이 조건부 이분산 모형을 적용한 기존 라그랑지 승수 검정의 유의수
준왜곡문제를개선함을보인다. 이검정을 KOSPI 지수와원-달러환율과같은실제데이터에적용한다.

주요용어: 라그랑지 승수 검정(Lagrangian multiplier test), 시장 미시구조 잡음, 혼합 효과 모형, 실현

변동성.
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