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Abstract

Science has developed with great achievements after Galileo’s discovery of the law depicting a relationship

between observable variables. However, many natural phenomena have been better explained by models

including unobservable random effects. A mixed effect model was the first statistical model that included

unobservable random effects. The importance of the mixed effect models is growing along with the advance-

ment of computational technologies to infer complicated phenomena; subsequently mixed effect models have

extended to various statistical models such as hierarchical generalized linear models. Hierarchical likeli-

hood has been suggested to estimate unobservable random effects. Our special issue about mixed effect

models shows how they can be used in statistical problems as well as discusses important needs for future

developments. Frequentist and Bayesian approaches are also investigated.

Keywords: Mixed effect models, hierarchical generalized linear models, hierarchical likelihood, random ef-

fects.

1. 서론

통계학은기본적으로관측이가능한반응변수 y와설명변수 x의관계를미지의모수 θ를통해서표현한

다. Bayes (1763)에서는 θ에 대한 사전 확률 분포를 가정하고 확률(probability)을 사용하여 θ에 대한

추론이 가능함을 보였다. 그리고 R. A. Fisher는 1921년 확률과는 다른 개념인 가능도(likelihood) 함

수를 제시하였으며, 이를 통해서 θ에 대한 사전 확률 분포에 대한 가정 없이도 모수에 대한 통계적 추론

이 가능함을 보였다. Birnbaum (1962)를 보면 자료에 있는 모수 θ에 대한 모든 정보는 가능도에 있다

는 가능도 원칙(likelihood principle)를 증명하여, 가능도를 통계추론에 사용하는 이론적 기반을 마련하

였다.

1861년 영국의 천문학자 Airy은 항성간의 거리나 행성의 지름 등을 측정하는 천문학 문제를 해결하

기 위하여 기존의 일원배치 모형에 특정 밤의 대기나 조건을 추가하였는데, 이는 ‘변량 효과(random

effect)’라는 새로운 개념을 도입한 최초의 혼합효과모형을 사용한 것으로 알려져 있다. 이러한 혼합모

형에서는 미지의 모수 θ뿐 아니라, 관측할 수 없는 변량효과 v에 대한 추론이 요구되는데, 관측 가능
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한 변량들로만 이루어진 Fisher의 가능도 만으로는 관측할 수 없는 변량에 대한 추론이 불가능하다.

Pearson (1920)은 Fisher의 가능도 방법으로는 관측되지 않은 미래의 변량을 예측할 수 없는 한계를 지
적하였고, 베이지안추론법이관측할수없는변량효과를분석하기위한유일한방법이라고주장하였다.

그러나, 미지의모수 θ에대한사전확률분포의가정없이관측할수없는변량효과 v에대한추론을하

기위하여, Lauritzen (1974), Berger와 Wolpert (1984), Butler (1986), Bayarri 등 (1988), Bjørnstad

(1996) 등과 같은 학자들이 여러 가지 방법들을 제시해왔다. 관측되지 않는 변량 v를 추론하기 위해서

는 관측 가능한 변량만을 포함하는 기존의 가능도를 확장해야한다. Lee와 Nelder (1996)는 혼합선형모

형을 확장한 다단계 일반화 선형모형(hierarchical generalized linear models; HGLMs)을 제안한 후,

다단계 가능도(hierarchical likelihood; h-likelihood)를 제시하여 모수에 대한 사전분포의 가정 없이도

관측되지 않는 변량의 추론이 가능함을 보였다. Bjørnstad (1996)는 자료에 있는 미지의 모수 θ와 관
측할 수 없는 변량효과 v에 대한 모든 정보가 다단계 가능도에 있다는 확장된 가능도 원칙(extended

likelihood principle)을 증명하여, 다단계 가능도를 통계적 추론에 사용하는 이론적 발판을 마련하였다.

Pawitan (2001)은 다단계 가능도가 관측 못하는 변량을 추론하기 위한 기존 가능도의 타당한 확장이라
고역설하였다. 따라서, 다단계가능도를통해미지의모수 θ에대한추론뿐만아니라관측되지않는변
량 v까지모두추론할수있게되었다.

최근 혼합효과모형은 일반화 선형혼합모형, 다단계 일반화선형모형 등 여러 다양한 모형으로 확장되고

새로운 추론법들이 개발되어 이에 대한 관심이 고조되고 있다. 이러한 추세에 부응하여, 한국통계학회
의 응용통계연구 28권 2호는 그 중요성을 인식하여 혼합효과모형의 특집호를 준비하였다. 특집호에 실

린 총 22편 논문들은 기존 혼합효과모형, 베이지안 방법론, 다단계 가능도 방법론 등에 대한 리뷰 논문

들을포함하여, 경시적자료, 시공간자료, 이미지, 약동학, 기후, 품질관리, 금융, 유전학, 의학, 농학등

다양한 분야에 대한 이론과 응용, 계산방법에 대한 연구, 그리고 한국에서 자체적으로 개발한 변량효과
모형들에대한통계패키지소개등이있다.

자료를 측정하고, 저장하고, 처리하는 기술이 발달하면서 우리가 접할 수 있는 자료는 매우 커지고, 새

로운 형태들이어서 요구되는 통계 모형 또한 매우 복잡, 다양해지고 있다. 혼합효과모형은 이러한 빅

데이터 시대에 복잡한 자료들을 잘 설명하는 모형이다. 특히 다단계 가능도는 기존 베이지안 확률과

Fisher의 가능도를 포괄하는 새로운 통계 패러다임으로 새로이 확장된 모형들에 사용할 수 있는 획기적
방법으로서, 한국에서 이 분야에 대한 연구를 국제적으로 선도하고 있다. 혼합효과모형 특집호 논문들

이 한국통계학회 회원들에게 혼합효과모형에 대한 이해와 안목을 넓히고, 아울러 다양한 분야들에서 혼

합효과모형이사용되는계기가되기를바란다.

이 논문에서는 관측되지 않는 변량 v에 대한 추론의 중요성을 간단한 예시를 통해 (2절), 혼합선형모형

을 확장한 다단계 일반화 선형 모형과 더 확장된 모형들과 방법론들에 대해 살펴보고 (3절), 이와 관련
된여러중요한통계문제들을생각해보고자한다 (4절). 확장된가능도인다단계가능도는하나의새로

운 통계 패러다임이므로 이에 대한 리뷰는 통계 전 분야에 걸쳐서 해야 하나, 지면 관계상 현재 개발되
고있는중요한분야들에대하여우선적으로다룬다. 기존의베이지안방법론은잘알려져있으므로, 이

에대해서는베이지안리뷰논문인 Lee 등 (2014)을참고하기바란다.

2. 변량 효과의 필요성

2.1. 미래 관측치의 예측 문제

어떤 한 환자의 지난 5주간 간질성 발작의 횟수를 y = (3, 2, 5, 0, 4)라고 하자. 이 환자의 발작 횟수를

서로 독립이고 평균 모수 θ를 가지는 포아송 분포를 따른다고 하고, 이 환자의 다음주 발작 횟수 v의 예
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측확률분포를구해보자. Fisher의가능도는다음과같이나타낼수있으며,

fθ(3, 2, 5, 0, 4) =
exp(−5θ)θ3+2+5+0+4

3! 2! 5! 0! 4!
.

이를이용한 θ의최대가능도추정값

θ̂ =
3 + 2 + 5 + 0 + 4

5
= 2.8

을 구하고, 포아송 분포의 평균 모수 θ에 θ̂ 대체하는 삽입법(plug-in technique)을 이용하여 v의 예측

분포를

fθ̂(v = i|y) = fθ̂(v = i) =
exp(−2.8)2.8i

i!
, i = 0, 1, . . .

로 구할 수 있다. 하지만, Pearson (1920)은 이렇게 구하는 Fisher의 가능도에 의한 v 예측의 한계로,

θ를 추정함에 있어서 존재하는 불확실성을 v의 확률분포에 반영하지 못하는 것을 지적하였다. 이 때문

에 Pearson은 v의 예측확률을 구할 때는 θ의 사전 확률 분포 π(θ)를 가정하고 θ를 적분을 통해 소거하

므로서 θ의 추정에 따른 불확실성을 고려하는 베이지안 방법을 사용해야 함을 주장하였다. Pearson은

Jeffrey의 사전확률 π(θ) ∝ θ−1/2를 이용하여 주어진 자료에 대한 v의 예측 확률을 사후확률로 구하였
다:

P (v = i|y) ∝ (i+ 3 + 2 + 5 + 0 + 4 + 0.5)!

i! 6i+3+2+5+0+4+0.5
.

한편, 이문제에서다단계가능도는

fθ(3, 2, 5, 0, 4, v) =
exp(−6θ)θ3+2+5+0+4+v

3! 2! 5! 0! 4! v!

와같이나타낼수있다. 이다단계가능도를이용하여 v의함수로써최대다단계가능도추정치

θ̂(v) =
3 + 2 + 5 + 0 + 4 + v

6

를구한뒤, θ를 θ̂(v)로대체한프로파일가능도

fθ̂(v)(3, 2, 5, 0, 4, v)

를 통해 v에 대한 예측 확률 분포 함수를 구할 수 있다. Pearson이 주장한 베이지안 예측법은 θ에 대한

사전 확률 분포를 가정해야하나, 예시한 바와 같이 다단계 가능도를 이용한 추정방법은 사전 확률 분포

의가정없이도 θ의추정에따른불확실성을고려한 v에대한예측확률분포를구할수있음을알수있
다 (Figure 2.1).

2.2. 다중 N 가설검정 문제에서, 관측할 수 없는 변량들

다중검정(multiple testing) 문제에서 Benjmini와 Hochberg (1995)는 오발견율(false discovery rate;

FDR)이라는 측도를 제안하였다. 예를 들어, 총 N개의 검정 대상 중에, 어떤 통계적 방법론을 통

해 R개의 가설들을 기각했다고 하면, 다음 Table 2.1을 구할 수 있다. 여기서 Benjmini와 Hochberg

(1995)는 오발견율을 FDR = E(v01/R)로 정의하였다. 이 때, Table 2.1에서 R과 N외에 v00, v01, v10,

v11은 모두 관측할 수 없는 변량들임을 알 수 있다. 따라서, 다중 검정 문제에서도 올바르게 오발견율을

추정하고 문제를 풀기 위해서는 관측할 수 없는 변량이 포함된 통계모형과 추론이 필요함을 알 수 있다.
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Figure 2.1. Predictive density of the number of seizure counts: Plug-in method (△), Bayesian method (⃝) and

h-likelihood method (+).

Table 2.1. Unobservables of interest in testing N hypotheses

Declared as null Declared as alternative Total

Null v00 v01 N0

Alternative v10 v11 N1

Total N −R R N

3. 혼합선형모형의 확장

3.1. 혼합선형모형

변량효과 v가 포함된 가장 간단한 모형으로 혼합 선형모형을 둘 수 있다. y는 N개의 반응변수로 이루

어진 벡터를, X와 Z는 각각 미지의 상수인 고정효과 β와 관측하지 못한 변량효과 v의 모형 행렬로서

N × p, N × q의차원을가진다고하자. 이때, 기본적인혼합선형모형은다음과같이나타낼수있다.

y = Xβ + Zv + e. (3.1)

이 때, 변량 v와 오차 e의 분포 가정은 e v MVN(0,Σ), v v MVN(0, D)이며 보통 v와 e는 독립이라고

가정한다.

v가주어졌을때, 반응변수 y는 E(y|v) = Xβ + Zv를평균으로, Σ를분산으로하는정규분포를따르며,

v는평균이 0이고분산이 D인정규분포를따른다. 이경우, 다단계 (로그-) 가능도는다음과같다.

h = log f(y, v) = log f(y|v) + log f(v)

= −1

2
log |2πΣ| − 1

2
(y −Xβ − Zv)tΣ−1(y −Xβ − Zv)− 1

2
log |2πD| − 1

2
vtD−1v. (3.2)
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모수가주어졌다고할때, h를최대로하는 v의추정량은다음과같이얻을수있다.

v̂ =
(
ZtΣ−1Z +D−1)−1

ZtΣ−1(y −Xβ) = E(v|y). (3.3)

3.2. 다단계 일반화 선형모형

기존의 일반화 선형모형 (Nelder와 Wedderburn, 1972)에 변량 효과를 추가한 일반화 선형 혼합모

형(Generalized linear mixed models; GLMMs)은 관측 가능한 변량 y를 지수족으로 확장하고, 변량

효과를 정규 분포를 따르는 모형만 다룬다 (Breslow와 Clayton, 1993). 한편, Lee와 Nelder (1996)은

변량 효과의 분포 또한 지수족으로 확장한 다단계 일반화 선형모형(Hierarchical Generalized Linear

Models; HGLMs)을제안하고, 다음과같이정의하였다.

(i) 변량효과 u가주어졌을때, 반응변수 y의모형으로다음을만족하는일반화선형모형을가정한다.

E (y|u) = µ and var (y|u) = ϕV (µ) ,

여기서 ϕ는 산포모수를, V ( )는 분산함수를 의미한다. 정준 모수 θ = θ(µ)를 정의하면, 로그 가능도함
수의커널은다음과같이주어진다. ∑ yθ − b(θ)

ϕ
.

평균 µ는연결함수 g( )를통해, 다음과같이모형화되며

η = g (µ) = Xβ + Zv. (3.4)

이때, v = v (u)는변량효과 u의단조변환된변량효과, β는고정효과를의미한다.

(ii) 변량효과 u는모수 λ를가지는지수족분포를따른다.

예를들어, y|u가다음과같은평균을가지는포아송분포를따른다고가정해보자.

µ = E(y|u) = exp(Xβ)u

로그연결함수는다음과같은선형식을만든다.

η = log µ = Xβ + v

이때, v = log u이고, u가 감마 분포를 따르면, v는 로그-감마 분포를 따르게 되며, 이러한 모형을 포아

송-감마다단계일반화선형모형이라고한다. 일반화선형혼합모형의경우, v의분포로정규분포만고
려하게 된다. 다단계 일반화 선형모형의 특수한 예들로 y|u와 u의 분포별로 주로 많이 쓰이는 모형들

은 Table 3.1와 같이 나타낼 수 있다. 모형을 적합 하는데 필요한 모수 및 변량효과들을 추정하기 위해,

Lee와 Nelder (1996)은다음과같은다단계가능도(h-likelihood)를정의한다.

h = log fϕ(y|v) + log fλ(v), (3.5)

여기서 log fϕ(y|v)는 산포모수 ϕ를 가지는 y의 로그 조건부 확률 밀도 함수를 의미하고, log fλ(v)는 또

다른 산포모수 λ를 가지는 v의 로그 확률밀도 함수를 의미한다. 위의 모형 (3.4)에서 추정해야할 대상

은변량효과 v, 평균모수 β, 산포모수 τ = (ϕ, λ)이다.
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Table 3.1. Examples of HGLMs with distributions of y|v and u

y|v distribution g(µ) u distribution v(u) Model

Normal identity Normal identity Linear mixed models

Binomial logit Beta logit beta-binomial model

Binomial logit Normal identity Binomial GLMM

Gamma log Normal identity Gamma GLMM

Gamma log Inverse-gamma reciprocal Gamma HGLM

Poisson log Normal identity Poisson GLMM

Poisson log Gamma log Poisson HGLM

또한 Lee와 Nelder (2001)은 다음과 같은 수정된 단면 가능도(adusted profile likelihood)를 정의하였

다.

pα(l) =

[
l − 1

2
log

∣∣∣∣D(l, α)

2π

∣∣∣∣] ∣∣∣∣
α=α̃

,

여기서 l은 로그 주변 가능도 또는 다단계 가능도를 의미하고, D(l, α) = −∂2l/∂α∂αT이고 α̃는

∂l/∂α = 0의 해이다. 모형에 필요한 값들을 추정하는데 있어서 Lee와 Nelder (2001)은 변량효과

v는 식 (3.5)의 h를 최대화 시키는 값을, 평균 모수인 β는 수정된 단면 가능도 pv(h)를, 분산 성분인

τ는 pv,β(h)를최대화시키는값으로구하였다.

Lee와 Nelder (1996)은 다단계 일반화 선형모형의 여러 종류의 성분을 검정하기 위해 다양한 이탈

도(deviance)들을 정의하였다. 변량효과를 검정하기 위해서는 이탈도로 −2h를, 고정효과를 검정하기

위해서는 주변 로그 가능도 l을 이용한 −2l을, 그리고 산포모수에 대해서는 −2 log fθ(y|β̂)를 사용할 것
을제안했다. 주변로그가능도 l과 log fθ(y|β̂)을수치적으로구하기어려운경우, 해당되는근사함수로
pv(h)와 pβ,v(h)를사용한다. 실제검정방법은 Lee 등 (2006)에나와있다.

3.3. 이중 다단계 일반화 선형모형

지금까지 살펴본, 다단계 일반화 선형모형은 평균 모형에 변량효과를 포함 시킨 모형이다. 평균 모
형 외에도 분산모형에도 변량 효과를 포함시켜 모형을 확장할 수 있다. Lee와 Nelder (2006)는 평

균과 분산에 모두 변량효과를 도입한 이중 다단계 일반화 선형모형(Double hierarchcial generalized

linear models; DHGLMs)을 개발하였다. 평균뿐만 아니라 분산에 있어서 개체들 또는 군집들 사이
의 이질성이 모형에 고려되어야 할 때, 사용될 수 있는 모형이다. 뿐만 아니라, 경제학에서 사용되는

ARCH(autoregressive conditional heteroskedasticity; Engel, 1982)나 GARCH(generalized ARCH)

등의모형들을포함하며, 오차가정규성을벗어난이상치를가지는두꺼운꼬리를가지는분포들에대한
추론등에필요한모형도쉽게확장이가능하다. 모형을추론함에있어, 이중다단계일반화선형모형은

내부적으로여러개의일반화선형모형들이결합한것으로생각할수있고, 앞에서소개한다단계가능도

를 이용한 일반적인 추론 방법을 그대로 쓰면 되기 때문에 통계적, 수치적으로 효율적인 알고리즘을 제

공한다.

이중다단계일반화선형모형의기본적인구조는다음과같다.

(i) 변량효과쌍 (a, u)가주어졌을때, 반응변수 y는다음과같은조건부평균과분산을가진다.

E (y|a, u) = µ and var (y|a, u) = ϕV (µ) .
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다단계일반화선형모형과마찬가지로평균 µ에대한선형예측치는

η = g (µ) = Xβ + Zv (3.6)

로생각할수있다. 이때, v = v(u)이다.

이중 다단계 일반화 선형모형으로의 확장에 있어 중심이 되는 요소는 산포 모수 ϕ에 대하여 변량효과를

도입하는것이다. 연결함수 h( )를통하여, ϕ에대하여또하나의일반화선형모형을모형화한다.

ξ = h (ϕ) = Gγ + Fb (3.7)

이때, G와 F는고정효과 γ와변량효과 b = b (a)에해당하는모형행렬을의미한다.

(ii) 변량효과 u는산포모수 λ를, 변량효과 a는산포모수 α를가지는지수족분포를따른다.

이 모형에서 산포모수는 ϕ 외에도 평균 모형에 쓰인 변량효과 u의 산포모수 λ, 분산 모형에 쓰인 변량

효과 a의 산포모수 α가 더 있다. 실제로 이중 다단계 일반화선형모형은 λ와 α 각각에 대해서도 일반화

선형모형을적용할수있다 (Lee 등, 2006).

이중다단계일반화선형모형에서의추론을위해서는다음과같이다단계가능도를정의할수있다.

h = log f(y|v, b;β, ϕ) + log f(v;λ) + log f(b;α),

여기서 f(y|v, b;β, ϕ), f(v;λ)와 f(b;α)는 각각 (v, b)가 주어졌을 때 y의 조건부 밀도함수, v와 b의 밀

도함수를 나타낸다. 주변 가능도 Lv,b는 h를 변량효과 v, b에 대하여 적분하여 다음과 같이 얻을 수 있

으며

Lv,b = log

∫
exp(h)dvdb = log

∫
expLvdb = log

∫
expLbdv,

Lv = log
∫
exp(h)dv, Lb = log

∫
exp(h)db이다. 다단계 가능도 h와 주변 가능도 Lv, Lb,v는 변량효과

와 고정효과들에 대한 적절한 추론을 제공한다. Lv와 Lb,v계산이 수치적으로 어려울 때는, 앞에서 설명

한바와같이 pv(h) pv,b(h) 등을사용하는것을권장한다.

3.4. 다변량 이중 다단계 일반화 선형모형

반응변수들이 다변량으로 관측이 되고, 각각의 반응변수 간의 상관관계를 모형에 반영하기 위해서는 서
로 상관된(correalted) 변량 효과들을 모형에 사용하면 된다. 먼저, 반응변수별로 적절한 이중 다단계일

반화 선형모형(DHGLMs)을 만들고, 이들 모형에 들어있는 변량효과 간에 상관성을 고려함으로써, 서

로 결합시킨 모형을 다변량 이중 다단계 일반화선형모형(multivariate DHGLMs; MDHGLMs)이라고

부른다. MDHGLMs을 사용하게 되면, 여러 형태(연속형, 이산형 등)를 갖는 반응변수들의 상관관계를
혼합모형에반영하여분석할수있다는장점이있다 (Lee와 Noh, 2012; Molas 등, 2013).

MDHGLMs의 예시로 (Price 등, 1985)의 ethylene glycol 독성 실험 자료를 살펴보자. 이 실험의 반

응 변수는 두 가지로 하나는 쥐 태아의 몸무게(연속형 반응변수)와 기형 여부(이산형 반응변수)이며 약

물의 투여 정도에 따라 쥐 태아의 기형 여부와 몸무게의 변화 여부를 살펴보기 위한 실험이다. 기형여

부와 몸무게 사이에 상관성이 존재할 것이라고 생각된다면, 다음과 같은 MDHGLMs을 수립하여, 쉽

게모형화할수있다. i번째어미쥐의 j번째태아의몸무게와기형여부를 y1ij , y2ij라한다면, 변량효과

wi, ui가주어졌을때다음과같은조건부모형을고려한다.

y1ij |wi ∼ N(µij , ϕ), µij = x1ijβ1 + wi,

y2ij |ui ∼ Bernoulli(pi), logit(pij) = x2ijβ2 + ui.
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만약 쥐 태아의 몸무게와 기형여부가 독립적이라고 가정한다면, 각각 별개의 HGLM 모형을 적합하면

된다. 하지만, 몸무게와 기형여부간의 상관성을 고려하기 위해, 두 변량효과 wi와 ui 간에 식 (3.8)과

같이 이변량 정규분포를 고려하면, 두 HGLM 모형은 결합된 형태로 하나의 MDHGLM 모형으로 생각

할수있다. (
wi

ui

)
∼ N

(
0,

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

))
. (3.8)

다단계 가능도를 이용하여 각각의 모수들을 추정하게 되면 약물의 효과(β)와 더불어 기형여부와 몸무게

의상관관계(ρ)를동시에추정하고검정할수있다.

4. 다단계 일반화 선형모형의 활용

4.1. 평활법

평활법(smoothing)은 비모수적 함수 추정에서 많이 쓰이는 방법으로 평균 모형을 선형으로 적합 하는
대신임의의매끄러운함수 f(x)를이용하여

E(y|x) = f(x)

를 만족시키는 적합 방법이다. f(x)의 매끄러운 정도를 조절하기 위해 가장 보편적으로 사용되어 지는

방법은벌점최소제곱(penalized least square) 방법으로아래의식을최소화하는 f(x)를구한다.∑
i

(yi − f(xi))2 + ρ

∫ ∣∣∣f (d)(x)
∣∣∣2 dx, (4.1)

여기서 f (d)(x)는 f(x)의 d차 미분이고, ρ는 평활모수이다. f(x)를 q개의 기저 함수(Bj(x))를 이용하

여일반적인스플라인모형으로만들면

f(x) =

q∑
j=1

vjBj(x)

로표현할수있으며이때회귀분석모형의형태로다시써보면

yi =

q∑
j=1

vjBj(xi) + ei

이고, 행렬형태로는

y = Zv + e

이다. 여기서 모형 행렬 Z의 원소는 zij ≡ Bj(xi)로 정해진다. 이렇게 나타낼 경우 식 (4.1)에서 벌칙

함수는

ρ

∫ ∣∣∣f (d)(x)
∣∣∣2 dx ≡ ρvtPv,

로나타낼수있고여기서 P의 (i, j)번째원소는∫
B

(d)
i (x)B

(d)
j (x)dx
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로표현할수있다. 즉, 결국식 (4.1)은

||y − Zv||2 + ρ
∑
j

|∆2vj |2 ≡ ||y − Zv||2 + ρvtPv

로 선형 혼합모형의 형태로 표현이 된다. 결과적으로 평활법 또한 변량효과모형으로 설명 할 수 있으며

기존의 선형혼합 모형 또는 다단계 일반화 선형모형의 추정 방법을 통해 함수추정이 가능하다. 이것에

대한좀더구체적인설명은 Lee 등 (2006)을참고하기바란다.

4.2. 생존자료 분석에서의 변량효과

생존자료 분석에서도 변량효과의 적용이 가능하다. 생존 자료 분석에 사용되는 대표적인 모형인 Cox의

비례 위험 모형에 변량효과(즉 프레일티)를 포함한 모형인 프레일티 모형(frailty model)이 그 대표
적인 예이다. 특히 프레일티 모형은 개인이나 군(cluster)에 의해 생존자료가 얻어지는 다변량생존자

료(correlated survival data)의분석에매우유용하다.

Tij (i = 1, . . . , q, j = 1, . . . , ni, n =
∑

i ni)를 i번째 사람의 j번째 생존시간이라 하고 Cij를 대응하

는 중도 절단시간이라고 하자. 그러면 관측가능한 확률변수는 Yij = min(Tij , Cij)와 중도절단 여부인

δij = I(Tij ≤ Cij)이다. ui를 i번째사람의변량효과로하고, ui가주어졌을때조건부 Tij의위험함수

는

λij(t|ui) = λ0(t) exp
(
xTijβ

)
ui

으로 모형화한다. 여기서 λ0(·)는 모수적 또는 비모수적 기저(baseline) 위험함수이다. 이때 ui의 분포

는 ξ를모수로갖는분포로정의되며주로감마분포나로그정규분포를사용한다.

vi = log(ui)로두고 f2i를 vi의확률밀도함수라할때, 프레일티모형에대한 Lee와 Nelder (1996)의다

단계가능도는다음과같이표현할수있다 (Ha 등, 2001):

h = h(β,Λ0, ξ) =
∑
ij

ℓ1ij +
∑
i

ℓ2i,

여기서 ℓ1ij = ℓ1ij(β,Λ0; yij , δij |ui) = log f1ij , ℓ2i = ℓ2i(ξ; vi) = log f2i이고,

f1ij = {λ(yij |ui)}δij exp{−Λ(yij |ui)}

로 표현된다. 여기서 Λ(·)는 누적위험함수이다. 이에 대한 보다 상세한 추론방법 및 예제는 Ha 등

(2012)을참고하기바란다.

4.3. 결측치 처리

일반적인가능도이론은모든관측치가갖추어진(complete) 자료를기본으로한다. 그러나자료에는관
측되지 않거나 누락된 자료가 존재하는 경우가 종종 있다. 이러한 문제를 해결하기 위해 많은 연구들이
진행 되어 왔으며 변량효과를 이용한 결측자료(missing data) 분석 또한 가능하다. 결측없이 모두 관측
했다고 가정할 때, y∗i = (yi1, . . . , yiJ)를 i번째 사람의 모든 자료라 하고, y∗i 중에 실제로 관측한 값들을
yOi , 결측에 해당하는 부분을 yMi 이라고 하자. 또한 Ri = (Ri1, . . . , RiJ)를 결측 여부를 알려주는 벡터

라고하자. 즉, j번째관측치가결측이면 Rij = 0이고, 관측이되면 Rij = 1이다.
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y∗i와 Ri의결함분포함수는아래와같이계산할수있으며

f (y∗i , Ri; θ, λ) ≡ f (y∗i ; θ) f (Ri|y∗i ;λ) . (4.2)

이때, 결측값 yMi 를관측하지못한변량 vi로처리하고, 다단계가능도를

h =
∑
i

f (y∗i , Ri; θ, λ) =
∑
i

log f
(
yOi , vi, Ri; θ, λ

)
로 세움으로써, 기존의 다단계 가능도 이론으로 혼합모형 안에서 고정된 모수 (θ, λ)와 결측값인 변량

vi = yMi 에대한추론이동시에가능해진다.

4.4. 변수선택법

모형에 사용되는 설명 변수의 수가 매우 많은 경우, 모든 변수들이 실제로 유의미한 경우는 드물다. 그
래서유의미한변수들을선택하기위해벌칙가능도(penalized likelihood; PL)방법이많이연구되어졌
다. 벌칙 가능도 방법은 기존의 가능도에 적절한 벌칙함수(penalty function)를 붙임으로써 벌칙 가능

도를 최대화 하는 모수를 추정하다보면 자동적으로 의미 있는 변수가 선택되는 방법이다. 먼저 간단한

선형모형을가정하여보자.

yi = xTi β + ϵi i = 1, . . . , n (4.3)

ϵi
iid.∼ N(0, ϕ).

이때다음과같은 Qλ(β)를최소로하는회귀계수 β를찾는방법이벌칙가능도방법이다.

Qλ(β) =
1

2

n∑
i=1

(
yi − xTi β

)2
+

d∑
j=1

pλ(|βj |),

여기서 pλ(|βj |)는 주어진 벌칙함수이고, λ는 벌칙함수의 모양을 결정해주는 모수이다. Lee와 Oh

(2014)는회귀계수 β를변량효과로보고혼합효과모형을적합하여벌칙가능도방법에서와같은해를구
하고, 이론적으로 좋은 성질을 가진 새로운 벌칙함수를 제안하였다. Lee와 Oh (2014)는 또 하나의 변

량효과 u가주어졌을때, β가정규분포를따른다고가정하였다:

β|u ∼ N(0, uθ).

그리고 정규 분포의 분산성분에 들어있는 변량 u는 E(u) = 1, Var(u) = w를 가지는 감마 분포를 따

른다고 가정한다. 이러한 변량효과 모형을 가정하고 다단계 가능도를 이용하여 Lee와 Oh (2014)는 식

(4.3)에서벌칙함수 pλ(|βj |)이다음과같이표현됨을보였다.

pλ(|βj |) =
ϕ

2θ

βj
û

+
ϕ(w − 2)

w
log û+

ϕ

w
û,

û = û(βj) = w


(

2

w
− 1

)
+

√
8β2

j

wθ
+

(
2

w
− 1

)2

/4.

이러한 방법으로 제안된 벌칙함수는 w의 값에 따라 그 모양이 변화하게 되며, 특히 w가 2보다 큰 경

우 0에서의 값이 음의 무한대값을 갖는 형태가 된다. 이러한 새로운 벌칙함수는 통계학의 전반적인 부

분에 사용되고 있으며 그 이론적 성질 또한 여러 논문에서 다뤄지고 있다. 특히, 선형 모형, 일반화선형
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모형의 일반적인 회귀모형 외에도, 주성분분석, 정준 상관분석, 부분 최소제곱법과 같은 다변량 자료 분

석 및 프레일티 모형, 경쟁 위험 모형과 같은 생존 자료 분석에 많이 응용되어 변수선택에 있어서 탁월

한 성능을 보인바 있다 (Lee와 Oh, 2014; Lee 등, 2010, 2011; Ha 등, 2014). 또한 변수 간의 그룹정보
가있는경우, 그룹정보를반영하여변수선택을하는방법또한개발되었다 (Lee 등, 2015).

4.5. 다중검정법

최근 기술의 발전에 의해 유전학이나 영상자료 분석에서는 수천개의 가설을 동시에 검정해야 하는 일이
벌어진다. 이러한 다중검정 문제를 해결하기 위한 방법으로 p-value를 이용한 Benjamini와 Hochberg

(1995)의 오발견율(False discovery rate; FDR) 제어 방법 등이 제안되었고, 많이 사용되고 있다.

2.2절에서 언급하였듯이, 다중검정 문제 또한 관측하지 못한 변량이 모형에 들어있어야 하므로, Lee와

Bjørnstad (2013)는다중검정문제를관측하지못한변량의예측문제로보고, 확장된가능도를이용한

변량효과 모형과 추론을 통해 효율적으로 오발견율을 제어하기 위한 방법을 제안하였다. 특히, Lee와

Bjørnstad (2013)는 p-value와 같은 요약통계량을 기초로한 검정 방법은 비효율적임을 지적하고, 최적

의 검정방법은 올바른 통계모형과 확장된 가능도를 통해서 해결 될 수 있음을 보였다. yij를 i번째 가설

Hi에 해당하는 j번째 개체의 자료라고 하자 (i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , n,). 여기서, yij의 모형으로 효

과크기 wi와오차항 eij를가지는선형모형

yij = wi + eij , E(eij) = 0, Var(eij) = ϕi

을 가정한다. 각 Hi별로, 이진형 변량 oi를 도입한다. 즉, oi = 1이면 i번째 귀무가설이 거짓인 경우이
며, oi = 0은 i번째 귀무가설이 참인 경우라 하자. 귀무가설을 효과크기 wi가 거의 0에 가까움이라고

할때, oi에따라다음처럼 wi의평균과분산을가정할수있다.

oi = 0일때, E(wi) = 0, Var(wi) = σ2,

oi = 1일때, E(wi) = µ, Var(wi) = τ2.

이때, 식을정리하면, 통계량

ti =
ȳi√

ϕi/n+ σ2

가따르는분포는아래와같다.

oi = 0일때, ti ∼ f0, iid E(ti) = 0, Var(ti) = 1,

oi = 1일때, ti ∼ f1i, independent E(ti) = µ∗
i , Var(ti) = φi,

µ∗
i =

µ√
ϕi/n+ σ2

, φi =

(
ϕi/n+ τ2

)
(ϕi/n+ σ2)

.

위의 모델에서와 같이 귀무가설의 참 거짓 유무를 관측되지 않은 이진형 변량효과로 놓음으로서 확장
된 가능도 방식으로 다중검정 문제를 이진형 변량효과 oi를 예측하는 문제로 생각할 수 있다. 실제

관련 모수 및 오발견율을 추정하고, 주어진 손실함수를 최소화 하는 최적화된 다중검정 방법은 Lee와

Bjørnstad (2013)를참고하길바란다. 최근에는 Lee와 Bjørnstad (2013) 방법을확장하여 oi가이진형

이 아닌 여러개의 카테고리를 가지고 있는 이산형일 때의 다중 검정 문제나, 각 검정 간 상관관계가 있
는다중검정의문제에대한연구도진행되고있다.
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5. 결론

기존의 통계학 모형들은 관측 가능한 변량들 사이의 관계만을 설명하였다. 따라서, 관측할 수 없는
변량효과를 이용하여 관측된 변량들을 설명하는 새로운 통계학 모형들이 대두되었다. 그러나, 기존의

Fisher의 가능도는 관측할 수 없는 변량들에 대한 추론을 할 수 없으므로 다단계 가능도로 확장하여야
한다. 이는 통계학의 새로운 패러다임으로서 이를 이용하여 변수들 간의 상관, 미래 예측, 분류 등 여러

다양한분야에서사용될수있다. 한편, 이런모형들을이용하여인과관계의규명, 또는구조방정식과의
융합을통해기존통계학의범위를넓히는새로운길을열어야한다. 이논문에서는관측되지않는변량
이포함된혼합효과모형을위주로논하고, 다단계일반화선형모형과그확장된모형을중심으로간단히
소개를 하였다. 장래에 통계적 문제들이 점점 다양해지고 복잡해짐에 따라 변량효과를 포함하는 복잡한

모형들과이를분석하기위한다단계가능도에대한연구와자료분석등의수요는점점더커질것이다.

한국의 통계학자들도 혼합효과모형과 확장된 가능도 이론의 발전에 중요한 역할을 하기를 바라면서 글
을마친다.
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혼합효과모형의 리뷰
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요 약

관측 가능한 변수들 사이의 관계를 묘사한 갈릴레오의 물리학 법칙 발견 이후, 과학은 큰 성과를 거두며 발전해왔다.

그러나, 관측할 수 없는 변량효과를 함께 이용하여 더 많은 자연 현상을 설명할 수 있게 되었고, 이를 이용한 최초

의 통계적 모형인 혼합효과모형이 소개되었다. 계산기술의 발달과 더불어 복잡한 현상에 대한 추론을 위하여 혼합효

과모형은 그 중요성이 더욱 커지고 있다. 이러한 혼합효과모형은 최근 다단계 일반화 선형모형을 포함한 여러 모형
으로 확장되었으며, 관측할 수 없는 변량효과를 추론하기 위한 다단계 가능도가 제시되었다. 혼합효과모형 특집호를

통해 이러한 모형들이 여러 통계학적 문제점을 해결하는 과정을 제시하고, 앞으로 어떤 확장이 추가적으로 요구되는
지에대하여논할것이다. 빈도록적접근법과베이지안접근법을함께다룬다.

주요용어: 혼합효과모형, 다단계일반화선형모형, 다단계가능도, 변량효과.
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