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A Historical Overview of Elliptic Curves
타원곡선의 역사 개관
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Elliptic curves are a common theme among various fields of mathematics, such as
number theory, algebraic geometry, complex analysis, cryptography, and math-
ematical physics. In the history of elliptic curves, we can find number theoretic
problems on the one hand, and complex function theoretic ones on the other. The
elliptic curve theory is a synthesis of those two indeed. As an overview of the his-
tory of elliptic curves, we survey the Diophantine equations of 3rd degree and the
congruent number problem as some of number theoretic trails of elliptic curves.
We discuss elliptic integrals and elliptic functions, from which we get a glimpse
of idea where the name ‘elliptic curve’ came from. We explain how the solution
of Diophantine equations of 3rd degree and elliptic functions are related. Finally
we outline the BSD conjecture, one of the 7 millennium problems proposed by the
Clay Math Institute, as an important problem concerning elliptic curves.
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1 서론

타원곡선은 수학에서 매우 중요한 연구 대상이다. 실제로 페르마의 마지막 정리의 증명에

핵심적인 역할을 하고 (1994년) 효율적인 암호체계를 만드는 데도 이용되면서 (1985년),

정수론 분야에서 매우 중요한 연구 주제임이 입증되었다. 또한 2000년에 미국의 클레이

수학연구소에서 제시한 백만불의 상금이 걸려있는 일곱 개의 문제 중 하나인 BSD 추측도

타원곡선과 관련된 문제이고 보면 타원곡선이 얼마나 중요한 연구 대상인지 짐작할 만하다.

실제로 타원곡선은 정수론뿐만 아니라, 현대대수학, 대수기하학, 복소해석학 등을 포함한
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광범위한 수학적 지식이 요구되는 연구 주제이다.

이 논문은 타원곡선의 정의와 활용을 먼저 간단히 소개하고, 타원곡선의 유래와 관련

역사를 한 눈에 조망함을 목표로 한다. 1901년에 푸앵카레에 의해서 정립된 타원곡선 이

론은 정수론 측면의 내용과 복소해석학 측면의 내용을 종합하여 이루어진 것이다. 그래서

타원곡선의 역사를 알기 위해서는 두 줄기의 역사를 살펴보아야 한다. 3세기경 디오판투

스로부터 시작되는 이산 수학적 내용으로 구성된 줄기와 17세기경 적분학의 발달과 함께

시작되는 연속 수학적 내용의 줄기가 그것이고, 이들 두 줄기가 서로 어떻게 연관되어져

하나의 이론으로 거듭나게 되었는지를 정리하는 것이 타원곡선의 역사를 이해하는 일이

될 것이다. 그래서 우리는 타원곡선 관련 문제의 시작과 타원곡선의 유래 등을 살펴보고

타원곡선 이론이 생겨나게 되는 배경을 조망함과 더불어 타원곡선과 관련된 중요 문제인

BSD 추측을 소개하는 것으로 논문을 마무리하고자 한다.

2 타원곡선의 소개

2.1 타원곡선이란 무엇인가?

디오판투스로부터 뉴턴에 이르기까지 약 1500년 동안 타원곡선은 특정한 3차방정식으로

정의된 곡선으로 알려졌을 뿐이었다. 타원곡선을 원추곡선의 성질이 조금 일반화된 곡선

으로 보았고, 특히 원추곡선에서처럼 간단한 방법으로 타원곡선 위의 유리점을 찾을 수도

있었다.

17세기에 원추곡선인 타원의 길이를 구하는 과정에서 생겨난 타원적분이 다항함수,

유리함수, 삼각함수, 지수함수, 로그함수 등을 아우르는 초등함수로는 계산할 수 없음이

밝혀지면서 원추곡선과 타원곡선의 중요한 차이점이 드러나기 시작하였다. 그것은 타원

곡선은 원추곡선과는 다르게 유리함수로 매개변수표현이 되지 않는다는 것이다. 19세기

초에 타원적분 대신 그 역함수인 타원함수를 고려하기 시작하였고, 복소변수가 도입되면서

타원곡선과 원추곡선의 위상적 차이가 분명하게 드러나게 되었다. 타원곡선이란 이름은

그 발생과정에서 우연하게 붙여진 이름이다. 현대에 알려진 타원곡선은 정수론, 기하학,

현대대수학, 해석학, 위상수학이 종합되어 나타난 결과이다 [22].

타원곡선의 정의

타원곡선은 3차방정식이 다루어지는 체의 특성수에 따라 조금은 다르게 표현된다. 여기

서는 타원곡선을 소개하기 위한 목적으로 실사영공간 또는 복소사영공간에 정의된 타원곡

선을 다루기로 한다.

상수 a, b에 대하여 특이점을 갖지 않는 방정식

y2 = x3 + ax+ b
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에 의해 정의된 곡선을「타원곡선 (elliptic curve)」이라고 한다. p(x) = x3 + ax + b라

하면 곡선 f(x, y) = y2 − p(x) = 0의 특이점은 fx = 0, fy = 0을 만족시키는 점이다.

이를 다시 쓰면 p(x) = 0, p′(x) = 0이므로, 특이점이 없다는 말은 다항식 p(x)가 중근을

가지지 않음을 뜻한다. 즉, p(x)의 판별식이 ∆ = −16(4a3 + 27b2) ̸= 0임을 의미한다.1)

타원곡선은기하학적으로는대수곡선이고,대수학측면으로는아벨군이다. 타원곡선군에서의

연산은기하적으로는교점을구하기위한작도법,대수적으로는방정식의풀이,해석학적으로

는복소함수를이용하여정의하고설명할수있다.

타원곡선은정수론에서복소해석학,그리고암호론에서수리물리학에이르기까지다양한

분야에서다루어지는중요주제이자도구이다.

2.2 타원곡선의활용

타원곡선은 긴 역사를 지녔다. 2–3세기경에 디오판투스에 의해서 처음으로 3차방정식이

연구되었고,그후로타원곡선에관한이론이정수론분야에서다루어져오다가,최근에이르러

암호학에 응용되기까지에 이르렀다. 1984년에 렌스트라 (Lenstra)가 타원곡선을 이용하여

정수를소인수분해한것이암호학에서의최초의응용으로간주된다. 1985년에밀러 (Miller)

와 코블리츠 (Koblitz)가 타원곡선을 활용한 새로운 암호체계를 제안하였다. 또한, 소수를

판별하거나,페르마의마지막정리의증명에도중요한도구로활용되는등,타원곡선의응용

범위는계속해서늘어나고있다 [3, 7, 11].

유한체상의 타원곡선은 중요한 특징을 갖는다. 정해진 유한체 한 개에 대해서도 다양한

크기의 아벨군이 있고, 군 연산이 효율적이며, 군의 원소들의 표현이 불명확하다는 점 등이

정수의 인수분해, 소수의 판별, 암호 등에 활용되는 중요한 요인이다. 특히, 작은 사이즈의

타원곡선군을이용하여다른암호체계와같은수준의보안성을가진암호체계를만들수있고,

많은경우에암호화키의사이즈가작아지고작은밴드폭이요구되며빠르게실행되는장점이

있다 [24].

진자와관련된역학문제나끈이론 (string theory)에서도타원함수가활용되는등,물리학

에서도타원곡선의응용을발견할수있다 [24].

1) ∆ ̸= 0은 사영공간에서 동차좌표로 나타낸 타원곡선 Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3이 특이점을 갖지 않음을
의미한다.
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3 타원곡선의역사 : 정수론

3.1 디오판투스방정식

디오판투스에대하여는정확하게알려진것이없다. 다만대략 150년에서 350년경에알렉산

드리아에서살았던수학자로서 2개이상의변수를포함하는다항방정식의유리수해를구하는

다양한문제들을다루어 13권으로구성된책《Arithmetica》를출판하였음이알려졌을뿐이

다 [18]. 이책은알렉산드리아도서관이파괴될때분실되었으나, 16세기에 6권이발견되어

페르마를 포함한 유럽 수학자들의 집중 연구 대상이 되었고, 1971년에 추가로 다른 4권이

발견되어,나머지 3권만없어진상태로남아있다 [12].

디오판투스는대수적인기호를만들어사용하였고, 6차부정방정식까지다루었으며,그리스

수학의주류와다르게기하적인맥락이나함의가없이대수방정식자체만을다루었다. 그는방

정식의유리수해를구하는데관심을두었고,양의해를구하고자했다 [13,18]. 디오판투스는

눈에뻔히보이는유리수해를갖는부정방정식을다루었는데이에대한예를몇개살펴보자.

아래에제시된문제들은바슈마코바 (Bashmakova)의논문 [4]에소개되어있다.

《Arithmetica》제2권 8번문제는주어진 a2을두개의제곱수로나누는문제이다2).

x2 + y2 = a2, a2 = 16

디오판투스는이미알고있는유리수해인 (0, 4)외에다른해를구하기위하여, y = kx− 4

를이용하였고특별히 k = 2일때3) 해 x = 16/5, y = 12/5를구하였다.

위의문제를일반화하여제2권 9번문제로

x2 + y2 = N = a2 + b2, N = 13

과같은문제도다루었다. 이방정식의뻔한유리수해는 (2, 3)이다. 디오판투스는 x = t+ 2

로두고해가 t = 0, y = 3이되게하여 8번문제의형태로바꾼다음, y = kt − 3으로두고

k = 2일때해를구하였다.

실제로위의문제들에서 k가유리수면무엇이든상관없이유리수해를구할수있다. 디오

판투스는그의방법으로무한히많은유리수해를구할수있음을알았다. 더욱이이방법은 2

차곡선이 k를 매개변수로 하는 유리함수로 매개화됨을 보여준다. 특히, 원 x2 + y2 = 1을

유리함수 ( 1−k2

1+k2 ,
2k

1+k2 )로 매개변수 k를 써서 표현할 수 있고, 이로부터 서로 소인 두 양의

정수m, n에대하여 (n2 −m2, 2nm, n2 +m2)이원시피타고라스세쌍을정의해줌은매우

잘알려진사실이다 [20].

디오판투스는이미알고있는유리수해로부터다른해를구하기위해서나름의방법을사

2) 이 문제 옆의 여백에 페르마가 그의 마지막 정리를 적어 놓았다는 것은 유명한 사실이다
3) Diophantus는 다음과 같이 설명했다고 한다 [4]. “I form the square from any number of x minus as

many units as there are in the side of 16, and let it be 2x− 4.”
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용하였다. 8번문제에서디오판투스가고려한일차식은점 (0, −4)를지나는직선의식이다.

실제로 음수를 사용하고 해석기하를 이해하고 있는 우리는 (0, −4)나 (0, 4) 중 어떤 점을

이용하더라도문제가똑같이해결될수있음을알고있다. 그러나기하적인해석을배제하고

디오판투스의풀이를이해해보기로하자. 먼저주어진두개의미지수를갖는부정방정식을

미지수가한개인이차방정식으로바꾸기위해 y = kx± c로두는것으로시작한다. 이식을

x2 + y2 = 16에대입하여 x = 0외의다른한근을구하려면 c2 = 16이어야하므로 c = 4

이다. 양수만을다루고있음을기억하자. y = kx+4를이용할경우,양수 k로는디오판투스가

원하는양의해를구할수없다. 그러나 4를뺀식 y = kx− 4를이용하면양수 k에따라양의

유리해 (x, y)를구할수있다.

《Arithmetica》의제4권은 3차이상의부정방정식을다룬다. 제4권 24번문제4)는

x(a− x) = y3 − y, a = 6

이고 눈에 보이는 해는 (0, 1)이다. 디오판투스는 y = kx − 1을 이용하여 해를 구했는데,

이때는앞의 2차곡선의경우와는다르게 k는임의의수일수는없다. 디오판투스는 a = 6일

때 k = 3으로두고유리수해 x = 26/27, y = 17/9를구할수있었다.

제4권 18번문제는
x3 − 3x2 + 3x+ 1 = y2

이고뻔한해는 (0, 1)이다. y = 3
2x+ 1을대입하여해 x = 21/4, y = 71/8를구하였다.

위의 두 문제에서 디오판투스가 풀이에 사용한 1차식은 주어진 곡선의 점 (0, 1)에서의

접선의 식이다. 지금은 접선을 이용하여 접점이 아닌 다른 교점을 구하는 이 방법을「접선

방법」이라고부른다. 그러나접선의기울기를알기위하여미적분학을알필요는없다. 디오

판투스는해석기하학도미분적분학도알지못했다. 1차식을 3차식에대입하여나온 x에관한

다항식에서 x = 0이중근이면그 1차식이 x = 0에서곡선과접하므로 3차식에서일차항 x의

계수가 0이되도록 k를정하면된다. 즉,디오판투스의아이디어는주어진 3차식을 x3 = cx2

의형태로바꾸는것이었다고추정된다.

디오판투스는《Arithmetica》의제4권 26번과 27번에서먼훗날「현방법」이라고불리게

된방법을사용하였다. 26번문제는

8x3 + x2 − 8x− 1 = y3

이고,그는 y = 2x− 1을대입하여유리수해 x = 14/13, y = 15/13을구하였다.

참고로, 위 문제에서 1차식은 곡선의 접선의 식이 아니다. y = 2x − 1을 대입함으로써

주어진식을 x2 = cx의형태가되게한것이다. 직선과곡선은아핀평면위의점 (0, −1)을

공유할뿐아니라사영평면위의무한원점 [1, 2, 0]을공유한다. 즉사영평면에서직선은곡선

4) “주어진 수를 두 개로 나누어 나뉘어진 두 수의 곱이 어떤 수의 세제곱과 그 수의 차와 같게 하여라 (To divide
a given number into two numbers such that their product is cube minus its side.)” [3]
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위의 두 점을 지나는 현이고, 이 현은 3차곡선과 한 점을 더 공유한다. 이것이 현 방법이다.

접선은이미곡선과한점을두번중복하여공유하므로접선과곡선은접점외의한점에서더

만난다. 이와같이복소사영공간에서직선과 3차곡선이세점에서만난다는베주의정리를이

용하여다른유리점을찾는작도에의한방법을「현-접선방법」으로부른다. 디오판투스의현-

접선방법은페르마에의해자세히연구되었고,해석기하학의도움으로뉴턴이디오판투스의

대수적인풀이방법을기하학적으로해석하고온전한이해에이르게된다 [22].

위의 24번문제는초기역사의타원곡선관련문제로종종언급되는것으로서,식 6x−x2 =

y3 − y에서 x − 3 = Y , −y = X로두면주어진식은타원곡선의식 Y 2 = X3 −X + 9로

변환된다. 즉,앞의식의유리수해를구하는문제는타원곡선의유리점을찾는문제로바뀐다.

3.2 합동수문제

타원곡선의오랜역사에서발견되는 3차방정식과관련된문제로디오판투스의방정식외에

합동수문제가있다.

합동수

양의정수 n이「합동수 (congruent number)」라함은세변의길이가유리수이고넓이가

n인직각삼각형이존재함을말한다. 즉,적당한유리수 a, b, c > 0가존재해서 a2 + b2 = c2,
ab
2 = n을만족시키면 n이합동수이다. 이때세개의수 b−a

2 , c
2 , b+a

2 를각각제곱하면이들은

공차가 n인 3항등차수열을이룬다. 반대로,적당한유리수 r, s, t가 s2 = r2−n, t2 = r2+n

을만족시키면, a = t− s, b = t+ s, c = 2r는넓이가 n인직각삼각형의세변의길이가된다.

그러므로,적당한 x에대하여 x2 − n, x2, x2 + n이각각유리수의제곱이라는것과세변을

유리수로하고넓이가 n인직각삼각형이존재한다는것은동치명제이다.

합동수에대한위의두명제가동치라는사실과합동수를결정하는문제는 10세기경아랍의

al-Khazin에의해다루어졌고, 34개의합동수들의표가기록된문서가아랍에서발견되기도

하였다 [18]. 17세기에이르러페르마는합동수에관한연구로부터페르마의마지막정리를

제시하게 되었고 [9], 그 정리는 실제로 300년 정도가 흐른 후에야 와일즈에 의해서 증명되

었지만, “주어진 양의 정수가 합동수인지 아닌지를 유한번의 단계로 결정하는 알고리즘이

있겠는가?”를묻는합동수문제는아직까지해결되지않고있다. 그러나이에대한부분적인

답으로 n이합동수이기위한필요조건을 1983년에터넬 (Tunnell)이제시하였고, BSD추측이

참임을가정하면충분조건도성립되어합동수문제는완전히해결된다. 터넬은자신의정리의

증명을위해합동수문제를타원곡선문제로바꾸어접근하였다 [26].

피보나치

13세기경피보나치는로마황제프레드릭 2세앞에서수학문제로도전받게되었는데,그
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문제는 r2 − 5와 r2 + 5가 모두 유리수의 제곱이 되도록 하는 유리수 r이 무엇인지를 묻는

것이었다. 이 문제는 결국 5가 합동수인지를 묻는 것이었다. 피보나치는 r = 41/12임을

알아내었다 [8].

합동수란용어의유래는 1225년에출판된피보나치의책《Liber Quadratorum(Book of

Squares)》에서발견된다 [10]. 피보나치는적당한정수 x에대하여 x2±n이제곱수일때정수

n을「congruum」이라고불렀다. congruum과 congruence의어원은라틴어「congruere

(to meet together)」로서세개의제곱수가공통의차이를갖는다는뜻을담고있다. 즉, x2−n,

x2, x2 + n은제곱수의 3항등차수열을이룬다는뜻이다.

이제 합동수와 타원곡선의 관련성을 알아보자. 합동수 n에 대하여 r2 − n, r2, r2 + n

은 유리수의 제곱이므로 이들을 곱한 수도 유리수의 제곱 s2이다. 즉, (r2, s)는 타원곡선

y2 = x3 − n2x 위의 유리점이다. 사실, n이 합동수이기 위한 필요충분조건은 타원곡선

y2 = x3 − n2x 위에 유리점이 무한히 많이 존재한다는 것이다. 실제로, 이렇게 정의되는

타원곡선위의 y ̸= 0인유리점은군의원소로서무한위수를갖는다 [10, 27]. 다시말해서, n

을넓이로갖는유리직각삼각형이한개있으면무한히많이있다는뜻이고,또한 n을공차로

하는세개의유리제곱수의수열이한개있으면이런수열이무한히많이있음을뜻한다.

Arithmetica

16세기에 디오판투스의《Arithmetica》가 유럽에서 재발견되었다. 봄벨리 (Bombelli)

가 그의 책《Algebra》(1572)에《Arithmetica》의 문제 143개를 수록하였고, 1575년에

스스로를 자일랜더 (Xylander)라고 불렀던 홀츠만 (Holtzmann)이 그리스어로 된 6권의

《Arithmetica》를 라틴어로 번역하였고, 이어서 1621년에 바쉐 (Bachet de Meziriac)가

주석과 문제들을 첨가하여 라틴어로 번역하여 출판하였다. 후일 페르마가 바쉐의 번역서를

읽고정수론의발전에영향을미치게된다 [4, 18].

바쉐의 번역서의 부록에는 피보나치의 합동수 문제와 방정식 y2 = x3 + c (c는 정수)에

대하여 (x, y)가유리수해이면(
x4 − 8cx

4y2
,
−x6 − 20cx3 + 8c2

8y3

)
도유리수해라는내용이포함되어있다 [16,23]. 바쉐의방정식은훗날모델 (Mordell)이오랜

기간관심을가지고자세히연구하여, 1920년에이방정식이단지유한개의정수해만을가짐을

보였다 [10]. 유리수해가무한히많은지아닌지는 c의값에따라달라진다. 바쉐의방정식은

모델의방정식으로도불린다.

페르마

직업 법률가였던 페르마는 디오판투스 이후에 정수론 분야에서 중요한 발전을 일구어낸

아마추어수학자이다. 그는바쉐가번역한《Arithmetica》를 1630년경에접하게된후에그
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내용을연구하고확장함으로써정수론을수학의한분야로정립하는데중요한역할을하였다.

페르마는많은정리를만들어냈고,그중에너무도유명한정리인『n > 2일때 xn + yn = zn

은 xyz ̸= 0인 정수해를 갖지 않는다.』는 마지막 정리가 있다. 이 정리에 대하여 페르마는

n = 4인경우에대하여만증명을하였고,일반적인경우에대한증명은 1994년에와일즈와

테일러가타원곡선을이용하여완성하였다. 페르마는바쉐의방정식을연구하여 y2 = x3 − 2

의정수해는 (3, ±5)뿐이고, y2 = x3 − 4의정수해는 (2, ±2), (5, ±11)뿐이라고추측하는

등,특정한타원곡선의정수점들을찾는데도관심을보였다 [16].

합동수를판별하는문제는페르마의마지막정리와깊은관련을갖는다. n이합동수인지를

판별하는 과정에서 n이 제곱수, 즉 n = k2이면 직각삼각형의 각 변의 길이를 k로 나누어

넓이가 1이되게만들수있다. 따라서합동수문제에서는 1과제곱수가아닌수만을대상으로

한다. 페르마는 1이, 더불어 모든 제곱수가, 합동수가 아님을 페르마 자신이「무한하강법

(infinite descent method)」이라고명명한방법으로증명할수있었다 [8, 9]. 또한이로부터

방정식 x4 + y4 = z4이 xyz ̸= 0인정수해를갖지않음을보일수있다.

정리 (Fermat, 1640). 1은합동수가아니다. 즉,제곱수는합동수가아니다.

증명. 이증명은무한하강법을사용한다. 제곱수를넓이로갖는원시직각삼각형 (a, b, c)에대

하여서로소인두정수m, n이존재해서, a = n2−m2, b = 2nm, c = n2+m2으로나타난다.

삼각형의넓이 nm(n+m)(n−m)은제곱수이고여기포함된 4개의항은쌍별로서로소이므로

n = x2, m = y2, n + m = u2, n − m = v2으로 쓸 수 있다. 여기서 u와 v는 서로소이고

홀수이다. 2y2 = (u+ v)(u− v)이고 gcd(u+ v, u− v) = 2이므로, u+ v와 u− v의둘중

하나는 2r2,다른하나는 4s2의형태로표현된다. 그래서 x2 = n = 1
2 (u

2 + v2) = r4 + 4s2

이다. 이제 c′ = x, a′ = r2, b′ = 2s2은넓이가제곱수 r2s2이고 c′ = x < c = x4 + y4으로

처음의 직각삼각형보다 작은 직각삼각형이다. 각 변을 최대공약수로 나누면 처음에 주어진

것보다작은원시직각삼각형이생긴다. 이러한과정을무한히반복할수있는데,이것은양의

정수집합에서는불가능하다.

따름정리. 방정식 x4 − y4 = z4은 xyz ̸= 0인정수해를갖지않는다.

증명. x4 − y4 = z2이정수해 x, y, z (단, xyz ̸= 0)를가지면 (y2, z, x2)은피타고라스세

쌍이므로,적당한정수 p, q에대하여 x2 = p2 + q2, y2 = p2 − q2이다. 그러면
p2

q2
+ 1 =

(
x

q

)2

,
p2

q2
− 1 =

(
y

q

)2

인데,이는 1이합동수임을뜻한다. 모순이다.

위의두정리를조금상세히들여다보면 1이합동수가아니라는것과방정식 x4 − y4 = z2

이 xyz ̸= 0인해를갖지않는다는것은동치임을금방알수있다. 또한이정리로부터방정식
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x4+y4 = z4이 xyz ̸= 0인정수해를갖지않음을쉽게알수있다. 페르마는 Bachet의번역서

《Arithmetica》의여백에서유명한페르마의마지막정리를언급하고있지만,그외의그가

기록한메모나편지어떤곳에서도마지막정리에대한더이상의언급은발견되지않는다고

한다 [13].

그런데 n = 4인 경우의 페르마의 마지막 정리는 타원곡선에 관한 내용을 담고 있다.

x4 + y4 = z4에서 식을 z4로 나누고 X = x
z , Y = y

z 로 두면 Y 4 = 1 − X4은 XY ̸= 0

인 유리수해를 갖지 않는다. 그래서 Y 2을 Y 로 바꾼 방정식 Y 2 = 1 − X4의 유리수해는

(±1, 0), (0, ±1)뿐임을 알 수 있다. x = 1
1−X , y = Y

(1−X)2 로 두면 Y 2 = 1 − X4은 3차

방정식 y2 = 4x3 − 6x2 + 4x − 1로 변환되고, 여기서 다시 v = 4y, u = 4x − 2로 두면

타원곡선 v2 = u3 + 4u로변환된다. 그리고이타원곡선은유한개의유리점만을포함한다.

오일러

1730년대에오일러는페르마의훌륭한수학적성과들을볼수있었고,페르마가증명하지

않고 남겨둔 대부분의 정리들을 증명함으로써 정수론을 한층 발전시켰다 [7, 16]. 오일러는

합동수문제에대하여상당한연구를진행하였는데,『8로나눈나머지가 5, 6, 7이면서제곱

수가아닌양의정수는합동수임』을추측하였다. 스페판스는 1975년에 BSD추측이참임을

가정하면오일러의추측도참임을보일수있었다 [21].

또한,오일러는 3차다항식 f(x)에대하여 y2 = f(x)로정의된곡선의유리점들이매개변

수를이용한유리함수로표현되기위하여 f(x)가중근을가져야한다는사실을알아내었다.

뿐만아니라타원곡선위의두유리점을지나는직선을이용하여다른유리점을얻는현방법을

적용하기도하였다 [4]. 오일러는타원적분에관한중요한정리들을증명할수있었는데타원

적분에관한내용은 4절에서다루기로한다.

뉴턴

1670년대에뉴턴은당시새로생겨난해석기하학의도움으로 3차곡선을상세히조사하여

디오판투스나 페르마가 디오판투스 방정식의 유리수해를 찾는 방법이 근본적으로 현-접선

작도법임을 기하학적으로 설명할 수 있었고, 1695년에는 3차곡선을 5가지 종류로 완전히

분류하였다. 뉴턴은모든 3차곡선은사영적으로 y2 = x3 + ax2 + bx+ c와같은형태임을설

명하였는데,이것은근본적으로모든원추곡선은사영적으로원과동형이라는사실과비교되는

내용이다 [16,22,23]. 19세기에이르러뉴턴이분류한 5종류의 3차곡선은복소사영공간에서

3가지종류로분류되고,그중의한종류인특이점이없는 3차곡선이바로타원곡선이다. 다른

두종류의 3차곡선은특이점을각각한개씩갖는곡선으로유리함수로매개변수표현을할수

있다.

뉴턴의 현-접선 작도법은 궁극적으로 타원곡선 위의 점들을「더하는」일반적인 공식을



94 A Historical Overview of Elliptic Curves

유도가능하게하였다.

4 타원곡선의역사 : 복소해석학

4.1 타원적분

베르누이의렘니스케이트곡선과오일러의합의공식

적분학의 발달 초기에 수학자들은 다항식의 제곱근을 유리화하는 문제에 부딪히게 된다.

예를들어원의넓이를구하려면
√
1− x2이포함된적분을계산해야한다. 디오판투스가원

위의 유리점을 구하는 방법으로 얻은 결과인 x = 1−t2

1+t2 을 대입하면
√
1− x2은 유리함수로

표현된다. 그러나중근을갖지않는 3차또는 4차다항식의제곱근이포함된적분은유리함수로

표현되지않는다.

케플러가 제2법칙으로 제시한 타원 궤도를 따라 행성이 움직이는 거리에 대한 설명은 수

학자들에게타원의호의길이문제에대한관심을불러일으켰다. 타원 x2

a2 + y2

b2 = 1의호의

길이를구하기위한적분
∫ π

2

0

√
a2 cos2 t+ b2 sin2 t dt에서 u = sin t로두면앞의적분은

a

∫ 1

0

1− k2u2√
(1− u2)(1− k2u2)

du

의형태로변한다. 이와같이중근을갖지않는 3차또는 4차다항식 p(x)와유리함수R(u, v)

에대하여
∫
R(t,

√
p(t))dt의형태로주어지는적분을「타원적분」이라고부른다.

제이콥 베르누이는 (x2 + y2)2 = x2 − y2으로 표현되는 렘니스케이트 곡선의 길이를

구하는 적분에 포함되는
√
1− x4을 유리함수로 바꿀 수 없음을 짐작하였다. 만약 이것이

가능하다면 a4 ± b4 = c2이 abc ̸= 0인정수해를가질것이고이는페르마의정리에모순되기

때문이다 [22]. 실제로 1694년에베르누이가타원적분은다항함수,유리함수,삼각함수,지수

함수,로그함수등의초등함수를이용한계산이불가능함을추측하였고, 1833년에이를리우빌

(Liouville)이증명하였다 [23]. 베르누이의렘니스케이트적분
∫

dt√
1−t4

로부터타원적분과

타원함수가발전된다.

1714년에이태리수학자파그나노 (Fagnano)는 v = 2u
√
1− u4/(1 + u4)이면식

2

∫ u

0

dt√
1− t4

=

∫ v

0

dt√
1− t4

이성립함을보였는데,이사실은렘니스케이트적분이초등함수로해결되지않음에도불구하고

호길이를구하기위한적분의구간을나타내는변수사이에대수적인관계가있음을보여주는

것이었다.

1751년에렘니스케이트 2배공식을접하게된오일러는∫ x

0

dt√
1− t4

+

∫ y

0

dt√
1− t4

=

∫ (x
√

1−y4+y
√
1−x4)/(1+x2y2)

0

dt√
1− t4
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로,이어서 1768년에는 4차다항식 p(t) = (1− t2)(1− k2t2)에대하여
∫

dt√
p(t)
로주어진타

원적분의합의공식으로일반화하였다. 파그나노의공식과오일러의합의공식의증명은 [19]

또는 [25]에서찾아볼수있다.

타원적분
∫
R(t,

√
p(t))dt는위의오일러타입외에도두가지종류가더있다. 타원적분을

세가지타입으로분류하고각각의경우에대한합의공식을제시하여타원적분을체계화한

사람은르장드르였지만,곧바로아벨과쟈코비에의해타원함수가다루어짐으로써르장드르의

업적은잊히게된다 [6, 16].

4.2 타원함수

가우스,아벨,쟈코비,아이젠스타인,바이어슈트라스

1790년대에가우스는렘니스케이트적분의역함수를렘니스케이트사인으로부르고이것

이복소수상에서두개의주기를갖는함수임을밝혔지만,결과를발표하지는않았다. 1820

년대에 두 적분
∫ x

0
dt√
1−t2

와
∫ x

0
dt√
1−t4

의 유사성에 주목하여 아벨과 자코비는 타원적분의

역함수를 살펴보고 중요 성질들을 밝혀낼 수 있었다. 적분
∫ x

0
dt√
1−t2

는 x의 함수로 무한히

많은값을갖는다중함수이고,그역함수는사인함수 x = sinu로주기함수이고다양한합의

공식을만족시킨다. 아벨과자코비는각각「타원함수」로부르는일반적인타원적분의역함수를

연구하여,타원함수가두개의주기를갖는복소변수함수라는사실을보였고,타원함수에관한

합의공식을유도해내었다 [2, 6, 15].

자코비는 1835년에 3차방정식의유리수해를구하는디오판투스의방법과오일러의타원

적분의합의공식간의관련성을발견하였다. 예를들어,타원적분에대한합의공식

m1

∫ x1

0

dt√
p(t)

+m2

∫ x2

0

dt√
p(t)

=

∫ x3

0

dt√
p(t)

가적당한정수 m1, m2와유리수 x1, x2, y1 =
√
p(x1), y2 =

√
p(x2)에대하여성립하면,

x3과 y3 =
√
p(x3)은 x1, x2, y1, y2의 유리함수로 표현된다고 기술하였는데, 이것은 합의

공식을 이용하여 타원곡선 y2 = p(x) 위의 유리점들을 무한히 찾을 수 있음을 의미한다.

자코비가한일은근본적으로는타원곡선위의점들의대수구조를살펴본것이지만, 자코비

또는당시의어느수학자도타원곡선위의점들사이의연산을고려하지는않았다 [4].

아이젠스타인은 1847년에두개의주기 ω1, ω2 ∈ C를갖는무한급수로∑
m,n∈Z

1

(z +mω1 + nω2)2

을 제시하였다 [23]. 현대에는 이 함수처럼 두 개의 주기 ω1, ω2 ∈ C, ω1/ω2 ̸∈ R를 갖

는 복소수 상에 정의된 meromorphic 함수를「타원함수」로 정의한다. 즉, 타원함수 g는

g(z+ω1) = g(z+ω2) = g(z)를만족시킨다. 더나아가아이젠스타인은다음과같은형태의
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타원함수

g(z) =
∑

m,n∈Z

1

(z +mω1 + nω2)2
−

∑
m,n∈Z, (m,n)̸=(0, 0)

1

(mω1 + nω2)2

은서로다른세근을갖는 3차다항식 p에대하여식 (g′(z))2 = p(g(z))를만족시킴을보였

다 [16].

이 결과는 타원함수 (g(z), g′(z))가 타원곡선 y2 = p(x)의 매개변수표현임을 말해주는

것으로서,아이젠스타인에의해서해석학분야에서다루어지는타원함수와정수론분야에서

연구되어오던타원곡선사이에존재하는특별한관련성이드러나게되었다는중요한의미를

갖는다. 그러나,타원곡선을매개변수화하는데타원함수를처음으로이용했던사람은클렙쉬

(Clebsch)였다 (1864) [23].

1863년에저명한해석학자인바이어슈트라스가아이젠스타인의함수와유사하면서가장

기본적인타원함수인바이어슈트라스 ℘-함수

℘(z) =
1

z2
+

∑
(m,n)̸=(0, 0)

(
1

(z +mω1 + nω2)2
− 1

(mω1 + nω2)2

)
을정의하고,함수 x = ℘(z)가식

℘′(z)2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3

을만족시킴을보였다. 여기서,

g2 = 60
∑

(m,n)̸=(0, 0)

1

(mω1 + nω2)4
, g3 = 140

∑
(m,n) ̸=(0, 0)

1

(mω1 + nω2)6

이다 [15, 23–25].

이는바이어슈트라스 ℘-함수가타원적분

z =

∫ x

0

dt√
4t3 − g2t− g3

의 역함수이고, 타원함수 (℘(z), ℘′(z))가 y2 = 4x3 − g2x − g3으로 정의되는 타원곡선의

매개변수표현임을의미한다. 즉,주어진타원곡선을 y2 = 4x3 − g2x − g3의형태가되도록

적당히변수변환을하면바이어슈트라스 ℘-함수를이용해매개화할수있다. 실제로,바이어

슈트라스 ℘-함수는정수m,n에대하여 z = mω1 + nω2일때만 pole을갖고주기가 ω1, ω2

인meromorphic함수이다.

일반적으로,타원곡선 y2 = p(x)에대하여 z = g−1(x) =
∫ x

0
dt√
p(t)
로두면, x = g(z)는

타원함수이고

g′(z) =
dx

dz
=

1
dz
dx

=
√
p(x) = y

이므로 z 7→ (g(z), g′(z))가타원곡선 y2 = p(x)의매개변수표시가된다.
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4.3 타원곡선이론

푸앵카레

1670년대에뉴턴이 3차곡선을자세히연구하고분류하였고, 1847년에자코비가 3차곡선과

타원함수와의관련성에주목하였으며,아이젠스타인이 1864년에그관련성을분명하게증명

하였다. 클렙쉬는타원함수를 3차곡선의매개변수표현에이용하는아이디어를제시하였고

바이어스타라쓰가 타원함수의 합의 공식과 디오판투스의 현-접선 방법 간의 관련성을 보였

다. 1800년대 후반에 복소해석학이 발전하면서 정수론과 타원함수론 분야에서 다루어지던

타원곡선관련내용이종합적으로이해되었고,이전의연구결과들을종합한것을토대로푸앵

카레가 1901년에「On the arithmetic properties of algebraic curves」라는제목의논문을

발표하면서타원곡선이론이생겨났다 [16].

푸앵카레는 적분에 대한 성질 대신 곡선의 기하적인 성질을 고려하여 복소사영공간상의

타원곡선과타원함수의정의역에해당하는평행사변형위의점에대한합과곱등을살펴보고,

유리수상의 타원곡선이 가환군임을 증명하였다. 또 타원곡선의 모든 유리점들을 생성할 수

있는최소의점의개수를타원곡선의「계수 (rank)」로정의하고계수가유한할것으로추측하

였다. 이추측은 1922년에모델에의해서증명되었다.

타원곡선의덧셈

복소사영공간에서타원곡선 y2 = x3 + ax+ b위의두점 P = (x1, y1), Q = (x2, y2)를

지나는직선과타원곡선은또다른점R = (x3, y3)에서만난다. 직선의기울기를 r = y1−y2

x1−x2

라하고,직선의식을 3차식에대입하여정리하면세개의해가 x1, x2, x3인방정식을얻는다.

2차항의계수를비교하면 x3 = r2 − x1 − x2와 y3 = r(x3 − x1) + y1을얻는다. 이제점들

간의연산으로서 P + Q = −R = (x3, −y3)으로정의한다. 두점 P , Q가같은점이면,그

점에서의 곡선의 접선을 이용하여 곡선과 접선의 다른 하나의 교점을 구할 수 있다. 이렇게

정의된 덧셈에 관한 항등원을 무한원점 [0, 1, 0]으로 하면 덧셈은 교환법칙과 결합법칙을

만족하여복소수상의타원곡선 E(C)는덧셈군을이룬다. 두점이유리점이면다른한점도

유리점이므로타원곡선위의유리점들의집합 E(Q)는 E(C)의부분군이다 [20].

타원곡선군,원환면

두개의주기 ω1, ω2 ∈ C, ω1/ω2 ̸∈ R를갖는타원함수 g를생각해보자. ⟨ω1, ω2⟩를 ω1, ω2

에의해생성되는 C의부분군이라고하면, C/⟨ω1, ω2⟩는상군 (quotient group)이고,이는

복소평면 C위의두변을 ω1, ω2로하는평행사변형으로서원환면 (torus)과위상동형이다.

그런데,함수 z 7→ (g(z), g′(z))는 C/⟨ω1, ω2⟩에서타원곡선으로의일대일대응이면서연속

으로타원곡선도위상적으로원환면임을알수있다.

한편,복소수 z에대하여유리함수 x = p(z), y = q(z)로매개변수표현이되는원추곡선은
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위상적으로구면이다. 3차곡선 y2 = p(x)에특이점이존재하면특이점의 x좌표는 p(x)의

중근에 해당하므로 베주의 정리에 의해 특이점은 한 개뿐이다. 특이점이 있는 3차곡선은,

원의경우에서처럼, 유리함수로매개변수표현을할수 있다 [1]. 그래서 원추곡선뿐 아니라

특이점을갖는 3차곡선은모두위상적으로구면이다. 뉴턴이분류한다섯종류의 3차곡선들

중에 복소사영공간에서 타원곡선으로 분류되는 특이점이 없는 곡선은 모두 원환면이고, 각

원환면은두개의주기에의해결정된다.

푸앵카레가 타원곡선의 군의 구조를 발견한 것은 타원함수의 이해로부터 생겼을 것이다.

타원함수 Φ(z) = (℘(z), ℘′(z))로 매개변수표현이 되는 타원곡선은 가환군이다. Φ(z)는

실제로평행사변형 C/⟨ω1, ω2⟩와타원곡선군 E(C)사이의군동형사상이다. 이함수를좀더

자세히살펴봄으로써우리는앞에서정의한타원곡선의덧셈을이해할수있다.

세변수 z1, z2, z3가군C/⟨ω1, ω2⟩에서 z1+z2+z3 = 0 (mod ⟨ω1, ω2⟩)을만족시킨다고

하자. 세 변수에 대응하는 타원곡선 위의 세 점을 P = (x1, y1) = Φ(z1), Q = (x2, y2) =

Φ(z2), R = (x3, y3) = Φ(z3)이라고하자. 그러면

x3 = ℘(z3) = ℘(−z1 − z2) = ℘(z1 + z2),

y3 = ℘′(z3) = ℘′(−z1 − z2) = −℘′(z1 + z2)

이므로5), −R = −Φ(z3) = Φ(−z3) = Φ(z1+ z2)이다. 그래서 P +Q = −R로타원곡선의

덧셈을정의함으로써 Φ(z1) + Φ(z2) = Φ(z1 + z2)가되게할수있다.

p(t) = 4t3− g2t− g3와관계식 zk =
∫ xk

0
dt√
p(t)
로부터타원적분의합의공식은 z1+ z2+

z3 = 0일때

x3 =
1

4

(√
p(x1)−

√
p(x2)

x1 − x2

)2

− x1 − x2, 즉,

℘(z3) = ℘(z1 + z2) =
1

4

(
℘′(z1)− ℘′(z2)

℘(z1)− ℘(z2)

)2

− ℘(z1)− ℘(z2)

로표현된다.

5 BSD추측 : 밀레니엄문제

복소사영평면에서 타원곡선의 점들은 무한원점을 항등원으로 하고, 디오판투스의 현-접선

방법을적용하여덧셈을정의하면,타원곡선은아벨군이다. 1992년에모델 (Mordell)은푸앵

카레가추측했던정리「타원곡선의유리점들의아벨군E(Q)가유한개의원소에의해생성됨」

을증명하였다 [14]. 즉,
E(Q) ≃ T ⊕ Zr

이다. 여기서, r은음이아닌정수이고 T는유한군이다. r을타원곡선 E(Q)의「계수 (rank)」

라고 부른다. 계수를 아는 것은 타원곡선에 속한유리점이 얼마나 많은지를 아는 것과 같다.

5) 바이어슈트라스 ℘-함수는 ℘(−z) = ℘(z), ℘′(−z) = −℘′(z)를 만족시킨다.
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예를들어, 1은합동수가아니므로 E : y2 = x3−x에는오직 y = 0인유리점만이존재한다.

즉, E(Q) = {(0, 0), (1, 0), (−1, 0),∞} ≃ Z2 ⊕ Z2이고 계수는 0이다. r = 0은 주어진

타원곡선이 유한개의 유리점만을 포함하고 있음을 뜻한다. 만약 어떤 유리점이 거듭해서

더해도항등원이되지않으면그점은무한히많은유리점을생성하는데,이경우에 r ≥ 1이

된다.

현재까지도타원곡선E(Q)의계수를결정하는알고리즘은알려져있지않고,또어떤수가계

수로가능한지도정확히알려지지않았다 [17]. 2006년에엘키즈 (Elkies)가 28을계수로갖는

타원곡선을제시한결과가현재타원곡선의계수로서알려진가장큰수이다6). 버치 (Birch)와

스위너튼다이어 (Swinnerton-Dyer)는아벨군E(Q)를군과완전히다른무엇인가와연관을

짓는데,이와관련된내용이바로 1965년에제시된 BSD추측 (Birch and Swinnerton-Dyer

conjecture)으로서 E(Q)의크기를알수있는방법을설명해준다 [1, 11, 27].

타원곡선 y2 = x3 + ax + b (a, b는 정수)7)에 대하여, 각 소수 p에 대하여 Np를 방정식

y2 = x3 + ax+ b (mod p)의해의개수라하고, p ̸ |∆이면 ap = p+ 1−Np로놓고 p |∆

이면 ap = p−Np로놓아,타원곡선 E의 L-함수를

L(E, s) =
∏
p |∆

(
1− ap

ps

)−1 ∏
p ̸ | ∆

(
1− ap

ps
+

p

p2s

)−1

으로 정의하면 이것은 복소평면에서 해석함수로 확장가능하다. 그 함수를 s = 1에서 s에

대한테일러급수로표현하면

L(E, s) = ck(s− 1)k + ck+1(s− 1)k+1 + · · ·

인데 (k ≥ 0, ck ̸= 0),이때 k를타원곡선의「해석적계수」라고한다.「Birch and Swinnerton-

Dyer 추측」은『타원곡선의 대수적 계수 r과 해석적 계수 k가 같다.』는 것이다. 특히,

L(E, 1) = 0이면 k ≥ 1임을 의미하고 이는 타원곡선에 유리점이 무한히 많이 있음을

의미한다.

3세기경 디오판투스로부터 시작된 3차방정식의 유리해를 구하는 문제를 해석기학학의

도움으로 17세기후반에 3차곡선의유리점을구하는문제로바꾸어볼수있게되었다. 뉴턴은

디오판투스의대수적인해법을단순한작도를이용하여유리점을구하는기하적인방법으로

해석하였고, 현재 우리도 디오판투스의 현-접선 방법을 직관적으로 매우 쉽게 이해한다. 디

오판투스의 현-접선 방법이 주어진 유리점으로부터 무한히 많은 다른 유리점들이 생성되는

것을 보장하는 듯하지만, 직선과의 교점으로 생기는 유리점이 매번 달라서 결국 타원곡선

위의유리점이무한히많은것인지,실제무한히많더라도그무한의크기가얼마나되는지에

대한 답은 한 동안 알 수 없었다. 푸앵카레가 1901년에 타원곡선의 유리점들의 집합 E(Q)

6) http://web.math.pmf.unizg.hr/ duje/tors/tors.html 참조.
7) y2 = x3 + ax+ b의 계수 a, b가 유리수이면 간단한 사영변환으로 계수를 정수로 바꿀 수 있다.
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가 아벨군임을 보이고, 이어서 모델이 1922년에 아벨군 E(Q)가 유한개의 원소로 생성됨을

증명한후에야 E(Q)를개략적으로파악할수있게되었다.

그러나 특정 타원곡선에 대한 E(Q)를 알기엔 여전히 부족하다. 생성원이 구체적으로 몇

개이고생성원이무엇인지를아는것이 E(Q)를정확히아는것이고,디오판투스의 3차방정

식을 푸는 일일 것이다. 유한 위수를 갖는 원소들만으로 이루어진 E(Q)의 부분군 (torsion

subgroup)은 15종류로마주르 (Mazur)에의해완벽하게분류되었고 (1978) [20], E(Q)의

계수를알수있는방법으로제시된명제가바로 BSD추측이다. 타원곡선의계수들의평균이

0.89보다 작고, 더 나아가 계수가 0인 곡선, 다시 말해서 유한개의 유리점만으로 이루어진

E(Q)가전체의 1/5이상임이바르가바 (Bhargava)8)에의해밝혀졌다 [5].

6 결론

우리는 위에서 타원곡선의 역사를 개괄적으로 살펴보았다. 타원곡선은 고대 그리스 시대로

부터시작되는매우긴역사를가지고있다. 타원곡선은특히한편으로방정식의유리수해를

구하거나합동수를판단하는정수론문제뿐만아니라,타원의호길이를구하는적분문제로부터

시작되는복소해석학분야의역사도가지고있음을보았다. 서로상관없어보이는두줄기를

따른 수학 내용이었지만, 자코비와 바이어슈트라스에 의해서 그 관련성이 조금씩 드러나기

시작하였고결국푸앵카레에의해서 20세기초에타원곡선이론이라는하나의수학이론으로

자리매김하게되었음을보았다. 양줄기를따른타원곡선의역사를하나로연결해주는열쇠는

근본적으로오일러,아벨,자코비등이유도한타원적분의합의공식에감추어져있었다. 합의

공식은타원함수의중요하고특징적인성질로타원곡선의군의구조를암시한것으로푸앵카

레에의해밝혀졌다.

리만은복소사영평면에서대수곡선을종수 (genus)에따라분류하였다. 앞에서타원곡선은

원환면으로 종수가 1임을보았다. 일반적으로초타원곡선 y2 = p(x)에서 서로 다른 n개의

근을 갖는 다항식 p(x)의 차수 n이 곡선의 종수를 결정하는데, 종수 g는 n−1
2 을 넘지 않은

최대정수와같다. 종수가 0인곡선은유리점을포함하지않거나무한히많이포함한다. 종수가

2이상인곡선은유한개의유리점을포함할뿐이다. BSD추측은종수가 1인곡선의유리점의

개수에관한내용을담고있는것으로,간단한정수론문제가타원곡선의군의구조가밝혀진

후현대대수학과복소해석학등이복잡하게개입된해석정수론문제로발전되어생긴것이다.

19세기에타원함수에대한상세한연구가진행되면서복소해석학,기하학등이함께발달

되었다. 타원곡선은 수학의 여러 분야를 아우르며 발전을 이끌어낸 중요 문제로 그 가치가

매우크다고여겨진다. 특히,유한체상에정의된타원곡선군은암호학에중요하게응용되는

8) 바르가바는 타원곡선과 BSD 추측에 관해 얻은 결과들로 2014년에 필즈상을 수상하였다.
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등의점이그연구가치를한층더크게한다.
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