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용량 컴뮤트 타임 임베딩을 한

연산 속도 개선 방식 제안

( Proposing the Methods for Accelerating Computational Time of 

Large-Scale Commute Time Embedding )

한 희 일**

( Hee-il Hahnⓒ )

요  약

 컴뮤트 타임 임베딩을 구 하려면 그래  라 라시안 행렬의 고유값과 고유벡터를 구하여야 하는데, 의 계산량이 요

구되어 용량 데이터에는 용하기 어려운 문제가 있다. 이를 이기 하여 표본화 과정을 통하여 크기가 어든 그래  라

라시안 행렬에서 구한 다음, 원래의 고유값과 고유벡터를 근사화시키는 Nyström 기법을 주로 채택한다. 이 과정에서 많은 

오차가 발생하는데, 이를 개선하기 하여 본 논문에서는 그래  라 라시안 신에 가 치 행렬을 표본화하고 이로부터 구한 

고유값과 고유벡터를 그래  라 라시안의 고유값과 고유벡터로 변환하는 기법을 이용하여 용량 데이터로 구성된 스펙트럴 

그래 를 근사 으로 컴뮤트 타임 임베딩하는 기법을 제안한다. 하지만, 이 방식도 스펙트럼 분해를 계산하여야 하므로 데이터

의 크기가 증가하면 용하기 어려운 문제가 발생한다. 이의 안으로, 스펙트럼 분해를 계산하지 않고도 데이터 집합의 크기

에 향을 받지 않으면서 컴뮤트 타임을 근사 으로 계산하는 방식을 구 하고 이들의 특성을 실험 으로 분석한다. 

Abstract

Commute time embedding involves computing the spectral decomposition of the graph Laplacian. It requires the 

computational burden proportional to  , not suitable for large scale dataset. Many methods have been proposed to 

accelerate the computational time, which usually employ the Nyström methods to approximate the spectral decomposition of 

the reduced graph Laplacian. They suffer from the lost of information by dint of sampling process. This paper proposes to 

reduce the errors by approximating the spectral decomposition of the graph Laplacian using that of the affinity matrix. 

However, this can not be applied as the data size increases, because it also requires spectral decomposition. Another 

method called approximate commute time embedding is implemented, which does not require spectral decomposition. The 

performance of the proposed algorithms is analyzed by computing the commute time on the patch graph.

      Keywords : Manifold learning, Commute time embedding, Nyström method, 
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* 평생회원, 한국외국어 학교 정보통신공학과 

(Department of Information and Communications 

Engineering, Hankuk University of Foreign 

Studies)
ⓒ
 Corresponding Author(E-mail: hihahn@hufs.ac.kr)

※ 이 논문은 2014년도 한국외국어 학교 교내 학술연

구지원에 의하여 연구되었음.

수일자: 2014년11월15일, 수정일자: 2015년01월19일

게재확정: 2015년01월29일 

Ⅰ. 서  론

데이터를 비선형 다양체 의 으로 간주하여 이를 

 차원 공간으로 임베딩함으로써 기하학 으로 차원을 

이려는 다양체 학습(manifold learning) 기법이 최근 

들어 활발히 연구되고 있다. 이들의 표 인 로는 
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ISOMAP
[12]

, LLE(locally linear embedding)
[9]
, 라 라시

안 아이겐맵(Laplacian eigenmap)[2], 컴뮤트 타임 임베

딩(commute time embedding: 이하 CTE라 부름)[7～8] 

등이 있다. 다양체 학습 방식은 기본 으로 입력 데이

터 집합   가 놓여 있는 공간에서 보다 이들의 특징벡

터 공간   에서 그 구조가 보다 더 명확하도록 하기 

해서 커  방식을 이용한다. 커  방식에서는 입력 데

이터가 맵  →  를 통해서 특징벡터 공간으로 매핑

될 때  커  행렬이 정의된다. 이 커  행렬 ∈×  
은 그람(Gram) 행렬이라고도 부르는데,     

〈 〉와 같이 각 원소는 특징 벡터 간의 내

으로 표 될 수 있다. 이 과정에서 그람 행렬의 고유

값과 고유벡터를 구하여야 하는데, 데이터 개수를   이

라 할 때 의 계산량이 요구된다. 이 충분히 크면 

재의 컴퓨  기술로는 구 이 매우 어려우므로 이를 

해결하기 하여 랜덤 샘 링이나  랭크 행렬 근사화 

등의 기법을 이용한다. 이의 표 인 방식으로는 

Williams
[13]

가 커  기반 패턴분류기의 속도 향상을 목

으로 그람 행렬의 근사화를 해 용한 Nyström 근

사화 방식이 있다.  

이와 같이 그람 행렬에 한 근사화는 많은 연구가 

진행되었으나, 라 라시안 아이겐맵이나 컴뮤트 타임 

임베딩 등에서와 같이 그람 행렬 신 라 라시안이나 

정규 그래  라 라시안(normalized graph Laplacian)  

등을 근사화시켜야 하는 경우에는 계산 과정에서 많은 

사항을 고려하여야 한다. 를 들어, Choromanska[3]는 

SPSD(symmetric, positive semidefinite) 인 정규 그래

 라 라시안 행렬에서 고유값과 고유 벡터를 구하는 

알고리즘을 제안하고 있는데, 그래  라 라시안 행렬

에서 랜덤으로 열을 표본화한 다음 정규화하는 과정에

서 구한 부 행렬(submatrix)은 더 이상 SPSD하지 않

으므로 근사화 오차가 크게 발생하는 단 이 있다. 따

라서 본 논문에서는 이러한 문제를 해결하기 하여 

그래  라 라시안 행렬 신에 그래 의 가 치 행렬

을 표본화하고 이로부터 구한 고유값과 고유벡터를 그

래  라 라시안의 고유값과 고유벡터로 변환하는 방

법을 이용하여 용량 데이터로 구성된 스펙트럴 그래

를 근사 으로 컴뮤트 타임 임베딩하는 기법을 제안

한다.  다른 방법으로는 그래  라 라시안 행렬의 

고유값과 고유벡터를 직  추정하는 신에, 이들로부

터 유도되는 컴뮤트 타임을 근사 으로 추정하는 방식

이 가능하다.  컴뮤트 타임은 기본 으로 라 라시안의 

고유값과 고유벡터를 이용하여 계산할 수 있으나, 

Johnson-Lindenstrauss 정리[1]와 Spielman-Teng 알고

리즘
[11] 

등을 이용하면 엄청난 계산량이 요구되는 고유

값과 고유벡터를 구하지 않고도 비교  정확하게 컴뮤

트 타임을 근사 으로 구할 수 있다. 본 논문에서는 제

안 알고리즘들의 동작을 실험 으로 확인하기 하여 

형 신호에서 서로 겹치도록 추출한 패치를 그래 로 

구성한다.  

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서는 컴뮤트 

타임 임베딩을 리뷰하고, Nyström 기법을 이용하여 정

규 라 라시안의 고유값과 고유벡터의 근사값을 구하는 

알고리즘을 Ⅲ장에서 설명한다. Ⅳ장에서는 그래  라

라시안의 고유값과 고유벡터를 구하지 않고 컴뮤트 

타임을 근사 으로 구하는 알고리즘을 설명한다. 이 패

치 그래 의 정규 그래  라 라시안에서 구한 고유값

과 고유벡터를 이용하여 구 한 컴뮤트 타임 임베딩과, 

본 논문에서 제안한 두 방식을 각각 구 하고 이들의 

특성과 성능에 한 비교 분석을 Ⅴ장에 제시한다. 마

지막으로 Ⅵ장에서는 결론을 맺고 향후 연구 진행방향

에 하여 논의한다.

Ⅱ. 컴뮤트 타임 임베딩 리뷰

1. 그래프 라플라시안

그래 는 기본 으로 무향(undirected)이고 가  행

렬 는 칭 즉, 이라고 가정한다. 그

래  라 라시안 행렬   은   로 정의되는데, 여

기서   는 각 원소가  


  인 각행렬이다. 

  은 SPSD 이고 그 고유값은 항상 음이 아닌 값을 갖

는다. 한, 그래 가 완  연결일 때, 의 고유값이 존

재하고 이에 해당되는 고유 벡터는  ⋯ 이다. 

일반 으로 행렬 을 다음과 같은 두 가지 방법으로 

정규화하기도 한다.

  
 




 



  
 




 



  
      

(1)

의 고유값과 고유벡터가 각각    즉,     이면 

의 고유값은 의 것과 동일한   이고 해당 고유벡
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터는   즉, 
  이 성립한다. 한 

 이면 의 고유값과 고유벡터는 각각  이

다. 이러한 특성을 이용하면 정규 는 비정규 라 라시

안 행렬을 이용하여 그래 를 다양하게 해석할 수 있는 

장 이 있다[4].

2. 컴뮤트 타임 임베딩

CTE는 데이터 집합 ⋯∈가 주어질 때, 이

들의 정보손실을 최소한으로 이면서 보다 낮은 차원

의  ⋯∈으로 변환시키기 하여, 스펙트럴 

그래  이론을 이용하여 한 맵을 구한다[4]. 두 노드 

와   간의 컴뮤트 타임 는 랜덤 워크가 

에서   로 이동한 다음 다시 로 되돌아오는데 소요

되는 평균시간으로 정의된다. 그래 에서 최단 거리(측

지거리)와는 달리, 두 노드 간의 컴뮤트 타임은 이들을 

연결하는 경로가 많을수록 감소한다. 두 노드 와   

간의 는 다음과 같이 구할 수 있다
[8]
. 

 †  †  † 
   

 †  
(2)

여기서  ⋯⋯ 
이고  † †    ⋯

는 의 Moore-Penrose 역행렬이다. 즉,    로 

스펙트럼 분해(spectral decomposition) 된다면   

 † †이다. 여기서,    ⋯ 의 각 열 벡

터 는 의 고유벡터이고 는 에 해당되는 고유값 

을 각 원소로 하는 각행렬이며,  †는 의 

Moore-Penrose 역으로 다음과 같이 정의된다. 


† 













≠ 

   
(3)

식 (2)의 는 다음과 같이 나타낼 수 있는데, 

   
†   

   
  

 (4)

여기서,   
 



이고  이며, 

  


⋯

 


인데, 이의 행렬 표

은    
† 이다.   신 을 이

용하면

 








⋯

 




(5)

으로 변경하면 된다. 여기서, 


이고 

  


이다. 이를 행렬로 표 하면 각각 

    ,     이다.  식 (4)를 찰하면 

는     상에서 두 벡터 간의 거리로 해석

될 수 있다. 즉, 를 식 (5)와 같이 임베딩하면

는 임베딩 공간의 두 노드 와   간의 유클

리드 거리로 간주될 수 있는데, 이를 컴뮤트 타임 거리라

고 부른다. 임베딩 공간의 차원은 노드 수에 따라 증가하

므로 어느 정도의 오차를 허용하는 범  내에서 차원을 

로 이면 다음과 같이 CTE를 정의할 수 있다
[6～8]

.

  








⋯ 

   




(6)

여기서 고유값 는 다음과 같이 정렬되어 있다고 가정

한다.

 ≤
≤⋯≤

  (7)

Ⅲ. Nystrӧm 방식을 이용한 컴뮤트 타임 임베딩 

1. Nystrӧm 기법 리뷰

SPSD인 ×  그람 행렬 가 주어지면, 

   으로 나타낼 수 있다. 여기서 는 의 고

유값이 원소인 각 행렬이고 는 각 열이 고유값에 

응하는 고유벡터로 구성된 행렬이다. 의 개 열 벡

터 에서 개를 균일한 확률로 랜덤하게 추출하여  

×  행렬 를 구성하고, 그 개의 열 벡터와 그에 해

당하는   개의 행 벡터가 교차하여 생성된 ×   행렬 

를 구한다. 가 SPSD이므로 도 SPSD 임을 알 수 

있다. 편의 상, 의 행과 열을 재배열시키면 다음과 같

이 나타낼 수 있다. 
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정규 라 라시안 의 Nyström 근사화 알고리즘

입력 : 가 치 행렬 ∈× , 표본화할 열 벡터 수   

출력 :  의 근사 고유값과 고유벡터 , ∈×  

1.  ←    , 여기서 는 균일 확률로 표본화한     

      개의 인덱스 집합

2. ←   , ←   , 는 의 여집합

3. ← 


, 각 행렬     




   

4.  ←


, 각 행렬     




    ,  









 



  









 (8)

Nyström 방식
[13]

에 의하면 는 
†
으로 근

사화시킬 수 있다. 여기서 는 의 랭크(rank)가 

≤ ≤ 가 되도록 조정한 행렬이고 
†
는 의 

Moore Penrose 역 행렬이다.   가 증가함에 따라   는 

  에 수렴하고 

으로 분해될 수 있다. 여기서 

  과   는 다음과 같이 주어진다.







†   

 (9)

 식에서 
†  이다. 즉,   의 고유값   과 

고유벡터 는   과   으로 각각 근사화시킬 수 있다. 

를 랭크   로 근사화시키기 해서는   의 고유값

과 고유벡터를 구하고 행렬 와 곱셈하는데 

 의 계산량이 요구되므로 ≪   일 때에는 계

산량을 크게 일 수 있는 특징이 있다.

2. 정규 라플라시안의 고유값과 고유벡터의 근사화

주어진 가 치 행렬   에서 균일 확률로   개의 열

을 랜덤 추출하여 행렬 ∈× 를 생성하고 동일한 

인덱스에 해당되는 행을 추출하여  ∈× 를,  나머

지 행을 모아서 ∈ ×   를 각각 구한다.   의 

행과 열을 재배열시키면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 





 



 



  







 (10)

는 칭행렬이므로 도 칭이다. 따라서 3.1 에

서 설명한 바와 같이 에서 정도 행렬(degree matrix) 

를 구하여 아래 알고리즘의 3 단계에 제시한 바와 

같이   를 정규화함으로써 행렬 를 구성한다.   는 

비 칭 행렬이므로 정규화하기 하여 본 논문에서는 

  의 행과 열을 이용하여 정도 행렬 와 ∆를 별도

로 구한 다음, 4 단계에 설명한 로 를 정규화시킨

다. 그런데 의 행과 열의 수가 서로 다르기 때문에 

에 


를 곱하여 와 스 일이 근사하도록 조정

하여야 한다. 마지막으로 의 고유값 과 고유벡터 

에 한 근사값을 구하고, 의 고유값 

  이고 와 은 동일한 고유벡터를 갖는

다는 사실을 이용하여 7 단계에 나타낸 바와 같이   

의 고유값과 고유벡터로부터 의 고유값과 고유벡

터에 한 근사값을 각각 구한다.

Choromanska
[3]
가 제안한 방식은 행렬   에서 직  

정도 행렬 와 를 구하여 ←
 





  

를 계산한다. 여기서  ←      이고  ∈×와 

∈×  는 다음과 같이 정의된다.

   
 



      
 



   (11)

그런 다음,  ←
  의 고유값과 고유벡터

를 이용하여 근사값을 구한다. 그런데, 은 SPSD인

데 반하여 는 그 지 않기 때문에 이 방식으로 구

한 고유값과 고유벡터는 실제 값에서 크게 벗어남과 동

시에 의 최소 고유값은 0 임을 만족시키지 못한다. 

Choromanska 방식이 에서 고유값과 고유벡터를 

구하는데 반하여, 본 제안 방식은 가 치 행렬   의 

샘  버 인 에서 구하고, 의 고유값   

이고   와 은 동일한 고유벡터를 갖는다는 사실

을 이용함으로써 보다 정확하게 추정할 수 있는 장 이 

있다. 의 고유값과 고유벡터가 근사 으로 구해지

면 식 (6)을 이용하여 컴뮤트 타임 임베딩할 수 있다. 

이 때, 임베딩 공간은 ×  이다.

(347)
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5.   
  으로 spectral decomposition

6.  ←












,   의 역순으로 재배열시킨다.

7.   


,  
 



  

 †

Ⅳ. 컴뮤트 타임 거리의 근사화를 통한 컴뮤트 

타임 임베딩

식 (5)에 주어진 바와 같은 컴뮤트 타임 임베딩을 구

하려면 의 고유값과 고유벡터를 구하는데 

  의 계산량이 요구된다.   이 2,000 이상의 큰 값

을 가질 때에는 엄청난 계산량으로 인하여 구 이 사실

상 불가능하다. 하지만, Johnson-Lindenstrauss
[1]
, 

Spielman 이 제안한 방식[11]을 이용하여 근사화된 컴뮤

트 타임 임베딩(approximate commute time embedding 

: 이하 ACTE라 부름) 을 구하는 것이 가능하다
[10]

. 우

선, 그래 에서 에지의 연결성을 나타내는 ×행렬 

  를 다음과 같이 정의한다. 

  









 

i f   ′ i f   ′ 
 

(12)

여기서 은 에지의 수를 나타낸다. 이와 함께 ×  

각 행렬   를 정의하는데,     는   번째 에지

의 가 치이다. 그러면, 라 라시안 행렬    

를 구할 수 있다. 이를 이용하면 두 노드 와   간의 

컴뮤트 타임 을 다음과 같이 유도할 수 있다. 

   
 †  

   
 † †  

   
 †  †  

 ∥   †  ∥
따라서 는 

 †  의 각 열 벡터 간의 

거리의 제곱으로 표 됨을 알 수 있다. Johnson 

-Lindenstrauss 정리에 의하면, 이 벡터들을  log   
개의 랜덤 벡터가 스팬하는 공간으로 사 시키더라도 

거리를 보존한다[1]. 즉, 임의의 두 벡터  ∈  와 상

수    에 하여 ×  랜덤 행렬   가 주어지면 

 


 이상의 확률로 다음 부등식을 만족시킨다. 

∥  ∥ ≤∥ ∥ ≤∥  ∥

여기서 ∝ log


 이다[10].  식을 컴뮤트 타임에 

용하면 다음과 같은 부등식을 얻을 수 있다[10]. 

    ≤∥ ∥ ≤     
(13)

여기서  
 †이다. 즉,   는 

∥  ∥으로 근사화시킬 수 있다. 그런데,   의 

역행렬인  †  를 구하는 데에는 엄청난 계산량이 요구

되므로 다음과 같은 방법을 이용한다. 

우선,  
 를 계산한 후에,   †이

므로   을 만족하는 를 구함으로써 컴뮤트 타임

의 근사값을 구한다. 이를 하여 본 논문에서는 

Spielman-Teng 알고리즘을 이용하여   의 모든 행에 

하여    의 근을 구한다. 여기서,  는 각각 

  와   의   번째 행벡터를 나타낸다. 이와 같이   를 

구하면 다음과 같이 근사화된 컴뮤트 타임 임베딩을 구

할 수 있다.

     ⋯     (14)

여기서,   는   의   번째 열의   번째 성분이다.

Ⅴ. 실험 및 토론

본 논문에서는 700개의 샘 로 구성된 정  신호

에서 25차원 벡터 크기의 패치를 최 한 겹치도록

(maximally overlapped) 676개 추출한 다음, 이를 패치

그래 로 구성하여 실험한다
[6～7]

. 

1. Nystrӧm 기법을 이용한 컴뮤트 타임 임베딩 

패치 그래 에 식 (6)을 이용하여 컴뮤트 타임 임베

딩한 결과를 [그림 1.]에 제시하 다. 이 그림에서는 각 

패치에서 그 이던트 벡터의 크기를 각각 구하고 이를 

오름 차순으로 정렬하여 간 값보다 작으면 란 으

로, 크면 빨간 으로 나타낸다. 컴뮤트 타임 임베딩에

서는 부드러운 곡선 구조를 갖고 있는데 란 과 빨
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(a1)                     (b1)
     

(a2)                     (b2)

(a3)                     (b3)
     

(a4)                       (b4)

 (a5)                      (b5) 

그림 2. Nyström 기법을 이용한 컴뮤트 타임 임베딩

좌열: Choromanska 방식, 우열: 제안 방식, 표본화율 : 1행(29.6%), 2행(44.4%), 3행(59.2%), 4행(73.9%), 5행(88.7%)

Fig. 2. Commute time embedding using Nyström method. Left two columns: Choromanska’s method, Right two columns: The 

proposed method, Sampling rates : The first row(29.6%), second row(44.4%), third row(59.2%), fourth row(73.9%), fifth 

row(88.7%). 

간 이 각각 클러스터링되어 있는 모습을 볼 수 있다. 

[그림 2.]는 의 패치 그래 에서 구한 정규 라 라

시안 의 고유값과 고유벡터를 Nyström 방식으로 

그림 1. 정  신호에 용한 패치 그래 를 이용한 

컴뮤트 타임 임베딩

좌: 이차원 임베딩, 우: 삼차원 임베딩( )

Fig. 1. Commute time embedding of a sinusoidal signal 

from which the patch graph is constructed. 

Left: Two-dimensional ( ) Embedding, Right 

: Three-dimensional ( ) embedding. 

근사화한 다음, 식 (6)을 이용하여 컴뮤트 타임 임베딩

한 결과를 보여주고 있다. 여기서 좌열은 Choromanska

의 방식으로 구한 결과를, 우열은 제안 방식으로 구한 

결과를 각각 나타내고, 의 676 개 열 에서 200, 

300, 400, 500, 600개의 열을 균일 샘 링하여 구한 결과

를 첫 행부터 순서 로 나타낸다. 

이 그림에서 알 수 있듯이, Choromanska의 결과는 

샘 링된 패치에 해당되는 고유벡터의 성분이 그 지 

않은 패치에서 보다 스 일이 훨씬 작고, 샘 링된 열

의 수에 따라서도 스 일이 크게 변하는 문제가 있다. 

그 결과, 두 개의 스 일이 다른 임베딩이 겹쳐 보이는 

상이 나타난다. 하지만, 제안 방식의 결과는 샘 링된 

열의 수가 증가함에 따라 컴뮤트 타임 임베딩의 참값 

[그림 1.] 에 수렴할 뿐만 아니라 스 일도 거의 동일함

을 알 수 있다.   의 고유값은 식 (7) 에 주어진 바
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와 같이      범  내에 존재하게 되는데,  패치 그

래 에서 구한 고유값을 오름 차순으로 배열한 5 개의 

가장 작은 고유값은 [표 1.] 에 제시한 바와 같다. 

1λ′ 2λ′ 3λ′ 4λ′ 5λ′

고유값 0.0 0.010 0.012 0.040 0.045

표 1.   의  가장 작은 5개 고유값 (참값) 

Table 1. The five smallest eigenvalues of the 

샘 수 1λ′ 2λ′ 3λ′ 4λ′ 5λ′

200 2.304 2.331 2.340 2.359 2.425

300 1.198 1.219 1.238 1.255 1.274

400 0.637 0.650 0.711 0.729 0.745

500 0.339 0.346 0.350 0.379 0.410

600 0.119 0.131 0.136 0.166 0.175

표 2. Choromanska 방식으로 구한, 샘 링 열의 수

에 따른 5개의 가장 작은 고유값 

Table 2. The five smallest eigenvalues of the  , 

obtained using the Choromanska’s method.

샘 수 1λ′ 2λ′ 3λ′ 4λ′ 5λ′

200 0.0 0.006 0.009 0.027 0.036

300 0.0 0.008 0.010 0.031 0.038

400 0.0 0.009 0.011 0.038 0.041

500 0.0 0.009 0.011 0.037 0.046

600 0.0 0.010 0.011 0.040 0.046

표 3. 제안 방식으로 구한, 샘 링 열의 수에 따른 5

개의 가장 작은 고유값 

Table 3. The five smallest eigenvalues of the  , 

obtained using the proposed method.

200 300 400 500 600

 500.8 189.1 106.9 22.9 9.7

표 4. 패치의 표본화 샘  수에 따른 제안 방식의 컴

뮤트 타임 근사화 오차 

Table 4. The approximation errors of the proposed 

method as a function of the number of 

sampled patches

에서 설명한 바와 같이,   의 가장 작은 고유

값은 항상 0 이어야 하고 한 2 보다 작은 양의 고유

값을 가져야 함에도 불구하고 Choromanska 방식은 [표 

2.] 에 나타낸 바와 같이 이를 만족시키지 못하며, 샘

링 열의 수가 작을수록 크게 벗어남을 확인할 수 있다. 

하지만, 본 논문에서 제안한 방식은 [표 3.]에 제시한 

바와 같이 의 두 조건에 부합할 뿐만 아니라 샘 링 

열 수가 증가할수록 실제 고유값에 수렴함을 알 수 있

다. 한, 제안 방식의 컴뮤트 타임 정확도를 확인하기 

하여 다음과 같이 오차를 정의하여 표본화 샘  수에 

따른 평균 제곱 오차의 변화를 [표 4.]에 제시하 다.

 

 


 ∥ ∥ (15)

여기서,   는 근사 으로 구한 컴뮤트 타임 임베딩

을 나타낸다.

 

2. 근사 컴뮤트 타임 임베딩

의 4 에 설명한 바와 같이, 그래  라 라시안의 

고유값과 고유벡터를 계산하지 않고도 식 (14) 를 이용

하여 컴뮤트 타임을 근사 으로 구할 수 있다. 데이터 

집합의 크기가 700과 2,000 인 패치 그래 에 하여 

그림 3 사 행렬   의 크기에 따른 ACTE의 

란 선: 700개 데이터, 붉은 선: 2,000개 데이

터 

Fig. 3. Normalized mean squared error as a function of 

the row size of the projection matrix   of the 

ACTE, where the data sizes corresponding to 

the blue and red lines are 700 and 2,000, 

respectively.
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사  행렬   를 각각 구한 다음,   의 행 수에 따라 

근사 으로 계산한 컴뮤트 타임의 정규 평균 제곱 오

차(normalized mean squared error: ) 를 [그림 

3.]에 제시하 다. 여기서   는 다음과 같이 정의

한다. 




≠ 



 


≠ 



  ∥   ∥ 
(16)

이 때, 보다 더 근사 인 결과를 얻으려면 식 (15)에

서 알 수 있듯이 매개변수   에 작은 값을 할당하여야 

하고 이에 따라 ×  랜덤 행렬   가 결정된다. 

Nyström 방식의 근사화 방식은 표본화된 패치 수   에 

하여 의 계산량이 요구되므로 허용 오차의 범

를 이기 해서는 계산량이 격히 증가하지만, 이 

방식은 계산량이 거의 선형 으로 증가하므로 비교  

은 계산량으로 보다 정확한 컴뮤트 타임 거리를 구할 

수 있는 장 이 있다. 의 두 방식은 컴뮤트 타임에 기

반하고 있다는 에서 상호 간에 공통 은 있으나, 이

를 근사 으로 구하는 방식에 있어서는 구조 으로 다

르므로 이들의 성능을 직 으로 비교하기는 어려울 

뿐만 아니라 이들의 응용분야에서도 많은 차이가 있다. 

즉, Nyström 방식은 스펙트럼 분해 연산 과정이 필수

으로 요구되므로 데이터 집합의 크기가 제한 일 수

밖에 없으나 ACTE는 그 크기에 향을 받지 않는다. 

한편, 자는 주성분(principal components)을 쉽게 알 

수 있으므로 데이터의 차원을 크게 일 수 있고 식 (6)

에서와 같이 이차원 는 삼차원 공간에 임베딩할 수 

있어서 데이터의 기하구조를 시각화할 수 있는 장 이 

있으나, 후자는 주성분을 알 수 없으므로 데이터의 차

원을 이는데 어려움이 있을 뿐만 아니라 데이터의 시

각화도 사실상 불가능한 한계를 보이는 특징이 있다. 

Ⅵ. 결  론

본 논문에서는 가장 리 활용되고 있는 다양체 학습

방식인 컴뮤트 타임 임베딩을 구 하는데 요구되는 엄

청난 계산량을 이기 한 두가지 방안을 제시하고 실

험을 통하여 이들의 성능을 확인하 다. 기본 으로 그

래 의 가 치 행렬에서 랜덤으로 열을 표본화한 다음 

이를 이용하여 정규 라 라시안 행렬을 구하면 더 이상 

SPSD하지 않고, 한 가장 작은 고유값이 0이어야 한

다는 조건을 만족시키지 못함으로 해서 근사화 오차가 

크게 발생함을 피할 수 없다. 본 논문에서는 이러한 문

제를 해결하기 한 새로운 방식을 제안하 고 실험을 

통하여 성능을 확인하 다. 하지만, 이 방식도 데이터 

집합의 크기가 매우 크면, 라 라시안 행렬를 스펙트럼 

분해하는데 계산량이 기하 수 으로 증가하므로 용

하기 어려운 단 이 있다. 이를 해결하기 하여 표본

화 과정과 라 라시안 행렬에 한 고유값과 고유벡터

의 계산과정 없이 입력 데이터 집합으로부터 컴뮤트 타

임 거리를 직  추정하는 방식을 이용하 다. 이 방식

은 입력 데이터 집합의 크기에 향을 받지 않으면서 

컴뮤트 타임을 근사 으로 구할 수 있는 장 이 있다. 

향 후에는 데이터 집합의 크기가 증가함에 따라 근사화 

오차가 비교  크게 비례하여 나타나는데, 이의 원인을 

분석하고 햐결하는 연구를 수행할 계획이다.
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