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GSP를 활용한 기하수업에서 수준별 학생의 논증기하와

해석기하의 연결에 관한 연구1)

도정철2)․손홍찬3)

본 연구에서는 기하 문제해결에서 GSP의 활용이 수준별로 학생들에게 어떤 영향을 끼치

는지에 대해 알아보았고, 특히 논증기하와 해석기하의 연결성에 어떤 영향을 주었는지에 관

하여 살펴보았다. 구체적으로 살펴보면 상 수준의 학생은 기하 문제를 해결하기 위해 바로

형식적인 대수적 식을 사용하는 것을 선호하였고, 중·하 수준의 학생의 경우에는 GSP의 도

움을 받아 대수식을 찾고자 하는 노력을 보였다. 특히 하수준의 경우에는 문제해결에는 실패

하였지만 GSP의 도움을 받아 문제를 이해할 수 있는 경우가 많았다. 논증기하와 해석기하의

연결성과 관련하여 GSP의 역동적인 환경은 형식화된 해석기하적 표현의 의미를 한 눈에 파

악할 수 있도록 도움을 주었고, 해석기하적 접근 방식을 사용한 풀이를 전개한 후 문제해결

의 반성 단계에서 그 결과의 의미를 시각화하여 전체적으로 이해할 수 있도록 도움을 줄 수

있음을 알 수 있었다.

주요용어 : GSP, 해석기하, 논증기하, 연결

Ⅰ. 들어가며

17세기 초에 Descartes는 Euclid 기하적인 전통에 도전하여 대수적 수단, 즉 방정식을 이

용하여 기하학을 연구하는 해석기하학을 탄생시켰는데, 이 해석기하학이야말로 도형의 성질

을 다양한 문제의 대수적 해결로 확장시켰음은 물론 함수 개념과 미적분학을 탄생시킴으로

써 새로운 수학, 과학의 세계를 연 위대한 착상이었다고 말하였다(우정호, 1998).

수학의 대수적인 측면은 기하학적 측면에 의해 확장, 발전되어 왔으며 기하학적 측면은

대수적인 측면에 의해 보완되어 왔고, 그러한 노력이 수학의 발달과정에서 중요한 역할을

하였다(유익승, 한인기, 2011). 실제로 7차 개정 교육과정 해설(교육과학기술부, 2008)에서는

고등학교 1학년에서 다루는 기하는 대수적인 방법으로 접근하는 해석기하이며 이는 중학교

에서 학습한 도형에 관한 여러 성질과 관계를 대수적인 방법으로 새롭게 조명해볼 수 있는

기회를 제공한다고 밝히고 있다. 『수학 수업을 위한 전문성 규준(Professional Standards

for Teaching Mathematics)』을 개정한 『수학 수업의 현재와 미래(Mathematics Teaching
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Today)』에서 National Council of Teachers of Mathematics(2007)은 중등 수학 교육을 전

공한 수학 교사와 예비 교사가 고등학교 교육과정에 포함되어 있는 대수와 기하 사이의 연

결성에 대해 익숙해져 있어야 한다고 명시하고 있다(류희찬, 조완영, 이경화, 나귀수, 김남

균, 방정숙 역, 2011).

그러나 현재 우리 기하교육의 실재를 보면 기하학의 대수적 결합 및 접근 방법이 대수학

과 기하학의 연결성을 강화하고 새로운 수학적 개념의 의미를 확장시키는데 기여하지 못하

고 있는 실정이다. 고등학교 때 배우는 해석기하는 규칙과 절차를 적용하는 단순한 기계적

인 처리가 되기 쉬우며 기하적인 부분이 대수적인 부분에 가려 도형의 성질에 관한 개념 이

해가 제대로 되지 못하고 있다(우정호, 1998; 이수진, 2005, 재인용). 대수적인 도형의 방정식

의 전형적인 풀이 절차만이 중시되고 그것이 갖는 기하학적 측면을 파악하지 못한다는 것은

바람직한 기하교육과는 거리가 있다.

따라서 대수, 기하의 연결성을 강화하기 위한 교수학습 방안의 모색이 필요하다. 수학은

개인차가 크게 나타나는 교과이므로 학생의 인지 발달 단계, 학습 수준, 학습 특성 등을 고

려한 적절한 교수·학습 방법을 적용해야 한다(교육과학기술부, 2011). 탐구형 소프트웨어의

활용은 학생들이 다양한 사례를 조사하고 추측, 탐구하며 중요한 기하 개념을 더 깊이 이해

할 수 있도록 돕는다(NCTM, 2000). 따라서 본 연구는 GSP를 활용한 수업이 수준별로 기하

에 관한 문제해결에서 해석기하와 논증기하의 연결성 강화에 어떤 영향을 미치는지 살펴보

고자 한다.

Ⅱ. 문헌 검토

현대수학의 중요한 특징은 대수에 의한 수학의 연구라고 할 수 있다. 대수적인 표현은 간

결하고 여러 가지 조작과 처리를 용이하게 한다. 그러나 학생들의 입장에서 보면 대수적 구

조의 의미를 잘 이해하지 못한 채 기계적인 계산에 치우칠 가능성이 높다.

나귀수(2006)에 의하면 고등학교에서 해석기하를 배운 후에 이를 중학교에서 학습했던 종

합기하적인 방법과 비교하고 통합할 수 있도록 교과서를 구성할 필요가 있다. 수학은 기하

적 아이디어와 대수적인 아이디어를 두 축으로 하여 이루어진 학문이므로 그 어느 쪽도 소

홀히 할 수 없으며 기하교육에서 시각적이고 직관적인 기능과 분석적이고 논리적인 기능의

통합적인 지도가 필요하다(우정호, 1998). Ostrovski & Kordemski(1960)는 문제해결에서 기

하학적인 방법을 사용하는 것은 미지수의 선택, 추론 절차 만들기와 같이 산술적 계산 중심

의 방법에서 생겨나는 어려움을 상당 부분 극복할 수 있게 하고, 단순한 알고리즘에 의한

문제해결 방법에서 벗어난 새로운 문제해결 방법을 찾는데 도움을 준다고 하였다(유익승,

한인기, 2011, 재인용).

논증기하와 해석기하의 연결성 강화를 위한 효과적인 기하교육 지도 방법을 찾는데 직접

조작이 가능하고 관찰이 용이한 탐구형 소프트웨어인 GSP를 활용할 수 있다.

GSP는 점, 직선, 그리고 원을 이용하여 여러 기하학적 도형을 쉽고 정확히 작도할 수 있

도록 한다. 측정 및 계산 기능이 있고 도형의 방정식을 그래프로 그릴 수 있는 기능도 가지

고 있다. 또한 애니메이션 기능이 있어 움직이는 도형으로 흔적이나 자취를 구하거나 도형

의 성질을 설명할 때 사용할 수 있다. 이러한 의미에서 GSP와 같은 소프트웨어가 주어지는
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환경을 역동적 기하 환경이라고 하는데, ‘역동적 기하(dynamic geometry)’란 용어는 Nick

Jackiw와 Steve Rasmussen에 의해 만들어진 뒤 많은 문헌에서 쓰이게 되었다(Goldenberg

& Cuoco, 1998).

GSP 환경에서 작도 시에 나중에 그려지는 하위 개체는 초기에 그려지는 상위 개체의 영

향을 받게 되는데, 상위 개체가 움직이면 하위 개체가 따라서 움직이므로 도형들의 관련성

을 명백히 드러내준다. Leung(2003)은 이와 같은 특징이 경험적 수학과 이론적 수학을 잇는

다리 역할을 한다고 하였다. GSP 환경의 특징 중의 하나는 드래그를 통한 도형의 변환인데

변환 시에 화면상에서의 불변하는 성질은 기하적으로도 불변하는 성질을 보여준다.

Leung(2012)은 드래그 하는 동안 도형의 변화가 일정하다고 인식된 도형의 기하학적 특성

을 1수준 불변량이라 하였고, 불변성들 사이의 관계는 그 자체가 하나의 불변량이며 드래그

활동을 통해 인식될 수 있다고 하면서 1 수준 불변성 사이의 불변적인 관계를 2 수준 불변

량이라고 하였다. GSP의 동적 기하환경에서는 드래그 활동을 통해 기하적 불변성을 인식하

고, 흔적 남기기 등을 통하여 기하 도형 사이의 관련성을 파악하기가 용이하여 학생이 문제

해결과 추론에서 도움을 받을 수 있다.

논증기하와 해석기하의 연결에 관한 기존의 연구들이 있다. 박종률(2008)은 GSP의 활용

이 수식과 기하학적 표현 사이의 연결성을 인식하고 수학적 직관의 향상을 통해 문제해결력

을 기르는데 효과가 있다고 주장하였고, 김향숙, 박진석, 하형수(2011)는 고등학교 수준에서

논증기하와 해석기하의 조화를 이룰 수 있는 방안의 하나로써 이차곡선을 활용한 정칠각형

에 대한 작도방법을 고찰하였다. 황우형, 차순규(2002)는 고등학교 해석기하 부분을 학습할

때, GSP를 사용하는 것이 전통적인 대수적 접근 방법보다 수학적인 개념 형성에 어느 정도

도움을 주는지를 분석한 글에서 첫째, 기하적인 접근 방법에서의 결과와 대수적인 접근 방

법에서의 결과가 다를 때 문제를 재검토하는 사례를 통해 수학적 연결성이 중요한 역할을

하였고, 둘째, 시각적인 면과 GSP의 역동적인 모습이 학생들의 수학적 개념 형성에 도움이

된다고 주장하였다.

그러나 연결성 관점에서 보다 구체적인 문제 상황에서 컴퓨터 환경이 효과적인지 지필환

경에서 효과적인지 학생의 수준을 고려한 연구는 많지 않았다. 따라서 논증기하와 해석기하

의 연결성 관점에서 학생의 수준에 따른 GSP활용의 효과를 분석할 필요가 있다.

Ⅲ. 연구 방법 및 절차

1. 연구 대상

연구에 참여한 학생과 연구자가 소속된 학교는 지방의 중소도시에 소재하고 있는 인문계

(남자, 평준화) 고등학교이다. 수업에 참여한 학생들은 모두 1학년으로 희망하는 학생 중 전

국연합학력평가 수리영역 결과를 기준으로 상수준 2명(23, 52등), 중수준 2명(131, 142등), 하

수준 2명(316, 343등)씩 선정하여 총 6명이다(총원 381명). 학생과 학부모에게 연구의 목적

을 설명하고 동의서를 받았다. 학생들은 GSP를 사용해본 경험은 물론 컴퓨터를 활용한 수

학 수업에 참여한 경험이 없었다.
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2. 실험 수업의 설계

가장 이상적인 실험상황은 학생들이 자유롭게 컴퓨터를 이용할 수 있는 교실에서의 정규

수업이지만 그런 시설이 마련되어 있지 않고 별도의 시간을 활용할 수 없다는 현실을 감안

하여 야간자율학습 시간에 특별실을 이용하여 수업을 진행하였다. 사용한 소프트웨어는

GSP 4.0이며 본 수업을 하기 전에 약 90분 정도 학생들에게 기본적인 GSP 기능을 소개하

고 연습해보도록 했다. 그 시간에 학생들은 수직이등분선, 이등변삼각형, 직각삼각형, 정삼각

형, 직사각형, 정사각형 등 기본도형을 작도하였고 수선, 평행선, 흔적 남기기, 그래프, 측정

등의 기능을 익혔다.

본 실험 수업은 특별실로 옮겨서 진행하였다. 6명의 학생은 상·중·하 수준으로 나누어 각

3명씩 두 개의 조로 구성하였고, 각 조는 각각 테이블 하나와 노트북 한 대씩을 사용하였다.

본 실험 수업은 3주간에 걸쳐 야간 자율학습 시간에 90분씩 9차시로 진행하였고, 문항의 난

이도와 수에 따라 한 차시가 두 회에 걸쳐 진행된 적도 있었다. 동영상 캡쳐 프로그램인 캠

코더를 이용하여 GSP를 활용하는 노트북 화면을 저장하였으며 스마트폰을 이용하여 수업하

는 전체 모습을 녹화하였다. 마이크가 내장되어 있는 노트북을 사용하여 음성과 화면을 같

이 저장하였다.

활동지는 매 차시마다 크게 두 면으로 나누어 구성하였다. 문제가 제시되어 있는 부분, 그

풀이 과정을 서술할 수 있는 부분과 문제풀이 과정에서 GSP를 어떻게 활용하였는지 정리할

수 있는 부분으로 나누었다.

3. 연구자료 수집 및 결과 분석 방법

자료는 면담 자료, 관찰 자료, 오디오와 비디오 자료, 문서 자료, 노트북 화면을 동영상으

로 저장한 파일을 토대로 수집하였다. 학생이 GSP를 활용한 화면 및 교사와 학생 또는 학

생들 사이의 대화, 활동지, 설문지 등을 자료로 삼아 주로 다음과 같은 관점에서 분석하였

다. 첫째, GSP의 활용은 대수식의 기하학적 해석을 통한 문제해결에 어떤 영향을 주는가?

둘째, GSP를 활용하여 기하에 관한 문제를 해결할 때, 해석기하와 논증기하의 연결성에 어

떤 영향을 주는가?

Ⅳ. 결과 분석

첫 번째 연구 문제인 GSP의 활용이 대수식의 기하학적 해석을 통한 문제해결에 어떤 영

향을 주는가에 대해, 수준별로 학생의 전반적인 활동 특징과 구체적인 문제 상황에서 보이

는 차이에 대해 얻은 결과를 알아보고, 두 번째 연구 문제인 논증기하와 해석기하의 연결성

에 어떤 영향을 주는지에 관하여 살펴본다.

1. 수준별 학생에 따른 GSP 활용의 특징

대수식의 기하학적 해석을 통한 문제해결에 대해 수준별로 나타난 학생 활동의 특징은 다
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음과 같다.

첫째, 상수준의 학생은 주로 대수식의 계산을 통한 문제 해결을 더 선호하는 것으로 관찰

되었다. 상수준의 A1학생4)은 지필환경에서 문제를 해결할 때 대수적인 접근 방법을 주로

사용하였다. 그리고 문제 상황을 GSP에 구현하면서 자신의 풀이를 점검, 확인하는 모습을

보였다.

문제 상황(1차시 1번) : 두 원            이 점 P  Q 에

서 만나는 위치관계에 놓여 있다. 이 때, 선분 PQ 의 길이가 최대가 되게 하는 a의 값을

구하시오.

위의 문제 상황에 대하여 학생은 지필환경에서 공통현이 반지름의 길이가 작은 원의 중심

을 지날 때 최대가 됨을 이해하고 공통현의 방정식을 구하여 원의 중심의 좌표를 대입하는

방법으로 의 값을 구하였다([그림 Ⅳ-1]).

[그림 Ⅳ-1] 지필환경에서 대수식의 계산을 통해 해결한 A1학생의 풀이 

4) 학생A1은 1조의 상수준의 학생, B1은 1조의 중수준의 학생, C2는 2조의 하수준의 학생을 의미한다.
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지필환경에서 문제를 해결한 A1학생은 자신의 답을 확인하고자 할 때 GSP를 사용하였

다. 학생은 GSP를 사용하여 중심이   이고 반지름이 2인 원, 중심이 축 위에서 움직

이는 반지름이 3인 원을 차례로 작도하고, 드래그 기능을 이용하여 교점 P  Q 를 연결한 선

분의 길이가 어떻게 변하는지를 관찰하였다([그림 Ⅳ-2]). 반면 중수준의 B1학생은 공통현이

반지름이 작은 원의 지름이 될 때 최대가 되는 사실보다 GSP의 화면에서 계산된 값(선분

PQ의 길이)에 관심을 갖는 모습을 보였다(<에피소드1> (1), (4)). A1학생은 두 원의 위치

관계(원의 중심)에 관심을 기울였고 두 개의  값이 나오는 상황을 모두 시각적으로 확인하

였다(<에피소드1> (9), (11)).

[그림 Ⅳ-2] A1학생이 큰 원의 중심을 끌며 공통현의 길이를 
관찰하는 모습

<에피소드1> (괄호 안은 연구자의 해설을 의미함.)

1. 학생B1 : 아, 지름일 때 최대. 답이 4야.

2. 학생C1 : 오.

3. 학생A1 : 답이 4라구? 이거일 때 최대지.

4. 학생B1 : 아니. 답이 4라는 게 아니라. 이 지름일 때가 4라구.

5. 학생A1 : 4가 뭐?

6. 학생B1 : 최댓값이 된다구. PQ의 길이가 최댓값이 된다구.

7. 학생A1 : 의 값을 구하시오야.

8. 학생B1 : 그니까 최대를 구했으니까 이제 얘를 구하면 되지.

9. 학생A1 : 아니 4인 거 누가 몰랐냐고. 지름이 나와 있는데.

2랑 4일 때. 야 4일 때 해봐. (A1은 의 값이 아니라 원의 중심의 좌표를

이야기 하고 있음)

10. 학생B1 : 4?

11. 학생A1 : 지금은 2잖아.

12. 학생B1 : PQ가 4라고.

13. 학생A1 : 원의 중심을 4로 움직여봐.
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문제 상황(3차시 1번): 원       위의 임의의 한 점 P  에서 축에 내린

수선의 발을 Q라 할 때, OQPQ 의 최댓값은? (단, 점 P 는 제1사분면에 있고, O 는 원

점이다.)

위의 문제 상황에 대하여 A1학생은 OQ 를  , PQ 를 라고 놓고 방정식      

을 만족하는 실수  에 대해  의 최댓값을 구하는 문제로 바꾸어 해결하였다([그림

Ⅳ-3]).

[그림 Ⅳ-3] 선분의 길이의 합을 직선으로 해석한 A1학생의 지필환경 풀이

A1학생은 지필환경에서 대수식의 계산을 통해 답을 구했지만 그 기하학적 의미까지는 생

각하지 못하다가 GSP를 활용하여 문제 상황을 구현하고 조작하는 과정([그림Ⅳ-4])에서 흔

적남기기 기능을 통하여 대수식을 기하학적으로 해석하고 그 의미를 새롭게 파악하였다

(<에피소드2> (10), (17)).

[그림 Ⅳ-4] 1, 2조가 문제 상황을 흔적남기기 기능을 이용하여 GSP에 구현한 화면
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<에피소드2>

1. 연구자 : 원 위에서 움직이는 점이 뭐지?

2. 학생B1 : P.

3. 학생B2 : 점 P.

4. 연구자 : 움직이는 점을 뭐라고 그래?

5. 학생B2 : 동점이요.

6. 연구자 : 그래. 그러면 동점 P의 좌표를 뭐라고 나타낼 수 있어?

7. 학생B1 :  좌표.  값?

8. 학생A1 :  요.

9. 연구자 : 지금 우리가 구하는 게 뭐지?

10. 학생A1 : OQ 플러스 PQ의 최댓값요. 아.  플러스 의 최댓값요. 아. 나 알 것 같아. 알았어.

11. 학생B2 : 뭐?

12. 연구자 : 더 구체적으로 알아보기 위해 여기 수선의 발 점 Q에다 측정,  좌표 해봐. 그

리고 더한 것 차례로 선택하고.   좌표가 주어진 점 찍어봐. 그리고 동점을

움직여봐.

13. 학생B1 : 점 하나가 나왔네. 얘를 흔적 남기기 해봐.

14. 학생B2 : 오. 색, 색깔. 좀 다르게. 진하게.

15. 연구자 : 그럼 아까  의 최댓값을 구하면 된다고 했는데, 생각나는 개념 없어?

16. 학생B2 : 너 알지?

17. 학생A1 : 접선. 접선 그려봐.

둘째, 문제를 이해하는 단계에서 상수준의 학생은 지필환경에서 좀 더 오랫동안 탐색하는

모습을 보인 반면, 중수준의 학생은 지필환경에서 그림을 그리고 조작하는 것을 어려워하며

문제 상황을 의미 있게 다루지 못하다가 비교적 이르게 GSP를 실행하여 문제 상황에 접근

을 시도하였다.

문제 상황(5차시 2번) : 삼각형 ABC는 ABAC 인 이등변삼각형이다. 꼭짓점 A를 지

나는 직선이 BC 또는 그 연장선과 만나는 점을 P라 할 때, 성립하는 관계식을 찾고,

증명하시오.

위의 문항에 관하여 2조는 GSP에서 이등변삼각형 ABC , 반직선 BC를 작도한 후 동점

P 를 이동시키더라도 항상 성립하는 관계식이 무엇인지 측정과 계산 기능을 주로 사용하여

탐색하였다. 기본적으로 선분의 길이를 모두 측정하고, 몇 가지 관계식을 추측하여 계산해보

아 맞는지를 확인하였다. 그 과정에서 AP  AB 의 값이 ±BP×CP 의 값과 같음을 발견

하였다([그림 Ⅳ-5]). 점 P 가 BC 의 연장선 위에 있을 때는 AP  AB BP×CP 이 성립

하고, 점 P 가 BC 위에 있을 때는 AP  AB  BP×CP 이 성립한다고 하였다.
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[그림 Ⅳ-5] 2조가 점 P 를 이동시키면서 측정값을 관찰하는 모습 

이에 대해 중수준의 B2학생은 좌표평면에 대입하여 풀면 된다고 하며, 구체적인 증명은

생략하였다([그림Ⅳ-6]).

[그림 Ⅳ-6] GSP를 활용하여 관계식을 찾은 B2학생의 풀이 

중수준의 학생은 GSP에 문제 상황을 옮겨 도형의 자취나 움직임을 파악하는 활동을 통해

문제에서 주어진 대수식의 의미를 시각적으로 확인하고 문제 해결 방법을 탐구하였다. 하지

만 대수식의 조작을 통한 정당화의 과정에는 이르지 못하였다.

셋째, 하수준의 학생은 대수식의 조작은 물론 방정식을 그림으로 표현하는데 어려움을 겪

었다. GSP의 수선, 평행선, 중점과 같은 기본적인 작도 기능, 함수 그래프 기능 등에 도움을

받아 문제 이해 단계에서 문제 상황을 시각적으로 확인하였다.

2. GSP 활용이 대수식의 기하학적 해석에 미치는 영향

GSP의 활용이 수준별 학생에 따라 대수식의 기하학적 해석을 통한 문제해결에 어떤 영향

을 주는지에 관하여 구체적으로 살펴보면, GSP의 활용이 대수식의 기하학적 해석에 도움을

주는 측면은 크게 두 가지 경우로 나뉜다.

첫째, 대수식으로 풀 수 없는 문제를 기하적으로 해석하여 GSP로 구현해봄으로써 문제

해결의 실마리를 찾을 수 있었다. 다음과 같은 두 가지 문제 상황에서 이에 관한 관찰을 할

수 있었다.
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문제상황(2차시 1번) : 점 A  와 점 B  가 주어져 있을 때, 동점 C a 에 대하

여 ACBC 의 최댓값을 구하시오.

문제 상황(9차시 2번) : 점 P 가 직선     위를 움직이고, 원점 O 에 대하여

OP ×OQ   를 만족하는 점 Q 를 선분 OP 또는 반직선 OP 의 연장선 위에 잡을

때, 점 Q 의 자취의 방정식은?

지필환경에서 학생들은 2차시 1번, 9차시 2번 문제를 해결할 핵심적 아이디어를 찾는데

어려움을 겪었다. 식을 통한 계산은 어렵거나 수준을 넘어섰고, 추측을 했지만 그 추측이 맞

는지 확인할 수 없었다. 학생들은 연구자의 안내 및 GSP를 활용한 문제 구성, 조작 활동을

통하여 문제 상황을 기하학적으로 새롭게 조명하고 해결의 실마리를 찾을 수 있었다([그림

Ⅳ-7], [그림 Ⅳ-8]).

[그림 Ⅳ-7] 1조가 2차시 1번 문항에 
담긴 기하적 의미를 탐색하는 모습 

[그림 Ⅳ-8] 1조가 9차시 2번 문항에 담긴 
기하적 의미를 탐색하는 모습

다만 수준별로 상·중 수준의 학생들은 그 기하학적 상황을 다시 대수식으로 번역하여 문

제를 해결할 수 있었고([그림 Ⅳ-9]), 일부 중 수준의 학생과 하 수준의 학생들은 대수식의

번역 과정 및 대수식의 계산 단계에서 어려움을 겪거나 문제 이해 단계에서 더 나아가지 못

하는 차이점이 나타났다.
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[그림 Ⅳ-9] GSP에서 힌트를 얻은 B1학생의 정당화

둘째, 학생들은 GSP를 활용해봄으로써 평소에 대수식의 계산, 변형이 의미하는 바를 기하

적, 또는 동적으로 이해하지 못하고 무슨 공식을 어떻게 대입해서 문제를 풀 것인지에만 관

심이 머물러 있었음을 새롭게 인식할 수 있었다. 상수준의 A1학생은 1차시 1번 문제에서

공통현의 방정식이 가지고 있는 동적인 측면을 새롭게 인식하였고, 두 원이 만나지 않을 때

의 경우로 확장하여 직선의 방정식의 기하학적 의미를 탐색하였다([그림 Ⅳ-10]). 중·하 수

준의 학생들은 GSP를 활용한 조작, 관찰, 탐구활동을 통해        ,

   와 같은 도형의 방정식의 동적인 측면을 인식하고 문제의 역동적인 상황을 파악

할 수 있었다.

[그림 Ⅳ-10] A1학생이 두 원이 만나지 않을 때 직선의 방정식 
(근축)의 기하학적 의미를 탐색하는 모습
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3. GSP의 활용이 논증기하와 해석기하의 연결성에 미치는 영향

두 번째 연구문제인 기하에 관한 문제해결에서 GSP의 활용이 논증기하와 해석기하의 연

결성에 어떤 영향을 주는지에 관하여 살펴본 결과는 다음과 같다.

첫째, GSP의 역동적이며 동적인 환경은 형식화된 해석기하적 표현의 의미를 한 눈에 파

악할 수 있도록 도움을 주는 것을 확인할 수 있었다.

3차시 1번 문항에서 A1학생은 점과 직선 사이의 거리 공식을 이용하여 해석기하적 접근

방법을 통해 해를 구하였지만, 문제 상황에 담긴 변화의 양상 및 동적인 구조를 전체적으로

파악하지 못하였다. 그러나 학생은 GSP를 사용하여 문제 상황을 구성하고, 변화를 줌으로써

수치의 결과가 달라지는 것을 시각적으로 확인하는 과정을 통해 해석기하적 풀이의 역동적

인 의미를 이해하였다(<에피소드2> (10), (17)). 즉 기하 문제해결에서 GSP의 활용은 상수

준의 학생이 해석기하적 접근 방식을 사용한 풀이를 전개한 후 문제해결의 반성 단계에서

그 결과의 의미를 시각화하여 전체적으로 이해할 수 있도록 도움을 준다([그림 Ⅳ-4]).

둘째, GSP는 기계적인 연습문제, 또는 학생들의 능력을 벗어나는 해석기하적 문제를 의미

가 풍부한 논증기하적 문제로 해석하여 해결할 수 있도록 도움을 준다.

A1학생은 3차시 2번 문제 상황에서 GSP를 활용하여 문제 상황을 더 잘 이해하고 대수적

번역을 통한 문제 해결을 시도하였다(<에피소드3> (6), (8)).

문제상황(3차시 2번): 벽면에 길이가 5인 사다리가 놓여있다. 아래 그림과 같이 사다리가

벽면에서 미끌어져 내린다고 하자.

사다리의 중점 P 가 나타내는 자취의 방정식을 구하시오.

<에피소드3>

1. 학생A1 : 선생님. 사다리 길이를 유지시키면서 변하게 만드는 방법 없어요?

2. 연구자 : 지금 어떻게 했는데?

3. 학생A1 : 여기에 점 찍고 선분 만들고 움직이면 사다리 길이가 문제에서는 안 변해야

하는데.

4. 연구자 : 원에서 사다리를 반지름으로 보면 어떨까?

5. 학생A1 : 원이요?

6. 학생A1 : 아. 알았다 알았다. 여기 점 하나 찍고 길이가 인 선분. 그리고 중심과 반지

름이 주어진 원.

7. 학생B2 : 니네 했어?

8. 학생A1 : 난 천재인 것 같애.

9. 연구자 : 중점에다 흔적을 남겨봐.
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[그림 Ⅳ-11] 1조가 GSP를 활용하여 문제 상황을 
시각적으로 구현한 화면

위 문제에서 학생들은 연속적으로 움직이는 도형을 시각적으로 관찰하여 힌트를 얻고 대

수적 풀이를 시도하였다([그림 Ⅳ-11]).

GSP의 활용은 대수적 풀이가 어려운 문제를 기하적으로 해석하고 이를 다시 대수적 번역

을 통해 문제 해결에 이르게 하였다.

A1·B1학생은 2차시 1번 문제 상황에서 좌표평면을 도입하여 대수식

          을 이끌어내고 이 대수적 식을 이용하여 해결하려

고 했으나 변화의 관계를 살펴보고 풀어야 하므로 어려움을 겪었다. 학생은 GSP의 화면에

세 점을 선분으로 연결하고 길이를 측정, 계산해봄으로써 삼각형의 성질을 이용한 논증기하

적 해결 전략을 의미 있게 구성할 수 있었다([그림 Ⅳ-7]).

문제상황(4차시 1번) : 좌표평면 위의 두 점 A   B  에 대하여 점 P 가

    위를 움직일 때, PA PB  의 최솟값은?

4차시 1번 문제에 대해서 A1·B1학생은 실수  가     를 만족할 때,

     의 최솟값을 구하는 문제로 해석될 수 있음을 알았다. 하지만 해석기하

적인 방법으로 풀려고 하였으나 의미 있는 진전을 보이지 못하였다. 학생은 이 문제 상황을

GSP의 좌표계에 옮겨 원 위를 움직이는 동점 P 를 구현해봄으로써 원 밖의 점으로부터 원

까지의 최단 거리를 구하는 방법을 탐색하는 문제 상황으로 바꾸어 해결할 수 있었다. 즉

학생은 GSP를 활용하여 문제 상황을 해석기하적 방법 - 논증기하적 방법 - 간단한 해석기

하적 방법으로 변환하고 해결하였다(<에피소드4>, [그림Ⅳ-12]).
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<에피소드4>

1. 학생C1 : 원 그려봐.

2. 학생B1 : (원 아이콘을 사용하여 원을 그린다.)

3. 학생A1 : 그렇게 하면 정확하지 않으니까. 점 찍어. 점.

4. 학생C1 : 식으로 해봐.

5. 학생B1 : 식으로 하면 원은 잘 안돼.

6. 학생A1 : 점 찍어서 해보라니까.

7. 학생B1 : (점 찍어서 원을 그리고 점 A B를 찍어서 선분으로 나타낸다.)

8. 학생C1 : 좀 작게 해봐. 점이 안 보여.

9. 학생C1 : 이거 차시까지 한 대.

10. 학생B1 : (AB의 중점 M을 찍고 선분으로 나타냄)

11. 학생A1 : M은 왜 찍어?

12. 학생B1 : 파푸스 정리.

13. 학생C1 : 너는 공식 알아.

14. 학생B1 : 알아. 근데 확실하게 기억 못해서 그러지.

15. 학생C1 : 그건 모르는 거잖아. 아.

16. 학생A1 : 파푸스 정리는 내가 알아. 측정해서 확인해봐.

17. 학생B1 : 계산. 우선 여기 PA 제곱. PB 제곱.  . 그 다음에 이거 제곱. 이거 제

곱.  곱하나.

18. 학생A1 : 해봐.

19. 학생B1 :  . 같다. 봐 공식 알잖아.

20. 학생A1 : 아.

[그림 Ⅳ-12] 파푸스 정리 및 코시-슈바르츠 부등식을 이용한 A1학생의 풀이

셋째, 상·중 수준의 학생들은 추측하고 시각적으로 확인한 사실을 해석기하적 방법으로

정당화하였다. 지필환경에서 학생들은 6차시 1번 문제 상황을 의미 있게 다루지 못하였다.
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학생들은 시각적이고 수치적인 결과를 제공하는 GSP의 환경을 활용하여 가설을 세우고 판

단에 대한 오류를 수정하며 반성하는 과정을 반복해서 거쳤다. 그리고 무게중심에서 의미

있는 결과가 나온다는 사실을 확인하였다([그림 Ⅳ-13], [그림 Ⅳ-14]).

이에 대해서 학생들은 귀납적이고 경험적인 검증의 한계를 인식하고 대수식을 이용한 해

석기하적 방법으로 정당화하였다([그림 Ⅳ-15]). 다만 하수준의 학생들에게서는 문제를 이해

하고 전략을 세우는 데까지는 도움을 주었지만 형식적인 기호를 조작하는 능력이 부족하여

해를 구하는 단계에서는 실패하는 경우가 많았다.

[그림 Ⅳ-13] 1조가 PA  PB  PC 의 값이 
최소가 되는 점 P 의 위치를 찾는 모습

[그림 Ⅳ-14] 2조가 PA  PB  PC 의 값이 최소가 되는 점 P 의 위치를 찾는 모습
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[그림 Ⅳ-15] 좌표평면에 좌표를 도입하여 정당화를 시도한 B2학생의 풀이 

V. 결론 및 제언

대수식의 기하학적 해석을 통한 문제해결에 대한 수준별로 학생들의 활동의 특징을 살펴

본 결과, 상수준의 학생은 대수식의 계산을 통한 문제 해결을 더 선호하였다. 그러나 이 경

우에도 문제 상황을 GSP에 구현하면서 자신의 풀이를 점검, 확인하는 모습을 보였다. 또 상

수준의 학생은 중수준의 학생보다 지필 환경에서 보다 오랫동안 문제해결을 모색하였다. 중

수준의 학생은 비교적 빨리 GSP의 활용을 시도하였고, GSP에서 도형의 자취나 움직임을

파악하는 활동을 통해 대수식의 의미를 시각적으로 확인하고 문제 해결 방법을 탐구하였다.

하수준의 학생은 대수식의 조작은 물론 방정식을 그림으로 표현하는데 어려움을 겪었으며

GSP의 기본적인 작도 기능, 함수 그래프 기능 등에 도움을 받아 시각적으로 문제를 이해할

수 있었음을 확인하였다.

구체적으로 GSP의 활용이 대수식의 기하학적 해석에 도움을 주는 측면은 크게 두 가지

경우로 나뉘었다. 첫째는 대수식으로 풀 수 없는 문제를 기하적으로 해석하여 GSP로 구현

해봄으로써 문제 해결의 실마리를 찾을 수 있다는 점이고, 둘째는 GSP를 활용함으로써 대

수식의 계산, 변형이 의미하는 바를 기하적, 또는 동적으로 이해할 수 있었다는 점이다. 이

때 GSP의 드래그 기능과 흔적 남기기의 기능은 유효하게 사용됨을 알 수 있었다.

기하에 관한 문제해결에서 GSP의 활용이 논증기하와 해석기하의 연결성에 어떤 영향을

주는지에 관하여 살펴본 결과는 다음과 같았다.
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첫째, GSP의 역동적인 환경은 형식화된 해석기하적 표현의 의미를 한 눈에 파악할 수 있

도록 도움을 주어, 학생은 GSP를 사용하여 문제 상황을 구성하고, 변화를 줌으로써 수치의

결과가 달라지는 것을 시각적으로 확인하는 과정을 통해 해석기하적 풀이의 역동적인 의미

를 이해할 수 있었다. 기하 문제해결에서 GSP의 활용은 상수준의 학생이 해석기하적 접근

방식을 사용한 풀이를 전개한 후 문제해결의 반성 단계에서 그 결과의 의미를 시각화하여

전체적으로 이해할 수 있도록 도움을 주었다.

둘째, GSP는 기계적인 연습문제, 또는 학생들의 능력을 벗어나는 해석기하적 문제를 의미

가 풍부한 논증기하적 문제로 해석하여 해결할 수 있는 기회를 제공함을 알 수 있었다.

셋째, 상·중 수준의 학생은 추측하고 시각적으로 확인한 사실을 해석기하적 방법으로 정

당화하는 모습을 보여주었다. 하수준의 학생은 문제를 이해하고 전략을 세우는 데까지는 도

움을 받았지만 형식적인 기호를 조작하는 능력이 부족하여 해를 구하는 단계에서는 실패하

는 경우가 많음을 알 수 있었다.

이 연구의 결과를 토대로 부족한 점, 제한점을 보완하여 후속연구에서 다뤄졌으면 하는

몇 가지 사항을 다음과 같이 제언한다.

첫째, 이 연구는 사례 연구로 6명을 대상으로 실시하였다. 이 연구의 결과는 기하 문제해

결에서 GSP를 활용한 수업이 수학 교육학적으로 중요한 의미가 있음을 보여주고 있다. 그

러나 수학 교실의 전체를 대상으로 했을 때 유사한 결과가 나올 수 있는지에 대해서는 보다

자세한 연구가 필요하다. 정규 수업은 복잡하고 다양한 요인들이 동시다발적으로 발생하므

로 이에 대한 후속 연구가 필요하다.

둘째, 이 연구는 GSP를 활용한 탐구활동에서 교사의 역할에 초점을 두지 않았다. 그러나

교사의 개입이 많아지면 중·하 수준의 학생들의 대화가 줄어드는 대신 보다 형식적인 체계

로의 안내가 가능하였고, 반면에 교사의 개입이 줄어들수록 상수준의 학생은 또래교사의 면

모를 보이며 중·하 수준의 학생들의 대화가 빈번히 일어나고 서로 상호작용이 활발해지는

것을 볼 수 있었다. 학습자들의 탐구활동을 어느 수준까지 허용할 것인지, 교사의 역할은 무

엇인지에 대하여 공학도구를 도입한 수학 교실에서의 의사소통, 협력학습, 또래학습 관점에

서 후속 연구가 필요하다.

셋째, 이 연구는 대수와 기하라는 수학 영역 내 연결성에 초점을 두었다. 그러나 기하 아

이디어는 수학의 다른 영역뿐만 아니라 실세계 상황의 문제를 표현하고 해석하는데 유용하

기 때문에 다른 영역과의 연결성도 매우 중요하다. 따라서 기하 개념을 이용하여 다른 교과

및 예술 등 흥미로운 분야에 대해 통찰을 얻고 그와 관련된 문제를 다루는 교수·학습 방안

의 연구가 필요하다.
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A Study on the Effects of Using GSP of Level

Differentiated Students in Connecting Demonstrative

Geometry and Analytic Geometry

Do, Jeong Cheol5)․Son Hong Chan6)

Abstract

In this study we investigated the effects of using GSP in solving geometric

problems. Especially we focused the effects of GSP in leveled students’

connection of geometry and algebra. High leveled students prefer to use

algebraic formula to solve geometric problems. But when they did not know the

geometric meaning of their algebraic formula, they could recognize the meaning

after using GSP. Middle and low leveled students usually used GSP to obtain

hints to solve the problems. For the low leveled students GSP was usually used

to understand the meaning of the problem, but it did not make them solve the

problem.
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