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삼각형의 넓이와 삼각뿔의 부피에 내재된 공리와

힐베르트의 세 번째 문제

도종훈1)

현행 수학과 교육과정이나 교과서에서는 도형의 넓이와 부피가 무엇을 의미하는 용어인지

명료하게 정의하지 않으며, 넓이와 부피 측정에 어떤 공리가 전제되어 있는지 파악하기도 어

렵다. 본고에서는 도형의 넓이와 부피 개념에 전제된 공리가 무엇인지 살펴보고, 이들 공리

의 관점에서 학교수학에서의 넓이 및 부피 관련 내용 중 특히 삼각형의 넓이와 삼각뿔의 부

피 공식에 대한 설명 방식의 차이점을 힐베르트의 세 번째 문제와 관련지어 논의한다.

주요용어 : 넓이 공리, 부피 공리, 뿔의 부피 공식, 힐베르트의 세 번째 문제

I. 서론

고대 문명과 함께 발달하기 시작하여 오늘날에 이른 기하학(geometry)의 어원인 땅(geo)

의 측정(metry)은 사실 땅의 크기의 측정을 의미하며, 이는 곧 땅에 해당하는 면의 넓이의

측정을 의미한다는 점에서 넓이는 수학 특히, 기하학을 발생시킨 출발점이자 원동력이었다

고 할 수 있다. 넓이의 측정으로부터 비롯된 이론은 이후 극한 개념과 결합하여 미적분학

(calculus), 측도론(measure theory) 등의 수학 이론으로 발달하게 되며, 수학 뿐 아니라 수

학을 활용하는 여러 학문 분야의 발달에 기여하게 된다. 한편, 우리가 발을 딛고 생활하는

바닥이나 땅은 면에 해당하고, 우리가 안팎으로 드나들거나 사용하는 각종 건물이나 물체는

여러 가지 면으로 둘러싸인 입체도형에 해당한다는 점에서 우리는 여러 가지 면의 모양을

하고 있거나 면으로 둘러싸인 물체를 사용하거나 그 위 혹은 그 안과 밖에서 생활하고 있

다. 따라서 우리가 살아가는 공간이나 우리가 사용하는 각종 도구, 물체 등을 만들고 사용하

기 위해서는 그 크기에 해당하는 면과 입체의 크기인 넓이와 부피를 정확하게 측정할 수 있

어야 한다는 점에서, 도형의 넓이와 부피 측정은 우리 생활에 없어서는 안 되는 중요한 삶

의 도구이자 수단이라 할 수 있다(Eves, 1976; 도종훈․박윤범, 2014).

그렇다면 넓이와 부피를 수학적으로는 어떻게 정의하는가? 연구자는 2014년 9월 3일 C

지역에 위치한 어느 사범대학 수학교육과 2학년 학생 38명을 대상으로 넓이란 무엇인가?

라는 질문을 제시한 바 있다. 이 질문에 대하여 약 42%의 학생들(16명)은 ‘도형의 크기’, ‘도

형이 차지하고 있는 자리의 크기’, ‘수치로 표현한 도형의 크기’, ‘도형에 색칠된 양’, ‘도형을
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색칠했을 때 색칠된 부분의 크기’ 등과 같이 구체적인 표현은 조금씩 다르지만 넓이를 도형

의 크기를 나타내는 개념으로 인식하고 있는 것으로 나타났다. 그러나 나머지 학생들 중에

는 ‘도형이 평면(혹은 전체)에서 차지하는 부분이나 공간’과 같이 도형의 넓이를 도형 그 자

체와 동일시하거나 도형의 ‘넓은 정도’, ‘면적’과 같이 넓이의 동의어를 넓이로 생각하는 학

생들도 상당수 있는 것으로 나타났다. 또, 일부 학생들의 경우 ‘넓이 = 가로 × 세로’라고 응

답하여 특정 도형의 넓이 공식과 넓이를 동일시하는 경우도 있는 것으로 나타났다.

사실 도형의 넓이와 부피는 학교수학에서 학생들이 가장 많이 접하는 개념 중 하나로서

직사각형과 직육면체로부터 시작하여 고등학교 과정에서의 정적분에 이르기까지 학생들은

수없이 이들 용어를 사용하고 그 값을 계산한다. 그러나 정작 넓이와 부피가 무엇을 의미하

는 용어인지는 현행 수학과 교육과정과 교과서 어디에서도 명료하게 정의하지 않으며, 넓이

와 부피 측정에 어떤 공리가 전제되어 있는지 파악하기도 어렵다(도종훈․박윤범, 2014; 도

종훈․허선희, 2013). 물론 학생들이 수학과 교육과정의 전체적인 구조나 그 속에 내재되어

있는 공리계를 명시적으로 인식하고 학습하기는 어렵지만, 교사가 해당 교과의 내용과 관련

된 지식의 구조를 파악하고 가르침에 임하는 것은 필수적이며(Even & Tirosh, 1995; 황혜

정, 2010; 황혜정, 2011), 학생들에게 보다 명료하고 의미 있는 수학적 설명을 하는데 중요한

역할을 한다. 특히 학교수학에 내재되어 있으나 명시적으로 드러나지 않은 기본 가정이나

공리를 파악하고 교과의 전체적인 구조와 흐름에 대한 안목을 갖추는 것은 교사가 끊임없이

추구해야 할 중요한 과제 중 하나일 것이다(도종훈․최영기, 2003).

본고에서는 도형의 넓이와 부피 개념에 내재되어 있으나 학교수학에는 명시적으로 드러나

있지 않은 공리가 무엇인지 살펴보고, 이들 공리의 관점에서 학교수학에서의 넓이 및 부피

관련 내용 중 특히 삼각형의 넓이와 삼각뿔의 부피 공식을 힐베르트의 세 번째 문제와 관련

지어 함께 살펴본다. 이와 관련하여 몇몇 선행 연구(도종훈․박윤범, 2014; 도종훈․허선희,

2013; 최영기․도종훈, 2000; 한인기, 1999)에서 이미 초등학교 수학을 포함한 학교수학에서

의 넓이 지도 내용에 대한 공리적 해석이나 힐베르트의 세 번째 문제와 그 수학교육적 의미

등에 대한 논의가 일부 이루어진 바 있다. 그러나 다각형의 넓이와 다면체 부피의 공통점과

차이점 및 삼각뿔의 부피 공식 설명 방식과 힐베르트의 세 번째 문제 사이의 관련성에 대한

공리의 관점에서의 세밀한 분석이나 재조명은 충분히 이루어지지 않은 것으로 보인다. 이에

본고에서는 기존의 선행 연구에서 이루어진 논의에 더하여 특히 넓이와 부피를 각각 다각형

과 다면체로 한정하여 생각할 때 다각형의 넓이와는 다른 다면체의 부피의 특징을 공리의

관점에서 재조명하고 이것이 힐베르트의 세 번째 문제와 어떤 관련이 있는지 논의한다.

II. 공리적 방법과 넓이 공리

1. 공리적 방법

명제의 증명이 이미 참임이 알려져 있거나 참인 것으로 가정한 전제로부터 결론을 논리적

으로 유도하는 것이라는 관점에서 볼 때 어떤 수학 체계 내에서 모든 명제를 완전히 증명한

다는 것은 논리적으로 불가능하며, 특별한 가정 없이 모든 명제를 증명하려 한다면 무한회

귀나 순환논법에 빠지게 된다. 이런 무한회귀나 순환논법을 피하기 위해서는 어느 순간에선
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가 더 이상 진위 여부를 문제 삼지 않는 명제인 공리의 설정이 필연적으로 요구된다. 이런

이유로 수학에서의 여러 가지 개념과 내용은 특정한 공리를 기반으로 전개되는데, 이와 같

은 수학의 내용 구성 및 전개 방법이 바로 공리적 방법이다(Barker, 1964; Eves, 1976). 공

리적 방법이란 그 자신은 증명의 대상이 되지 않으면서 기본적인 전제로 이용되는 몇 가지

공리와 더 이상 다른 용어를 통해 정의하지 않는 몇 가지 무정의 용어를 상정한 뒤, 이로부

터 다른 명제들을 차례로 연역해 나가는 수학의 전개방식을 뜻한다. 공리적 방법에서 어떤

명제의 진위 여부는 결국 그 체계의 공리로 귀결되어 판단된다. 어떤 명제가 참이라는 것은

그것이 그 체계의 공리와 논리 법칙에 의해 연역되는 진술임을 의미하고, 거짓이라는 것은

그것이 그 체계의 공리와 모순되는 진술임을 의미한다. 공리적 방법을 통하면 순환논법을

피할 수 있고 명제들 사이의 논리적 연관성이 명백해지므로 논리적 엄밀함을 추구하는 현대

에 이르러 공리적 방법은 수학적 방법론의 전형으로 받아들여지고 있다.

학교수학에서도 어떤 명제의 진위를 밝히고 정당화하는 과정으로서 증명을 다루고 있으나

그것은 엄격한 의미에서 공리적 방법에서의 증명으로 보기는 어려운데, 이는 그 명제의 진

위 여부를 어떤 공리에 의존하여 최종 판단하지는 않기 때문이다(최영기․홍갑주, 2006). 이

런 현상은 학교수학이 오랜 역사를 통해 누적된 수학의 수많은 내용들 중에서 해당 연령의

학생들이 꼭 학습해야 할 것으로 판단되는 다양한 내용을 다루어야 한다는 점과 내용의 설

명 방식에 있어서 학생들의 인지적 능력에 부합하는 물리적 실험이나 관찰, 조작, 직관 등의

다양한 방법을 사용할 필요가 있다는 점을 고려할 때 일면 당연한 것이며 오히려 바람직한

것일 수도 있다.

그러나 학교수학에서 다루는 넓이와 부피 개념 및 그 성질을 수학적으로 보다 명료하게

파악하기 위해서는 어떤 공리계를 기반으로 이들 개념이 정의되고 내용이 전개되는지 살펴

볼 필요가 있다. 앞서 언급한 바와 같이 직사각형과 직육면체로부터 시작하여 고등학교 과

정에서의 정적분에 이르기까지 학생들은 수없이 넓이와 부피라는 용어를 사용하고 그 값들

을 계산한다. 특히 직사각형의 넓이와 직육면체의 부피는 여러 가지 평면, 입체 도형의 넓이

와 부피를 계산하는데 기본이 된다. 실제로 삼각형, 평행사변형, 사다리꼴 등을 포함한 여러

가지 다각형의 넓이 및 정적분을 이용한 일반적인 평면 영역의 넓이 계산법은 직사각형의

넓이에 의존하며, 각뿔을 비롯한 여러 가지 입체 도형의 부피 및 정적분을 이용한 일반적인

공간 영역의 부피 계산법은 직육면체의 부피에 의존한다. 그렇다면 넓이와 부피 측정의 출

발점 역할을 하는 직사각형의 넓이와 직육면체의 부피는 어떻게 알 수 있는가? 우리가 알고

있는 각종 넓이와 부피 공식은 어떻게 얻어진 것인가? 도대체 넓이와 부피란 무엇을 뜻하는

용어이고 어떤 차이가 있는가? 라는 질문들이 자연스럽게 제기된다(도종훈․허선희, 2013;

최영기․도종훈, 2000).

2. 넓이 공리

우리나라 수학과 교육과정이나 교과서에서 도형의 넓이를 엄밀하게 정의하지는 않지만,

도형의 넓이를 계산하는 방법을 고려해본다면 도형의 넓이는 단위 정사각형의 크기를 1로

정했을 때 측정하고자 하는 도형인 면을 단위 정사각형으로 겹치지 않게 빈틈없이 채워 얼

마나 들어가는지를 측정하는 것으로 볼 수 있다(구광조․라병소, 1997; 정동권, 2001; 도종

훈․박윤범, 2014). 결국 수학적인 관점에서 볼 때 넓이는 도형(면)이 하나 주어질 때 주어
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진 도형(면)에 그 크기를 나타내는 양으로서의 수를 하나씩 대응시키는 함수로 볼 수 있다.

실제로 현대수학에서 넓이는 통상 다음의 세 공리 (i), (ii), (iii)을 만족하면서 주어진 도형

즉, 계측 가능한 영역  에 그것의 넓이라고 불리는 음이 아닌 실수 를 짝지어 주는

함수 로 정의된다(Boltianskii, 1978; Roe,1995).2)

 :   는 계측 가능한 영역 → ℝ
(i)  와 가 합동이면   이다.

(ii)  ∩  ∅ (≠ )이면 


  


 이다.

(iii) 한 변의 길이가 1(단위 길이)인 정사각형  에 대하여   이다.

실제로 도형의 넓이는 위의 세 가지 성질을 모두 만족시키고, 역으로 위의 세 가지 성질

을 모두 만족시키는 함수는 넓이뿐이다(Boltianskii, 1978; Roe, 1995). 이때 위의 세 가지 성

질 (i)-(iii)을 통상 넓이 공리라고 한다. 이로부터 도형의 넓이는 도형의 크기를 나타내는 개

념으로서 그 값이 음이 아니고, 합동 불변 즉, 합동인 두 도형의 넓이는 서로 같으며(공리

(i)), 가법적이며 즉, 한 도형이 여러 개의 조각으로 분할되면 주어진 도형의 넓이는 분할된

조각들의 넓이의 합과 같으며(공리 (ii)), 한 변의 길이가 단위 길이인 정사각형의 넓이를 넓

이 측정의 단위로 함(공리 (iii))을 알 수 있다. 이들 공리 중에서 합동 불변성과 가법성에

대한 공리는 두 도형의 넓이를 직접 비교하는 방법과 도형의 넓이 공식 및 계산법을 정당화

해주는 공리이고, 그 값이 음이 아닌 실수이면서 단위 정사각형의 넓이를 단위로 가진다는

공리는 수치화를 통한 넓이의 간접 비교 방법을 정당화해주는 공리라고 할 수 있다(도종

훈․박윤범, 2014). 이들 넓이 공리로부터 우리에게 익숙한 도형의 넓이에 대한 기본적인 정

리 및 공식들이 유도된다.

이때 ‘한 변의 길이가 1인 정사각형의 넓이를 1로 정한다.’는 공리 (iii)을 대신하여 직사각

형의 넓이 공식 즉, ‘가로와 세로의 길이가 각각 와 인 직사각형의 넓이를 로 정한다.’

는 것을 다음과 같이 공리로 택할 수도 있다(Roe, 1995).

(iii)′가로의 길이와 세로의 길이가 각각 와 인 직사각형  에 대하여   이다.

실제로 두 명제 (iii)과 (iii)′는 실수의 완비성에 의해 동치이다. 결국 정사각형의 넓이 공

식과 직사각형 넓이 공식은 서로 동치인 넓이 공리의 하나로서 평면도형 넓이 측정의 출발

점 역할을 하며, 이에 따라 모든 평면도형의 넓이는 정사각형이나 직사각형의 넓이 공식으

로부터 구하게 되는 것이다.

3. 삼각형 넓이 공식과 합동분해

넓이 공리의 관점에서 보면 넓이 개념을 이해한다는 것은 곧 넓이를 정의하는 세 개의 공

2) 여기서 계측 가능한 영역은 ℝ 즉, 평면의 부분집합이다. 길이와 부피 역시 유사하게 정의할 수 있는데, 이때

계측 가능한 영역은 각각 ℝ(선)과 ℝ (공간)의 부분집합을 의미한다(De Barra, 1981).
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리를 이해한다는 것을 의미하며, 이는 다시 넓이가 평면도형의 크기를 나타내는 개념임을

이해하고, 넓이의 직접 비교 방법을 정당화해주는 넓이의 합동 불변성과 가법성을 이해하며,

단위넓이를 이용한 수치화를 통해 넓이를 간접 비교하는 방법을 이해하고, 넓이의 합동 불

변성과 가법성을 활용한 등적변형을 통해 여러 가지 기본 도형의 넓이 공식 및 계산법을 이

해하는 것으로 정리할 수 있다(도종훈․박윤범, 2014).

특히 다각형의 넓이 비교 및 측정과 관련하여 넓이 공리 (ii)는 좀 더 특별한 의미를 지닌

다. 두 도형의 넓이를 비교할 때, 만약 두 도형의 모양이 같다면 즉, 닮음이라면 공리 (i)만

으로도 두 도형의 넓이의 직접 비교가 가능하다. 그러나 그렇지 않은 경우에는 두 도형 중

어느 한 도형을 넓이를 변화시키지 않으면서 나머지 한 도형과 같은 모양이 되도록 변형하

거나 두 도형 모두를 정사각형과 같이 넓이의 직접 비교가 가능한 형태의 도형으로 변형시

켜야 한다. 이러한 등적변형은 사실 주어진 도형을 유한개의 조각으로 분할한 뒤 이 조각들

을 겹치지 않게 이어 붙여 다른 도형을 만드는 합동분해(equidecomposability)에 해당한다

(Boltianskii, 1978; Laczkovich, 2001).

서로 겹치지 않으면서 다음을 만족시키는 서로 합동인 ‘유한개’의 도형 ⋯ 과

⋯ 이 존재할 때 두 도형  와 는 서로 합동분해가능(equidecomposable)하다고 한다.

  
  



  ,   
  



 ,  ≡ (  ⋯ )

넓이의 합동 불변성(공리 (i))과 가법성(공리 (ii))을 이용하면 서로 합동분해가능한 두 다

각형  와 의 넓이가 서로 같음을 다음과 같이 쉽게 확인할 수 있다.

 
  



   
  



  

역으로 넓이가 같은 두 다각형  와 는 서로 합동분해가능함을 세 보조정리 ‘(1) 두 도

형의 합동분해는 동치관계이다.’ ‘(2) 넓이가 같은 두 개의 직사각형은 서로 합동분해가능하

다.’ ‘(3) 넓이가 인 임의의 삼각형은 ×  직사각형(가로의 길이가 이고 세로의 길이가

인 직사각형)과 합동분해가능하다.’를 이용하여 다음과 같이 보일 수 있다(Laczkovich,

2001).

넓이가 인 두 다각형을  , 라 하자. 를 서로 겹치지 않으면서 넓이가 각각

 ,  , ⋯ ,  ( ⋯    )인 삼각형들로 분해하면, 이 삼각형들은 각각

×  직사각형들과 서로 합동분해가능하다. 이 직사각형들을 서로 겹치지 않게

이어 붙여 만든 ×  직사각형을 이라 하면,  와 은 서로 합동분해가능하

다. 마찬가지 이유로 와 은 서로 합동분해가능하다. 합동분해는 동치관계이므

로, 대칭율과 추이율에 의해  와 는 서로 합동분해가능하다.

이상으로부터 두 다각형의 넓이가 같다는 것은 두 도형이 서로 합동분해가능하다는 것과

동치임을 알 수 있다. 이를 볼리아이-게르빈(Bolyai-Gerwien) 정리라고 한다. 볼리아이-게

르빈 정리로부터 넓이가 같은 임의의 다각형과 정사각형은 서로 합동분해가능함을 알 수 있

다. 즉, 임의의 다각형을 유한개의 조각으로 분할하여 겹치지 않게 이어 붙이면 그와 넓이가

같은 정사각형을 얻을 수 있다는 것이다. 따라서 앞서 살펴본 넓이 공리에서 계측 가능한

영역을 다각형으로만 제한하여 다각형의 넓이만 생각한다면, 주어진 공리 ‘(ii)  ∩  ∅
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(≠ )이면 


  


 이다.’를 다음과 같이 나타내도 상관없게 됨을 알 수 있다.

(ii)′∩ ∅ (≠ )이면 ∪ 이다.

결국 삼각형을 포함한 임의의 다각형의 넓이는 정사각형이나 직사각형 넓이 공식으로부터

‘유한 번’의 분할과 재배열의 방법인 합동분해를 통해 구할 수 있으며, 이는 곧 넓이 공리

(ii)를 (ii)′로 대체할 수 있음을 의미하는 것이다.

그렇다면 삼각형의 3차원 유추에 해당하는 삼각뿔의 부피도 삼각형의 넓이와 유사하게 정

육면체의 부피로부터 ‘유한 번’의 분할과 재배열의 방법으로 구할 수 있을 것인가? 사실 이

질문은 현행 중학교 수학교과서에 통상 제시되는 삼각뿔의 부피 공식에 대한 독특한 설명

방식과 밀접한 관련이 있다. 이하(III장)에서는 이 문제를 부피 공리가 갖는 넓이 공리와의

차이점 및 힐베르트의 세 번째 문제로 알려진 문제를 통해 재조명해 본다.

III. 삼각뿔의 부피 공식과 힐베르트의 세 번째 문제

1. 현행 중학교 수학 교과서에 나타난 삼각뿔의 부피 공식 설명

앞서 살펴본 바와 같이 평면에서 임의의 다각형은 유한개의 삼각형으로 분해되고 임의의

삼각형은 그와 넓이가 같은 직사각형과 합동분해가능하므로 직사각형의 넓이로부터 합동분

해를 통해 임의의 다각형의 넓이를 구할 수 있고 이를 토대로 평면에서의 다각형 넓이에 대

한 이론을 정립할 수 있음을 [그림 III-1]을 통해 확인할 수 있다(도종훈․허선희, 2013; 최

영기․도종훈, 2000).

[그림 III-1] 합동분해를 이용한 다각형 넓이 구하기

그렇다면 평면에서의 다각형 넓이에 대한 이론처럼 합동분해를 통해 다면체의 부피에 대

한 이론을 건설할 수 있을 것인가? 즉, 직사각형으로부터 유한 번의 분할과 재배열의 방법

을 통해 임의의 삼각형의 넓이를 구한 것처럼 삼각뿔의 부피를 직육면체로부터 유한 번의
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분할과 재배열의 방법을 통해 구할 수 있을 것인가?

삼각뿔의 부피 공식은 현행 중학교 수학과 교육과정의 기하 영역에 소개되어 있고, 이를

학습한 학생들은 이 공식을 이용하여 여러 가지 입체도형의 부피를 구할 수 있게 된다. [그

림 III-2]는 현행 중학교 수학 ① 교과서에 제시되어 있는 뿔의 부피 공식에 대한 설명의 한

예인데(허민 외, 2013), 사실 이 예에 제시된 설명은 수학적인 설명이라기보다는 물리적인

실험에 가깝다. 2009 개정 수학과 교육과정에 따른 대부분의 교과서에서 이와 같은 방식으

로 뿔의 부피 공식을 설명하고 있다.

[그림 III-2] 뿔의 부피 공식에 대한 수학교과서의 설명 예시

과학 교과서에서나 제시될 법한 이런 설명을 수학 교과서에서 제시하는 이유는 무엇인가?

즉, 삼각형이나 사각형의 넓이와는 다른 뿔의 부피에 대한 이와 같은 비형식적, 직관적 설명

은 학생들의 인지 발달 수준을 고려한 교수학적 선택의 결과인가? 아니면 불가피한 선택인

가? 삼각형의 넓이와 삼각뿔의 부피 사이에는 어떤 차이가 존재하는가?
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2. 부피 공리와 힐베르트의 세 번째 문제

평면에서의 넓이와 마찬가지로 공간에서의 부피 역시 하나의 공리체계 안에서 계측 가능

한 영역 즉, 부피를 갖는 도형 에 그것의 부피라고 불리는 음이 아닌 실수 를 대응

시키는 함수 로 다음과 같이 정의할 수 있으며, 이때 공리는 넓이 공리와 거의 동일하다.

 :   는 계측 가능한 영역 →ℝ
(i)  와 가 합동이면   이다.

(ii)  ∩  ∅ (≠  )이면 


  


 이다.

(iii) 한 변의 길이가 1(단위 길이)인 정육면체  에 대하여   이다.

평면에서의 다각형과 마찬가지로 공간에서 다면체는 유한개의 다각뿔을 거쳐 유한개의 삼

각뿔로 분해될 수 있다. 따라서 삼각뿔의 부피만 계산할 수 있다면 다면체의 부피를 계산할

수 있게 된다. 특히 정육면체는 [그림 III-3]과 같이 밑면이 서로 합동이고 높이가 같은 6개

의 삼각뿔로 분해할 수 있다. 그러나 6개의 삼각뿔이 모두 합동인 것은 아니므로 부피 공리

로부터 삼각뿔의 부피 공식   

를 유도하려면 먼저 밑면이 서로 합동이고 높이가 같

은 6개의 삼각뿔의 부피가 같음을 보여야 한다. 물론 이것은 무한 분할의 아이디어 즉, 정적

분을 이용하여 쉽게 보일 수 있지만, 우리가 여기서 관심을 갖는 질문은 앞서 언급한 바대

로 ‘삼각뿔의 부피 공식을 삼각형 넓이처럼 유한 번의 분할과 재배열을 통해 설명할 수는

없는가?’이다(도종훈․허선희, 2013; 최영기․도종훈, 2000).

[그림 III-3] 정육면체의 삼각뿔 분할

위 질문은 넓이에서와 마찬가지로 부피 공리 (ii)와 밀접한 관련이 있다. 만약 부피의 공

리적 정의에서 계측 가능한 영역을 다면체로 제한하여 다면체의 부피만을 고려할 때 주어진

공리 ‘(ii)  ∩ ∅ (≠ )이면 


  


 이다.’를 다각형이 넓이와 마찬가지로



삼각형의 넓이와 삼각뿔의 부피에 내재된 공리와 힐베르트의 세 번째 문제

379

‘∩  ∅ (≠ )이면 ∪   이다.’로 대체할 수 있다면 무한 분할의 아

이디어를 이용하지 않고도 다면체 부피에 대한 이론을 건설할 수 있을 것이다.

이와 관련하여 볼리아이-게르빈 정리의 발견자 중 한 명인 볼리아이(F. Bolyai)는 삼각형

의 넓이 공식 증명이 매우 간단한 반면 삼각뿔의 부피 공식에 대한 간단한 증명법은 전혀

알려져 있지 않았음에 주목하고, 1830년 경 ‘볼리아이-게르빈 정리의 3차원 유추가 참이 될

것인가?’는 질문을 제기하였다(Boltianskii, 1978). 만약 볼리아이-게르빈 정리가 다면체에 대

해서도 성립한다면 무한 분할의 아이디어 즉, 극한을 이용하지 않는 삼각뿔의 부피 공식에

대한 간단한 증명이 가능할 것이다. 다시 말해 삼각뿔이 그와 같은 부피를 갖는 적당한 정

육면체나 직육면체와 서로 합동분해가능하면, 삼각형의 넓이 공식을 얻는 것과 유사한 방법

으로 삼각뿔의 부피 공식을 얻을 수 있을 것이다.

사실 볼리아이가 제기한 위의 질문은 가우스(C. F. Gauss)에 의해 처음 제기된 것으로 알

려져 있는데, 가우스는 유클리드 원론에서 유클리드가 도형의 넓이와 부피를 다룬 방식의

차이를 보고 이러한 의문을 제기한 것으로 알려져 있다. 유클리드는 평면도형의 넓이를 측

정할 때에는 두 도형이 ‘일치(coincide)’하면 두 도형이 ‘같다(equal)’는 합동의 개념을 근간으

로 하는 합동분해의 방법을 사용하였지만, 부피(두 도형의 부피가 같음)를 다룰 때는 합동분

해의 방법을 사용하는 대신 소위 소진법(method of exhaustion)이라 불리는 극한 과정을 적

용하였다. 유클리드의 이러한 접근방식의 차이에 대하여 가우스는 입체도형의 부피를 소진

법을 사용하지 않고 평면도형의 넓이를 구하는 것처럼 구할 수는 없는가? 라는 의문을 제기

한 것이다(Heath, 1956).

이 문제는 1900년이 될 때까지 해결되지 않았고, 1900년에 프랑스에서 열린 제2차 국제수

학자회의(ICM)에서 힐베르트(D. Hilbert)가 다시 제기하였는데, 이것이 바로 힐베르트의 세

번째 문제이다. 힐베르트는 제2차 국제수학자회의에서 20세기 수학자들이 해결해야 할 23개

의 문제(mathematical problems)를 제안하였는데, 그 중 세 번째 문제인 힐베르트의 세 번

째 문제는 23개의 문제 중에서 유일하게 학교수학과 직접적인 관련이 있는 문제이며, 그 내

용은 다음과 같다(Boltianskii, 1978).

“가우스는 Gerling에게 보낸 두 통의 편지에서 입체 기하학의 몇몇 정리가 소

진법 즉, 현대적인 의미에서 연속의 공리(혹은 아르키메데스의 공리)에 의존하

고 있음에 유감을 나타내고 있다. 가우스는 특히 높이가 같은 두 삼각뿔의 부

피는 각각의 밑면의 넓이에 비례한다는 유클리드의 정리를 문제 삼고 있는데,

사실 평면에서 이와 유사한 문제는 이미 해결되었고, Gerling은 서로 대칭인

두 다면체의 경우 이들을 합동인 조각들로 분해하여 재배열하는 방법을 통해

두 다면체의 부피가 같음을 증명한 바 있다. 그러나 내 생각으로는 앞서 언급

한 유클리드의 정리를 그와 같은 방식으로 일반적으로 증명하는 것은 불가능해

보이며, 이에 대한 엄밀한 증명이 이루어져야 할 것으로 보인다. 그리고 이 불

가능성 증명은 밑면과 높이가 서로 같으면서 다음을 만족시키는 두 개의 사면

체가 존재함을 보임으로써 가능할 것이다. 어떠한 방법으로도 이들 두 사면체

를 서로 합동인 유한개의 사면체 조각들로 분해할 수 없고, 또한 이들 두 사면

체에 서로 합동인 사면체 조각들을 결합하여 만든 두 다면체를 합동인 사면체

조각들로 분해할 수 없다.”
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결국 힐베르트의 세 번째 문제는 평면에서 넓이가 같은 두 다각형이 서로 합동분해가능한

것과는 달리 공간에서 부피가 같은 두 다면체는 일반적으로 합동분해가능하지 않음을 보이

는 문제임을 알 수 있다. 힐베르트의 세 번째 문제는 힐베르트가 문제를 제기한 바로 다음

해인 1901년에 덴(M. Dehn, 1875-1952)에 의해 해결되었다. 덴은 덴-불변량(Dehn

invariant)이라는 개념을 이용하여 부피가 같은 정사면체와 정육면체는 서로 합동분해가능하

지 않음을 다음과 같이 증명하였다(Boltianskii, 1978; Laczkovich, 2001).

[정의] 다면체  에 대하여 호도법으로 나타낸  의 이면각들의 크기를

  ⋯  라 하고, 이에 대응하는 의 이면각들의 모서리 길이를   ⋯ 

라 하자.   ⋯  를 포함하는 집합  위에서 정의된 가법 함수  에 대하

여    ⋯   를 다면체  의 덴-불변량(Dehn invariant)이라

하고, 로 나타내자.

[보조정리 1] ≥ 인 임의의 정수  에 대하여, 
 arccos


은 무리수이다.

[증명]   


(는 서로소인 정수,    )이면, cos는    ,  , 일 때 그리

고 그 때에만 유리수이고, 다음이 성립한다(이에 대한 증명은 [부록] 참조).

cos 









±     
    

± 

   

만약 
 arccos


  (∈ℚ )이라 가정하면, cos  


이므로  ± ± 이다.

그러나 이것은 ≥ 이라는 가정에 모순이다. 따라서 
 arccos


은 무리수이다.

[보조정리 2] 


가 무리수이면, ≠  ,    인 가법 함수  가 존재한다.

[증명] 실수 집합 ℝ은 유리수체 ℚ 위의 벡터공간이다. 

∉ℚ이므로 와 는

일차독립이고, 따라서 와 를 포함하는 기저 가 존재한다. 각 ∈ℝ에 대하

여 를 기저 의 원소들의 유일한 일차결합으로 나타낼 때 의 계수를 라

정의하자. 두 실수 , ∈ℝ에 대하여       ,       

( ,∈ℚ , ∈,  ≤  ≤  )이라 하면,              이

다. 적당한  ( ≤  ≤  )에 대하여   이면         이

고, 임의의  ( ≤  ≤  )에 대하여 ≠이면         이다.

두 경우 모두      가 성립하므로 는 가법 함수이다. 그런데

 ∈이므로, 와 를  의 원소들의 (유일한) 일차결합으로 나타내면 각각

  ⋅,   ⋅ ⋅이다. 따라서   ≠  ,   이다.
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[보조정리 3] 두 다면체  와 에 대하여  의 이면각들의 크기를 …  , 

의 이면각들의 크기를  ⋯  라 하자. 그리고 집합 을  ⋯ ⋯

를 포함하는 실수 집합이라 하자. 집합  위에서 정의되어 있고    ,

≠ 인 가법 함수  가 존재하면,  와 는 합동분해가능하지 않다.

[증명]  와 가 합동분해가능하다고 가정하면,   
  



  ,   
  



 ,  ≡

(  ⋯ )을 만족시키는 서로 합동인 유한개의 다면체   ,  (  ⋯ )가

존재한다. 다면체  에 대하여 를  의 덴-불변량이라 하면,  는 가법함수

이므로    ⋯    ⋯    이 성립한다.3) 그

러나 이것은 ≠ 이라는 가정에 모순이다. 따라서  와 는 합동분해가

능하지 않다.

[정리] 부피가 같은 정사면체와 정육면체는 서로 합동분해가능하지 않다.

[증명] 부피가 같은 정사면체와 정육면체를 각각  와 라 하자.  의 임의의 이

면각의 크기를 라 하면   arccos


이고, 의 이면각의 크기는 모두 


이다.

집합 을  { , 


,  }라 하면, [보조정리 1]에 의해 


는 무리수이고, [보조

정리 2]에 의해    ,    인 가법 함수  가 존재하므로 

   이다.

이때 정육면체 의 한 모서리의 길이를 이라 하면, 의 덴-불변량은

  ⋅⋅

  이다. 또 정사면체 의 한 모서리의 길이를 이라 하

면,  의 덴-불변량은   ⋅⋅  ≠ 이다. 따라서  ≠ 

이므로, [보조정리 3]에 의해 부피가 같은 정사면체  와 정육면체 는 서로 합

동분해가능하지 않다.

덴의 증명을 통해 넓이가 같은 삼각형과 정사각형이 서로 합동분해가능한 것과는 달리 부

피가 같은 삼각뿔과 정육면체는 일반적으로 서로 합동분해가능하지 않고, 따라서 밑면이

합동이고 높이가 같은 임의의 두 삼각뿔의 부피가 서로 같음을 합동분해를 통해서는 일반적

으로 증명할 수 없음이 증명되었다. 즉, 삼각뿔의 부피 공식에 대한 증명은 어떤 식으로든

반드시 무한 과정을 포함해야 하며, 무한 과정 없이 다면체 부피에 대한 이론을 건설하는

것은 불가능하다는 것이다(도종훈․허선희, 2013).

3)   ⋯임을 다음과 같이 보일 수 있다.

일반성을 잃지 않고, ≠이면 ∩ ∅이거나  와 가 면, 모서리, 또는 꼭짓점을 공유한다고 가정하

자(만약 그렇지 않다면 를 각 의 면들을 따라 더 잘게 분할하면 된다.). 를 의 모서리가 아닌  의

모서리라고 하면, 는 의 내부에 있거나 의 면들 중 하나의 내부에 있다. 모서리 에서 의 이면각들의

합은, 가 의 한 면의 내부에 있을 때는 이고, 가 의 내부에 있을 때는 이다. 가 가법적이고

    이므로, 가 의 모서리가 아닌  의 모서리인 경우 와 관련된 의 값들은 모두 이

다. 결국 ⋯에는 의 모서리에 관한 값만 남는다. 따라서 ⋯이다.
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넓이와 부피의 이런 차이점을 공리의 관점에서 재해석하면, 넓이의 경우 정의역을 다각형

으로 제한하여 다각형의 넓이만 생각할 경우 두 번째 넓이 공리인 ‘(ii)  ∩ ∅ (≠ )

이면 


  


 이다.’를 ‘(ii)′∩ ∅ (≠ )이면 ∪ 이

다.’로 대체할 수 있지만, 부피의 경우 정의역을 다면체로만 제한하더라도 두 번째 부피 공

리인 ‘(ii)  ∩  ∅ (≠ )이면 


  


 이다.’를 ‘(ii)′∩ ∅ (≠ )이면

∪   이다.’로 대체하는 것이 불가능하다는 것이다.

이런 점에서 중학교 수학교과서에 제시된 뿔의 부피 공식에 대한 독특한 설명 방식은 학

생들의 이해나 인지 발달 수준을 고려한 교수학적 선택이라기보다는 극한 개념을 학습하지

않은 학생들에게 극한의 개념 즉, 무한 과정 없이 해당 내용을 설명해야하는 상황에서 비롯

된 불가피한 선택이라고 할 수 있다. 그리고 중학교 수학교과서에서의 이런 선택이 불가피

할 수밖에 없음을 명시적으로 밝힌 문제가 바로 힐베르트의 세 번째 문제임을 알 수 있다.

IV. 결론

이상의 논의를 통해 학교수학의 여러 내용 중 도형 특히, 삼각형의 넓이와 삼각뿔의 부피

및 그 공식의 설명 방식의 차이점을 각각에 내재된 공리와 힐베르트의 세 번째 문제의 관점

에서 재조명하여 살펴보았다. 이에 따르면 삼각형의 넓이와는 다른 삼각뿔의 부피 공식에

대한 현행 중학교 수학교과서의 비형식적, 직관적 설명은 학생들의 인지 발달 수준을 고려

한 교수학적 선택의 결과라기보다는 극한의 개념이 반드시 필요한 뿔의 부피 공식을 극한

개념을 학습하지 않은 학생들에게 설명해야 하는 상황에서 비롯된 불가피한 선택이고, 이를

명시적으로 밝힌 문제가 바로 힐베르트의 세 번째 문제라는 것이다. 그리고 공리의 관점에

서 보면, 이는 분할과 재배열의 방법을 정당화해주는 넓이와 부피에 대한 가법성의 공리를

‘유한 번’의 분할과 재배열에 대한 공리로 대체할 수 있는가 없는가의 문제 즉, 합동분해가

가능한가 불가능한가의 문제로서, 다각형의 넓이의 경우 이것이 가능한 반면 다면체의 부피

는 이것이 불가능함을 앞선 논의를 통해 확인하였다.

도형의 넓이와 부피를 포함하여 중학교 기하 교육과정에는 평행선과 각의 관계로부터 시

작하여 삼각형의 합동, 닮음, 피타고라스 정리, 원과 직선의 관계 등에 관한 여러 가지 내용

들이 결과로서 제시되어 있다(교육과학기술부, 2011). 일부 내용에 대한 논증이 이루어지고

있으나 그 속에 내재되어 있는 공리나 엄밀한 증명은 교육과정에서 부각되지 않는다. 또한

현행 중등학교 기하 내용의 근간인 유클리드 원론의 내용 구성 방식이 공리계를 근간으로

한 직렬적 형태인 반면, 중등학교 기하 교육과정은 평행선 공리와 동치인 평행선에서의 동

위각과 엇각의 관계, 삼각형의 합동과 닮음, 피타고라스의 정리, 삼각비, 원과 직선의 관계,

도형의 넓이와 부피 측정 등의 몇 가지 주제를 중심으로 한 병렬식 내용 전개 방식을 취하

고 있어 내용의 전체적인 구조를 파악하기가 쉽지 않다(도종훈․허선희, 2013).

서론에서 언급한 바와 같이 학교수학에 내재되어 있으나 명시적으로 드러나지 않은 기본

가정이나 공리를 파악하고 교과의 전체적인 구조와 흐름에 대한 안목을 갖추는 것은 교사가

끊임없이 추구해야 할 중요한 과제 중 하나이다. 학교수학은 공리적 방법에 의해 전개되지

않지만, 학교수학에서 사용하는 어떤 개념이나 전개 방식은 그 이면에 있는 공리적인 측면
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을 고찰할 때 그 교육적 의미가 더욱 명확해지는 경우가 있다. 교사들이 이러한 측면을 파

악하고 수업에 임하는 것은 학생들에게 보다 명료하고 의미 있는 수학적 설명을 하는데 도

움을 줄 것이다(도종훈․허선희, 2013). 본고의 논의는 학교수학에 제시된 여러 가지 수학적

개념, 원리, 법칙에 대한 공리적 관점에서의 분석과 고찰의 한 사례로서 그 의의가 있을 것

으로 보이며, 이와 유사한 사례 연구가 문헌 분석 뿐 아니라 교사와 학생의 인식 현황에 대

한 질적 연구 방법 등을 통해 보다 심도 있게 이루어지길 기대한다.
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<부록> cos가 유리수이기 위한 필요충분조건 증명(Laczkovich, 2001)

  


(는 서로소인 정수,    )일 때, cos가 유리수이기 위한 필요충분조건은    ,

 ,  중 하나이다.

[증명]    ,  , 이면 cos의 값은 ± ,  , ± 


중 하나이므로 유리수이다.

cos 









±     
    

± 

   

이제 cos가 유리수이면,    ,  ,  중 하나임을 보이자. 이를 위해 먼저 음이 아닌 정수

  ⋯에 대하여 cos   cos (모든 실수 에 대하여)인 다항식  가 존재

함을 에 대한 귀납법으로 보이자.

   ,   인 경우는     ,    로 놓으면 된다. ≥ 일 때, ≤ 인 모든 

에 대하여 다항식  가 존재한다고 하자. cos  cos   cos cos ,

cos   cos⋅cos cos 이므로       ⋅    이라 하

면,    cos  cos 가 성립한다. 그러므로 모든   ⋯ 에 대하여 다항식

 가 존재한다. 한편,       ⋅    이므로, 모든 ≥ 에 대하여  

은 최고차항의 계수가 이고, 다른 항들의 계수 역시 모두 정수인 차 다항식이다.

이제 cos (∈ )가 유리수라고 가정하면, cos  


(는 서로소인 정수)로 나타낼 수

있다. 의 분모를 이라고 하면 은 정수이고, 따라서 다음과 같은 등식이 성립한다.

±  cos   cos  
  

 


   
 

  

⋯ , ⋯   은 정수.

위 등식의 양변에  을 곱하면 등식 ±      
  ⋯ 

을 얻는다. 이때 항

 을 제외한 항들은 모두 의 배수이므로    이다. gcd  이므로  ±이고, 따라

서 cos  는 정수이다. cos≤  이므로 cos의 값으로 가능한 수는

 ± ± 이다. 즉, cos  ± 

±이다. 따라서   


, 


이므로(∈ ),    ,  , 

중 하나이다.


