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[요    약] 

본 논문에서는 상태변수에 시변 지연시간이 있는  선형 이산 구간 시스템의 안정조건을 고려한다. 고려한 시스템은 시스템 행렬

과 지연 상태변수에 대한 시스템 행렬이 구간 행렬로 표현되며, 지연시간도 구간에 대하여 시변인 특성을 갖는다.  제안된 안정조

건은 리아프노프 안정 이론에 의하여 유도되며  매우 간단한 부등식의 형태로 표현된다. 기존의 시불변 구간행렬의 안정성 문제를 

시변 지연 시간을 갖는 시스템으로 확장한 것이다. 더불어, 새로운 안정조건은 시불변 경우에 대하여 연구된 기존 결과를 포함할 

수 있으며, 구간 시변 지연 시간과 시스템의 안정성과의 연관관계를 나타내는  것이다.  제안된 조건은  구간시스템에 대한 교란 변

수의  크기를 구하는 문제에도 응용될 수 있다. 수치예제를 통하여 새로운 안정조건의 효용성을 확인할 수 있으며,  기존에 발표된 

결과들과의 비교도 이루어진다. 

[Abstract] 

The stability condition of linear discrete interval systems with a time-varying delay time is considered. The considered system 
has interval system matrices for both non-delayed and delayed states with time-varying delay time within given interval values. 
The proposed condition is derived by using Lyapunov stability theory and expressed by very simple inequality. Compared to 
previous results, the stability issue on the interval systems is expanded to time-varying delay. Furthermore, the new condition can 
imply the existing results on the time-invariant case and show the relation between interval time-varying delay time and stability 
of the system. The proposed condition can be applied to find the stability bound of the discrete interval system. Some numerical 
examples are given to show the effectiveness of the new condition and comparisons with the previously reported results are also 
presented.  

Key word : Discrete interval system, Time-varying delay time, Sufficient condition, Stability.
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Ⅰ. 서  론

지연된 상태변수를 갖는 이산시스템에 대한 안정조건은 지

난 수 십 년간 많은 연구 결과가 발표되었다[1]-[7]. 최근의 연구

결과에서는 리아프노프 방정식과[2]-[3] 리아프노프 함수를 이

용한 선형부등식 형태의 안정조건이 시불변 지연시간 시스템

에 대하여 제시되었다[5]-[7]. 또한, 불확실한 시스템을 표현하

는 가장 보편적인 수학적 모델인 구간(interval) 행렬의 형태로 

시스템 특성이 표현되는 이산시스템의 안정성도 많이 다루어 

졌다[8]-[14].  이들 연구는 시스템의 행렬이 시불변인 경우에는 

주로 고유치(eigenvalue)의 성질을 이용[9]-[13]하여 안정 조건

이 유도되었으나, 구간시스템이 아닌 경우에 대하여 리아프노

프(Lyapunov)안정 이론을 이용한 결과[7]에 비하여 한계가 있

다. 고유치 성질을 이용한 기존의 결과들은 시불변 지연시간을 

갖는 구간시스템에만 적용가능한 안정조건으로 스펙트랄 노름

(spectral norm) [1],[7], 스펙트랄 반경(spectral radius) 
[9],[11],[13]과 특정한 행렬의 요소 값을 이용한 간단한 부등식 

[10]의 형태로 표현된다. 
본 논문에서는 기존에 주로 다루어진 시불변 지연시간을 갖

는 구간시스템을 더욱 확장하여, 일정한 구간에서 지연시간이 

시변인 복잡한 구간시스템에 대하여 리아프노프 이론을 이용

하여 새로운 안정조건을 유도한다. 이는 양의 시변 선형 이산 

구간 시스템에 대한 안정조건[14]을 일반적인 시불변 이산 구

간 시스템으로 확장한 것으로,  유도된 조건은 지연시간 독립

(delay-independent)인 조건으로 표현되며, 기존의 안정조건 

[2]-[4],[7]에 비하여 매우 간단하게 표현된다. 또한, 시불변 지

연시간에만 적용가능한 기존의 결과들[1],[6],[7],[13]을 포함하

는 매우 강력한  조건이다. 
본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 기존 결과를 요약

하고  3장에서는 새로운 안정조건을 리아프노프 이론을 이용하

여 제시하고, 4장에서는 기존 수치 예제[5],[12]에 대하여 새로

운 조건을 적용하고 그 결과를 기존의 것과 비교한다.

Ⅱ. 기초 이론

본 장에서는 논문의 주요 결과에 사용된 행렬 및 행렬방정식

의 중요한 기존 이론을 정리한다. 본 논문에서 사용하는 기호로

는  ×는 실수  행렬 요소를 갖는 × 행렬이며, 는 행

렬 의 스펙트랄 노옴(spectral norm), (   행렬의 최대 

고유치의 제곱근)을 의미하며, 는 대칭행렬 가 양의 정

칙(positive definite),    는 행렬 요소 값  로 구성된 행

렬.   ,≤ 는 행렬 요소별 부등식을 나타내며, 
max 는 행렬 의 최대 고유치,  는  ,즉, 스펙

트랄 반경(spectral radius), 는 × 차원의 단위행렬(identity 
matrix)을 의미한다. 

다음과 같은 시불변 지연시간을 갖는 시스템을 고려한다.

                                                   (1)

∈    ⊂ ×

 ≤ ≤ 


 ≤≤
 ∀                                      (2)

∈  ⊂ ×

≤ ≤ 


 ≤ ≤
 ∀      

여기서, 식 (1)은 일반적인 지연 이산시스템이며, (2)를 포함하

면 구간시스템으로 고려한다.  는 ×차원의 상태행렬(state 
matrix), 는 ×차원의 지연 상태변수에 대한 상태행렬을 의

미하며, 이들 행렬의 요소값은 정확히 알 수 없고 단지 동작조

건에 따라 각 요소값의 하한값과 상한값에 따른 변동 범위만을 

알 수 있다. 각 행렬의 구간행렬들을 이용하여 다음과 같은 행

렬을 정의할 수 있다.

     max ∀
    max ∀                                          (3)

구간시스템이 아닌 일반 시스템 (1)에 대한 안정 조건은 다

양하게 제시되었으며, 최근에는 리아프노프 안정이론을 이용

하여 안정조건을 유도한 결과도 발표되었다. 다음의 기존결과1
의 안정조건은 고유치의 성질을 이용하여 유도되는 대표적인 

안정조건이다. 이 조건은 구간행렬은 고려하지 않은 식(1)만을 

만족하는 시스템에 대하여 적용되는 간단하고 유용한 안정조

건이다.

기존결과1([1,7의 정리1],[6의 부연설명2.11]:식 (1)의 이산시

스템은 다음 조건을 만족하면 점근안정(asymptotically stable) 

하다. 

                                                                             (4)

이외에도 많은 안정조건들이 다양한 형태로 제시되었으나, 
위의 결과에 비교해 복잡한 과정을 갖는다. 

다음의 기존결과2는 식(1)(2)의 구간행렬에 대한 안정조건

을 식(3)을 이용하여 간단한 조건으로 유도한 결과이다.

기존결과2([9의 정리4]):식 (1)-(3)을 만족하는 구간 이산시

스템은 다음 조건을 만족하면 점근안정하다.

                                                                            (5)
 
본 논문에서는 다음과 같은 잘 알려진 정리를 사용한다.

보조정리 1([7,lemma 2.4]):임의의 벡터 와 양의 상수  에 

대하여 다음이 성립한다.
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≤                                                             (6)

보조정리 2([15,491쪽]):   ≤  를 만족하는 정방행렬 

  에 대하여 다음의 관계식이 성립한다.

a)  ≤ 

b) ≤ ≤                                                
c)   ≤  ≤ 

보조정리 3([16,183쪽]): 선형시불변 시스템   

의 점근 안정성을 위한 필요충분조건은  임의의 양의 정칙행렬 

 에 대하여,  의 식을 만족하는 유일

한 양의 정칙행렬 해  가 존재한다. 

위의 보조정리를 사용하면, 식 (2)의 구간행렬 시스템에 대

하여 기존 결과1,2를 따름정리1과 같이 적용할 수 있다. 

따름정리 1: 식 (1)-(3)을 만족하는 구간 이산시스템은 다음 

조건을 만족하면 점근안정하다.

                                                                       

증명 : 보조정리 2의 c)성질을 이용하면 식 (3)에서 정의된 행

렬 는 구간행렬에 속한 모든  에 대하여 ≤ ≤ 

가 되어 가  ≤   ≤ 성립하고,   ≤  

이 만족한다. 따라서, 모든  에 대하여     이 만

족되면   의 조건이 성립된다. 또한,  보조정리2의 a)
를 고려하면  따름정리1을 만족하는 구간시스템은 기존결과2
도 만족하게 된다.

Ⅲ. 주요 결과 

본 논문에서는 위의 기존결과들과 같이 매우 간단한 형태의 

안정조건을 시불변 지연시간이 아닌 구간을 갖는 시변 지연시

간 시스템에 대하여 유도한다. 이를 위하여 다음과 같은 구간 

시변 지연시간을 갖는 이산시간  구간시스템을 고려한다.

                                                    ( 7)
≤ ≤≤∀

여기서, 는 식(2)에서와 같이 구간행렬로 표현된다. 식 (1)의 

시불변 지연시간에 대한 시스템 식에 비해 위의 식 (7)은 두 시

스템 행렬 가 구간행렬임과 동시에 지연시간도 일정한 구

간에서 시간에 따라 변동이 있는 것으로 고려한다. 이는 기존의 

시스템 식(1),(2)을      인 경우로 포함할 수 있는  보다 확

장된 시스템이다. 
식 (7)의 시스템에 대한 안정조건은 기존의 시불변 지연시간 

경우에 적용된 고유치 이론을 이용한 방법으로는 얻어질 수가 

없으며, 또한, 리이프노프 방정식의 해를 이용한 안정조건들을 

바로 적용할 수 없다. 따라서, 본 논문에서는 리아프노프 이론

을 적용하여 식 (7)의 시스템에 대하여 새로운 안정조건을 유도

한다. 이를 위하여  리아프노프 함수를 [14]와 같이 선택한다.

    
   

 

 

 
   

  


    

 

     

                         (8)

여기서,  대칭행렬 은 양의 정칙행렬로   .

보조정리 4[14, 보조정리5]:  식(7)의 시스템은 식(8)에 정의

된 리아프노프 함수에 대하여 다음의 관계식을 만족한다. 

 
≤    

 
 

              (9)

  
정리 1: 식(2)와 식(7)를 민족하는 구간 이산시스템은 시스템 

행렬 이 점근안정하고, 즉

                                                                                 (10)

하고 다음의 부등식을 만족하면 점근안정하다.

  

× 
 

 


 

                    (11)

증명:  [14]에서와 같은 방법으로 임의의  을 이용하여 

양의 정칙행렬   를 다음과 같이 선택한다.

 

  
 



     


                    (12)

식 (11)의 가정과 위와 같은 행렬의 선택에 의하여 보조정

리3 으로부터,  의 방정식을 만족하는 양의 정칙

행렬 ∈ ×가 존재함을 알 수 있다. 식(11)의 조건을 이용하

면, 다음을 얻는다.
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×
 

 


     

                      (13)

식 (13)와 보조정리 3에 의해,   

      의 방정식을 만족하는   가 존재

한다. 따라서,   이므로 max  됨을 알 수 있다.

보조정리1에 의해, 임의의  에 대하여, 다음이 성립한다.

   


 

≤    
  

              (14)

                                                                                              
식 (14)와 보조정리4를 이용하면 다음을 얻는다.

 ∆ ∆ ∆
≤    

  


  

   (15)

임의의 양수 과 대칭행렬 을 다음과 같이 정한다.

   



   

   
         (16)

식 (16)과 앞서 증명한  max  관계를 이용하면, 다음을 

얻는다.

   



     


≤max 

     




     


   (17)

 ∵max 

따라서,  식(12),(16),(17)을 이용하여 다음을 얻는다.



≤    
  

    
  

 

  
 



     




     




  
   

           (18)

그러므로,   이 되어 시스템은 점근

안정하다.

부연설명 1: 정리1의 결과는 [6]의 정리2.1의 결과와 유사한 

형태이다. [6]에서는 시변 지연을 고려하지 않은 상태에서 다음

과 같은 결과를 얻었다.

  
 




                                          (19)

이는 정리1에서     ,즉 시불변 지연시간으로 두면, 
동일한 부등식으로 표현된다. 따라서. 정리1의 결과는 [6]의 결

과를 포함함을 알 수 있다. 주어진 조건을 보다 간략하게 하기 

위하여 정리2를 유도한다.

정리 2:  다음의 부등식을 만족하면 시스템 (2),(7)은 안정하

다.

                                                   (20)

증명: [14]의 증명과 같은 방법으로, 다음을 얻을 수 있다.

  

× 
 

 




≤    

                         (21)

그러므로,        를 만족하게 되면 정

리1의 조건을 만족하게 되어  식 (2),(7)의 시스템은 안정하다. 

위의 정리2의 조건은 시변 지연시간까지도 포함한 안정조건

으로 매우 중요한 의미를 갖는다. 이와 더불어, 위의 식(20)의 

조건은 그 간결함에 있어서도 시불변 지연시간 시스템에 대한 

안정조건에 관한 기존의 부등식[5],[6]의 조건에 비하여 간단한 

형태를 갖는다. 

정리 3  :  식 (2)와 식 (7)을 만족하는 구간시스템은 다음의 

부등식을 만족하면 안정하다.
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                                                         (22)

증명:  ≤  ≤   이므로 보조정리 2를 이용하면 

 ≤  ≤   ≤  ≤ 이므로 식 (22)를 만족하

면 식 (2)를 만족하는 모든  에 대하여 

    을 만족한다. 

위의 결과는 시불변 지연시간에 대한 기존결과인 따름정리1
의 결과를 포함하는 더욱 일반적인 결과이다. 즉, 지연시간 구

간에 해당되는  항이 안정조건 부등식에 포함되어 시

변 지연시간이 안정에 미치는 영향을 고려할 수 있다. 기존의 

결과에서는 정리3과 같은 간단한 형태로 시변 지연시간의 영향

을 표시한 결과가 발표된 바 없다. 새로이 제시된 안정조건에서 

시변 지연시간 범위가 안정성에 미치는 영향이 제곱근에 비례

한다는 사실은 시변 지연시간에 대한 개략적인 안정해석에 도

움이 될 것이다. 
  다음 장에서는 제안된 안정조건들이 기존의 예제에서 다루

어졌던 구간시스템에 적용한 결과를 설명한다.

Ⅳ. 예  제

본 장에서는 기존 문헌의 2개 예제를 중심으로 제안된 조건

을 비교한다.
예제 1 [12]: 식 (1),(2)과 같이 표현되는 시스템을 고려한다

 


 


 

 
  



 


 

 
                                 (23)

      

 


 

 
 



 


 

 

여기서, 다음의 행렬을 구할 수 있다.

       

 


 

 
 



 


 

 

정리 3의 조건을 시불변인 경우인    로 적용하면,  
   가 되어 안정함을 확인할 수 있다. 이를 

시변 지연시간인      인 경우에 대하여 적용하면, 
    이 되어 이 경우에도 안정함을 알 수 

있다. 다음의 그림1은 위의 시스템에 대하여       ,
초기조건이        인 경우에 구

간에 속한 행렬 를 아래와  같이 무작위로 선택하여 시간에 

따른 지연시간과  이에 따른 상태변수 출력을 도시한 것이다.

 


 


 

 
 



 


 

 

예제 2 [5]: 다음과 같이 시불변 변수  에 의하여 구간행렬

의 범위가 결정되는 경우를 고려한다. 이 예제는 시불변 지연에 

대하여 안정성을 유지할 수 있는  변수의 범위를 구하는 예로 

[5]에서 사용되었다.

      


 


 

 
  



 


 

 

     

 


 

 
  



 


 

 
 

  인 경우에  


 


 

 
 



 


 

 
 이며 안정조건

은   이 되어,  값의 범위를 

      로 구할 수 있다. 
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그림 1.     인 시변 지연시간에 대한 구간시스템 

시간특성  

Fig. 1. Time repsonse of interval system with time-varying 
delay time (    ).



                      

Copyright ⓒ 2015 The Korea Navigation Institute 579 www.koni.or.kr pISSN: 1226-9026 eISSN: 2288-842X

 마찬가지로,  인 경우에는   
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       가 된다

[5]에서는 구간시스템을 고려하지 못하고, 일반적인 시스템 

(1)을   


 


 

 
     



 


 

 


 


 


 

 
로 고려하여 의 최대범위를 유사 리아프노프 방

정식의 해를 이용하여 2.09, 1.51로 계산하였다. 이에 비해 제안

된 조건을 이용한 1.6352,1.0574는 보수적인 범위를 제공한다. 
그러나, [5]의 결과가 구간시스템에 속한 특정한 하나의 시스템

에 해당되므로, 구간시스템 전체에 대하여 안정성을 보장하는 

범위를 계산한 본 논문의 결과와 비교하면 [5]의 결과가 더 크

게 계산되는 것은 당연한 것으로 생각할 수 있다. 
본 논문에서 제안된 조건을 사용하면 이와 같이 구간시스템

의 안정조건을 만족하도록 하는 특정 변수의 크기를 구하는 문

제도 쉽게 해를 구할 수 있으며, 그 결과도 양호함을 확인할 수 

있다. 

Ⅴ. 결  론

 본 논문에서는 지연 이산시스템에서 두 개의 시스템 행렬들

이 구간행렬로 표현되고, 지연시간도 시변으로 구간범위 내에

서 변하는 시스템의 안정조건을 다루었다. 본 논문에서는 기존

의 시불변 지연시간에 대한 구간시스템의 안정조건을 시변 지

연시간의 경우로 확대하였으며, 시불변에 대한 안정조건들을 

포함하는 효과적인 안정조건을 새롭게 제안하였다. 제안된 안

정조건은 매우 간단한 수식이며, 예제를 통하여 편의성과 다양

한 안정해석이 가능함을 보였다. 새로운 안정조건이 안정성 판

단에 있어 탁월한 수월성을 제공할  수 있고, 데이터 전송 지연

이 있는 통신 시스템과 구간시스템의 안정성  판별 조건으로 활

용될 수 있으리라 기대한다. 
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