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Abstract

We study the problem of multiple response optimization (MRO) and focus on the selection of input levels which 

will produce desirable output quality. We propose an interactive multiple objective optimization approach to the input 

design. The earlier interactive methods utilized for MRO communicate with the decision maker only using the response 

variable values, in order to improve the current response values, thereby resulting in the corresponding design solution 

automatically. In their interaction steps of preference articulation, no account is taken of any active changes in design 

variable values. On the contrary, our approach permits the decision maker to change the design variable values in 

its interaction stage, which makes possible the consideration of the preference or economics of the design variable 

side. Using some typical value functions, we also demonstrate that our method converges reasonably well to the known 

optimal solutions.
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1. 서  론

반응표면분석(response surface methodology)은 

다수의 설계변수를 사용하여 최적의 품질특성(반응)

을 이끌어 내기 위한 조건을 찾는 통계적․수리적 

방법론으로써 제품 및 프로세스의 설계 영역에서 광

범위하게 사용되고 있다[7, 15, 23]. 일반적으로 반

응표면분석은 실험계획, 모형화, 최적화 단계로 구

성된다[23]. 실험계획 단계에서는 프로세스 설계를 

위하여 고려하는 설계변수와 품질특성에 해당하는 

반응변수들을 정의한다. 다음으로 모형화 단계에서

는 실험을 통하여 얻은 자료를 사용하여 설계변수와 

반응변수 간의 함수관계를 설정한다. 마지막으로 최

적화 단계에서 최적의 품질특성을 이끌어내는 설계

변수의 수준을 결정한다.

본 연구는 최적화 단계에 초점을 둔다. 특히 반응

표면분석에서 다수의 품질특성을 동시에 최적화하

는 방법론을 다중반응최적화(multiple response op-

timization：MRO)라 한다. 본 연구의 주된 목적은 

MRO를 위한 상호교호적인(interactive) 다목적최적

화(multiple objective optimization：MOO) 기법을 

제안하는 것이다. 대부분의 제품 및 프로세스는 다

수의 품질특성을 가지며 이들은 서로 상충된 관계

를 보인다. 따라서 MRO는 그 문제의 중요성 및 복

잡성 때문에 최근에도 MRO에 관한 연구가 지속적

으로 이루어지고 있다. 참고로 염봉진 등[1]을 살펴

보면 품질 및 신뢰성 분야에서 MRO의 비중 및 동

향에 관해 기술하고 있다.

기존의 MRO 연구는 만족도함수(desirability func-

tion) 접근법[8-10, 12, 13, 16, 17, 34], 손실함수(loss 

function) 접근법[18, 26, 33], 공정능력 지수(process 

capability index) 접근법[4, 7, 14, 27, 28]으로 구분

할 수 있다. 이 분류에 속하는 대다수의 연구는 다수

의 목적(또는 품질특성)함수를 단일한 목적함수로 

전환시켜 최적화하는 방식을 사용하고 있다. MOO 

관점에서는 이러한 방식을 효용함수(utility function) 

접근법이라고 한다. 효용함수 접근법은 이해가 쉽

고 사용이 간편하다는 장점이 있다. 그러나 일반적

으로 의사결정자의 효용함수를 단일의 수학적 함수

로 정확하게 표현하기가 매우 어려운 단점이 있다. 

다시 말해, 다수의 목적함수가 있기 때문에 수많은 

효율적(efficient) 또는 우월한(non-dominated) 해들

이 존재할 수 있는데, 사전에 정의된 단일의 효용함

수로부터 도출된 해를 의사결정자가 가장 선호하는 

해라고 보장하기는 어렵다는 의미이다. 그 외 인공

신경망과 유전알고리즘을 이용한 연구도 있다[3]. 

MRO 연구에 관한 보다 상세한 문헌 고찰을 위해

서는 이동희 등[2]을 참고하면 도움이 된다.

한편 MOO 분야에서 가장 많이 응용된 방법론은 

상호교호적인 접근법이다[19, 32]. 상호교호적 접근

법의 기본개념은 다목적 문제의 해를 찾는 과정에서 

의사결정자의 효용 또는 선호정보를 계속적으로 받

아들여 가장 만족스러운 해에 도달하게 하는 것이

다. 즉 초기 해를 의사결정자에게 보여주고 선호정

보를 받아 보다 만족스러운 해를 도출한다. 의사결

정자가 새로운 해를 만족하면 문제해결 과정을 종료

하고, 그렇지 않으면 추가적인 선호정보를 받아 새

로운 해를 도출하고, 도출된 해가 만족될 때까지 본 

과정을 계속한다. 이러한 과정에서 의사결정자는 문

제의 구조에 대해 학습하게 되며, 선호정보가 목적

함수에 미치는 영향을 파악할 수 있어서, 원하는 해

를 찾는데 많은 도움을 준다. 또한 어떤 특정한 시

점에서 필요한 모든 선호정보를 한꺼번에 요구하지 

않고 순차적으로 요구한다는 점에서, 의사결정자의 

정보제공에 대한 부담을 현저히 완화하는 장점이 

있다.

MRO 문제를 해결하기 위하여 상호교호적 접근법

을 활용한 기존의 연구들이 있다. Jeong and Kim 

[12, 13], Köksalan and Plante[14], Montgomery and 

Bettencourt[22], Rees et al.[29], Mollaghasemi and 

Evans[21], Park and Kim[24], Lee et al.[20]이 대

표적인 예들이다. 본 연구들의 구체적인 기법들은 서

로 상이하나, 하나의 공통점은 모두가 의사결정자

의 선호도를 반영함에 있어 목적함수공간(objective 

function space)을 이용한다는 점이다. 즉 현재의 반

응변수들의 값을 의사결정자에게 보여주면서 만족
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여부를 평가하게 하고, 그 결과 만족하지 못한 반응

변수의 값을 향상시킨다. 본 과정을 반복하여 최종

적으로 선호하는 반응변수들의 수준이 결정되면, 이

에 해당하는 설계변수들의 수준이 자동적으로 결정

된다. 설계변수공간에서의 선호도를 반영하는 상호

교호작용은 중요함에도 불구하고 기존의 연구에서

는 전혀 찾아볼 수 없다. 예를 들어 설계변수 1의 수

준 또는 설계변수 2의 수준을 증가시키면 원하는 

반응변수의 값이 향상된다고 하자. 그런데 설계변

수 1의 값을 증가시키는 것이 설계변수 2의 값을 

증가시키는 것 보다 훨씬 선호된다면(즉 경제적이

거나 기술적으로 쉽다면), 설계변수 1의 값을 증가

시켜 원하는 품질특성을 얻을 것이다. 본 상황에서 

설계변수공간에서의 상호교호작용이 없는 기존의 

방법을 사용한다면, 불행하게도 변수 2의 값을 증가

시킬 수도 있다. 따라서 기존의 방법은 설계변수공

간에서의 선호도(경제성, 기술적 어려움 등을 포함)

를 반영하지 못한다는 한계를 가지고 있다.

따라서 본 연구에서는 목적함수공간뿐만 아니라 

설계변수공간에서의 선호도를 동시에 반영할 수 있

는 상호교호적 접근법을 제안한다. 즉 반응변수에 관

한 선호도뿐만 아니라 설계변수에 관한 선호도도 함

께 고려할 수 있는 방법론이다. 본 방법은 Geoffrion 

et al.[11]이 개발한 방법(GDF)과 Zionts and Wal-

lenius[36]가 개발한 방법(ZW)의 장점을 선택×결합

한 것이다. 즉 MRO 문제같은 비선형문제를 해결할 

수 있는 GDF 방법의 계산방식을 택하고, 선호정보의 

제공이 용이한 “예”, “아니오”, “모르겠다”의 형태로 

상호교호작용을 하는 ZW 방법의 정보제공 방식을 

택한다. 한편 GDF 방법과 ZW 방법의 장점을 선택

한 상호교호적 방법은 Park and Shin[25]의 연구에

서 개발되어 신규지점 운영설계 문제에 적용된 바 있

다. 그러나 본 접근법은 MRO 분야에는 처음으로 제

안되며, 무엇보다 중요한 점은 MRO 분야에서 요구

되는 설계변수에 관한 선호도를 고려할 수 있다는 것

이 본 논문의 가장 큰 공헌이라 할 수 있다. 나아가 

본 연구에서는 제안된 방법을 MRO 분야의 제품설

계 문제로 적용하여, 제안된 방법이 의사결정자가 가

장 선호하는 해에 빠르게 수렴함을 보인다.

덧붙여 MRO 분야에서는 반응변수에 관한 평균

함수(mean function)도 중요하지만 분산효과(disper-

sion effect)의 고려도 중요함을 강조해 왔다. 특히 

Wu[34]는 한 반응변수의 향상이 다른 중요한 반응

변수들의 저하를 불러오는 현상이 상관관계가 큰 

반응변수들이 존재하는 상황에서 더욱 심화된다는 

점을 지적한 바 있다. 본 논문에서는 반응변수에 관

한 평균함수는 물론 분산-공분산함수들을 동시에 

고려하는 다목적문제를 설정한 후, 제안된 상호교

호적 방법을 적용한다.

본 논문은 다음과 같이 구성된다. 제 2장에서는 

다목적문제를 설정하고 제안된 상호교호적 방법을 

설명한다. 제 3장에서 적용예제를 보여준 후 제안된 

방법의 수렴성을 보고한다. 마지막 장에서 본 연구

를 요약하고 결론을 내린다.

2. 상호교호적 방법

2.1 다목적문제 설정

우선 s개의 설계변수 x = (x1, …, xs)와 r개의 반응

변수 y = (y1,…, yr)가 있다고 하자. 이때 추정된 반

응변수의 평균 함수를 ŷ(x) = [ŷ1(x), …, ŷr(x)]이라 

하자. 반응표면분석에서는 일반적으로 2차 모형을 

활용한 OLS(Ordinary Least Square)추정법 또는 

SUR(Seemingly Unrelated Regression)추정법이 주

로 사용된다[10, 31]. 본 연구에서는 SUR 추정법을 

사용하여 반응변수 i에 대한 회귀식 ŷi(x)을 다음과 

같이 추정한다.

ŷi(x) = aixi
T

여기서 ai는 추정된 계수들의 벡터로   
 

⊗ 


⊗이고, 계산에 사용된 Xi는 

반응변수 i의 설계행렬(design matrix), yi는 반응변

수 i의 관측벡터, 는 추정된 분산-공분산행렬, I는 

항등행렬(identity matrix)을 나타낸다. 연산자⊗는 
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크로네커곱(kronecker product)을 의미하는데, 예를 

들어 행렬 A = (aij)가 있다면 A⊗B = (aij)B가 된

다. 그리고 xi는 회귀모형에 이용된 설계변수벡터로 

반응변수 i에 따라 벡터의 구성이 달라질 수 있다.

다음으로 위에서 추정된 평균 함수들의 분산함수 

var(ŷi)와 공분산함수 cov(ŷi, ŷj)를 다음과 같이 구

할 수 있다[31, 35].

     
 

          


⊗ 


   
  

 

            


⊗


즉 분산 및 공분산이 설계변수의 수준에 따라 달라

지므로, 이러한 분산과 공분산을 최소화하는 설계

변수의 수준을 추구할 것이다.

따라서 반응변수의 평균 함수, 분산함수, 공분산함

수를 모두 고려하는 MRO 문제는 다음과 같은 L개

의 목적함수를 가진 MOO 문제로 표현할 수 있다.

max  U[f(x)] = U[f1(x), …, fk(x), …, fL(x)]

s.t.    x ∈ S = {x|Ax = b} (1)

여기서 x∈ Rn는 의사결정변수벡터로 설계변수(ori-

ginal design variables)와 여유변수(slack varia-

bles)를 모두 포함한다. 설계변수는 실험계획에서 사

용된 범위(experimental region)를 갖고 여유변수는 

비음제약을 만족해야 한다. 목적함수 fk는 미분가능

한 연속함수이다. MOO 모형 식 (1)의 궁극적인 목

적은 의사결정자의 효용함수 U：RL→ R를 최대화

하는 것이다.

모형 (1)의 모든 목적함수는 최대화하는 것으로 다

음과 같이 구성할 수 있다. 반응변수 k가 망대특성

(larger-the-better)이면 fk(x) = ŷk(x), 망소특성

(smaller-the-better)이면 fk(x) = -ŷk(x), 망목특성

(nominal-the-best)이면 fk(x) = -[ŷk(x)-k]
2으로 평

균에 해당하는 목적함수를 구성한다. 여기서 k는 

망목특성을 가진 반응변수의 목표치(target)이다. 각 

반응변수의 분산함수는 fk(x) = -var[ŷk(x)], 반응변

수 k와 j의 공분산함수는 fk(x) = -cov[ŷk(x), ŷj(x)]

으로 목적함수를 구성한다. 따라서 모형 (1)은 L = 

2r+rC2개의 최대화 목적함수를 갖는다.

2.2 감소경사도 계산

이제부터 MOO 문제 식 (1)을 푸는 상호교호적 방

법을 기술한다. 이를 위해 우선 감소경사도(reduced 

gradient)에 관한 이해가 필요하다. 연쇄법칙(chain 

rule)을 이용하여 효용함수 U를 x에 대해 편미분하면 

∇ ⋯  ∑∇ 이 된

다. 여기서 ∂U/∂fk는 각 목적함수가 효용함수에 

미치는 영향의 정도라고 할 수 있으므로 목적함수 

k의 가중치 wk = ∂U/∂fk로 정의할 수 있다. 따라

서 가중치벡터는 w = (w1, …, wL)로 표현한다. 다음

으로 ▽xfk(x)는 xj로 편미분할 경우 ∂fk/∂xj로 표현

되며, 이는 설계변수 xj의 변화에 대한 목적함수 fk

의 변화를 나타낸다. 이는 선형계획법의 수정비용

(reduced cost)과 유사한 의미를 갖는데 비선형계획

법에서는 이를 감소경사도라고 한다[5].

감소경사도는 상호교호적 방법에서 설계변수와 반

응변수의 선호정보를 동시에 고려할 수 있도록 하

는 단서를 제공한다. 감소경사도는 설계변수가 한 

단위 변할 때 변화하는 반응변수의 변화량이다. 즉 

의사결정자가 감소경사도를 보면 어떤 설계변수를 

증가시키면 어떠한 반응변수가 향상되는지 아니면 

저하되는지의 여부를 알 수 있다. 따라서 의사결정

자는 자신이 원하는 반응변수의 수준을 향하여 설

계변수의 수준을 변화시킬지에 관한 의사결정을 할 

수 있다. 특히 반응변수들에 대해 같은 혹은 비슷한 

수준의 변화를 유도할 수 있는 두 설계변수가 있다

면, 의사결정자는 두 설계변수 중 더 경제적인 설계

변수를 변화시키고자 할 것이다. 또한 어떤 설계변

수를 변화시킴으로써 특정 반응변수의 향상을 기대

할 수는 있지만, 현실적으로 그 설계변수의 현재 수

준을 변화시키기 어려운 상황에 있을 때는 변화를 
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꺼려할 것이다. 결론적으로 감소경사도 정보를 상

호교호작용에 활용한다면, 기존의 연구에서 고려할 

수 없는 설계변수에 관한 선호도를 고려할 수 있다.

문제 (1)에서 A를 m×n행렬이라 할 때, 감소경

사도는 다음과 같이 계산된다. 주어진 제약조건을 

만족하는 하나의 실행가능해 x를 m개의 기저변수 

xB와 n-m개의 비기저변수 xN로 구분하면 x = [xB, 

xN]이 된다. 마찬가지로 A행렬도 기저변수에 해당

하는 기저행렬 B와 비기저변수에 해당하는 비기저

행렬 N으로 구분하면 A = [B, N]이 된다. 유사하

게 위에서 정의한 편미분 ▽x fk(x)도 기저변수에 해

당하는 ▽B fk(x)와 비기저변수에 해당하는 ▽N fk(x)

로 구분하면 ▽x fk(x) = [▽B fk(x), ▽N fk(x)]가 된다. 

이제 목적함수 k에 관한 감소경사도벡터를 rk라 하

고, 이를 기저변수와 비기저변수에 해당하는 부분

으로 나눈 것을 rk = [rBk, rNk]라 하자. 이때 rk는 다

음과 같다[5].

 rk = [rBk, rNk] = ▽x fk(x)-▽B fk(x)B
-1A 

   = [0,▽N fk(x)-▽B fk(x)B
-1N] (2)

즉 기저변수에 대한 감소경사도는 모두 0이고, 비기

저변수에 대한 것은 -▽B fk(x)B
-1N로 주어진다.

2.3 가중치 추정

전술한 바와 같이 감소경사도 정보를 보여주면, 의

사결정자는 설계변수의 변화에 따른 반응변수의 변

화를 이해하게 되고, 따라서 자신의 효용을 향상시

킬 수 있는 설계변수의 변화를 원할 것이다. 본 상호

교호작용을 통하여 얻어진 의사결정자의 선호정보

를 바탕으로 향상된 해를 구하기 위해 목적함수들에 

관한 가중치를 다음과 같이 추정한다.

우선 식 (2)에서 구한 비기저변수에 대한 목적함

수 fk별로 구성된 감소경사도(rNk)를 각각의 비기저

변수 xj별로 재구성하면 r j = (r1j, …, rLj)가 된다. 

여기서 구성요소 rkj는 비기저변수 xj의 변화에 따른 

목적함수 fk의 변화를 나타낸다. 이제 모든 비기저

변수 xj에 대한 감소경사도벡터 rj를 의사결정자에게 

보여준다. ZW 방법에서 수행한 것과 유사하게, 의

사결정자의 선호정보를 가지고 다음과 같이 가중치

를 계산한다.

의사결정자가 xj를 증가시키는 것이 효용을 증가

시킨다고 할 경우 wr j≥ ε 형태의 제약조건을 구성

하고, 반대로 xj를 감소시키는 것이 효용을 증가시

킨다고 할 경우는 wr j≤ -ε 형태의 제약조건을 구

성한다. 만약 xj에 대해 “모르겠다”라고 답한다면 제

약조건을 구성하지 않는다. 참고로 비선형계획문제

에서는 선형계획문제와 달리 비기저변수의 값이 양

수가 될 수 있어서 증가는 물론 감소도 가능하다. 

따라서 선형계획문제를 기반으로 하는 ZW 방법에

서는 “예”, “아니오”, “모르겠다”의 반응을 요구하는 

반면, 비선형계획문제를 다루는 본 연구에서는 설

계변수에 대해 “증가”, “감소”, “모르겠다”의 반응을 

유도한다. 의사결정자의 선호정보를 모아서 아래 

선형계획모형을 설정하고 이를 풀어서 가중치를 추

정한다.

max  ε

s.t.   wr j ≥  ε (“증가”라고 답한 xj에 대해)

wr j ≤-ε (“감소”라고 답한 xj에 대해)

∑wk = 1; wk≥ε,∀k (3)

2.4 향상방향 도출

가중치벡터 w가 결정되면, 이를 이용하여 현재의 

해를 향상시킬 수 있는 방향을 결정한다. 효용함수

의 편미분은 ▽xU[f(x)] = ∑wk▽x fk(x)이므로, 현재 

해가 x = 라고 할 때 향상방향벡터는 아래의 조건

을 만족해야 한다.

∑wk▽x fk()d > 0

즉 의사결정자의 효용함수를 향상시키는 방향인데, 

이를 감소경사도 벡터를 이용하여 나타내면 다음과 

같다.
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∑wk▽x fk()d = ∑wk[▽N fk() 

     -▽B fk()B
-1N]dN = (∑wkrNk)dN

따라서 의사결정자에 의해 선택된 비기저변수를 

xo라 하면, 이 변수의 방향인 dj=o만 wro로 설정할 

수 있다. 그리고 xo를 제외한 다른 비기저변수들의 

방향 dj≠o은 모두 0으로 설정할 수 있다. 설정된 비

기저변수의 방향벡터를 dN이라 하자.

이제 기저변수의 방향벡터 dB를 계산한다. 이는 

움직이고자 하는 방향 d = [dB, dN]이 실행가능 해

야 한다는 조건인 Ad = 0을 이용하여 결정할 수 

있다. 즉 Ad = [B, N][dB, dN] = 0을 만족해야 하므

로 dB = -B
-1NdN이 된다.

2.5 선탐색 문제

향상방향벡터 d = [dB, dN]이 구해지면 이 방향으로 

현재 해 x = 를 얼마나 이동할 지를 결정한다. 이

를 선탐색(line search) 문제라 하는데 아래와 같다.

max U[f(+d)]   s.t. 0≤≤max   (4)

여기서 max = min {-j /dj | dj < 0, 모형 식 (1)의 

모든 여유변수 j에 대해}이다. 모형 식 (4)의 효용함

수 U가 미지이므로 결정변수 를 한번에 결정하기

는 어렵다. 그래서 다양한 값에 따른 목적함수의 값 

f(+d)을 의사결정자에게 보여주고 가장 만족할만

한 해를 선택하게 함으로써 이 문제를 해결할 수 있

다. 문제는 max값이 크면 클수록 0과 max사이에 

더 많은 대안이 존재하기 때문에 목적함수의 값을 

보여주는데 힘이 들 수 있다. GDF 방법에서는 값

을 0과 1사이의 값이 되도록 하고 있다. 따라서 방

향벡터 d를 z = maxd로 변환하면 모형 식 (4)는 아

래의 모형과 같아진다.

max U[f(+tz)]  s.t.  0≤t≤1 (5)

따라서 수정된 방향벡터 z로의 이동량이 0과 1사이

로 축소된다. 의사결정자는 이동량 t가 0에서 1까지 

증가하면서 목적함수의 값이 어떻게 변하는지를 확

인하고 그 중 가장 선호하는 해를 향상된 해로 선

택하게 된다.

2.6 제안된 방법론 요약

이제까지 기술한 상호교호적 방법을 단계별로 요

약하면 다음과 같다.

단계 1：임의의 실행가능해 xh=1를 초기해로 설정하

고 목적값벡터 f(x1) = [f1(x
1), …, fk(x

1), 

…, fL(x
1)]를 도출한다. 이때 h는 시행 횟수

이다. 만약 의사결정자가 현재의 목적값벡

터를 만족하면 xh가 최종해가 되고 절차를 

종료한다.

단계 2：현재 해 xh를 기저변수와 비기저변수로 분

리한 후, 식 (2)를 사용하여 감소경사도벡

터를 계산한다.

단계 3：의사결정자에게 계산된 감소경사도벡터를 

보여주고, 비기저변수에 대해 “증가”, “감

소”, 또는 “모르겠다”로 답하게 한다. 모든 

감소경사도벡터에 대해 “모르겠다”라고 답

한다면 현재의 해를 최종해로 하고 절차를 

종료한다. 아니면 모형 식 (3)을 구성하고 

이를 통해 가중치를 추정한다.

단계 4：구해진 가중치를 이용하여 방향벡터 d = 

(d1, …, dn)를 계산하고, 수정된 방향벡터 

z = maxd를 구한다. 모형 식 (5)를 바탕으

로 t값을 0에서 1까지 변화시키며 목적값

벡터 f(xh+tz)를 산출한다.

단계 5：의사결정자에게 목적값벡터 f(xh+tz)를 보

여주고 가장 선호하는 해를 선택하게 한다. 

이 해에 대응하는 t값을 t*라고 하자. 따라

서 새로운 해는 xh+t*z가 되고, 이에 해당하

는 목적값벡터는 f(xh+t*z)이 된다. 만약 의

사결정자가 새로운 해를 만족하면 이 해가 

최종해가 되고 절차를 종료한다. 그렇지 않
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으면 시행 횟수를 h+1로 하고 단계 2로 돌

아간다.

3. 방법론 적용

3.1 예제 문제

이 장에서는 제안된 상호교호적 방법이 어떻게 사

용되는지를 예제적용을 통하여 설명한다. 이 과정

에서 설계변수의 경제성을 고려하는 구체적인 예를 

보인다. 사용할 예제는 중합물 합성설계(polymer 

design) 문제이다. 이 문제는 Myers et al.[23]에 의

해 제시되었고 Vining[33], Park and Kim[24], Ko 

et al.[18]의 논문에서 사용된 바 있다. 예제에서 이

용된 3개의 설계변수는 반응시간(x1), 반응온도(x2), 

촉매량(x3)이며, 2개의 품질특성은 중합물의 전환율

(y1：conversion)과 열활동(y2：thermal activity)이

다. 전환율은 망대특성이고 열활동은 망목특성이며 그 

목표치는 57.5이다. 설계변수들의 실험영역은 S = 

{x = (x1, x2, x3)|-1.682≤xj≤1.682, j = 1, 2, 3}이다.

SUR 방법을 사용하여 2차 모형을 근사하기 위해 

추정된 분산-공분산행렬은 다음과 같다.

 


 


 

 

추정된 반응변수의 평균 함수를 포함하여, 결정된 분

산함수 및 공분산함수는 다음과 같다.

ŷ1(x) = 80.93+1.03x1+4.10x2+6.20x3-1.63x1
2

        +2.96x2
2-5.18x3

2+2.03x1x2+11.37x1x3 

        -3.80x2x3

ŷ2(x) = 59.84+3.58x1+0.25x2+2.23x3+0.83x1
2 

        +0.08x2
2+0.06x3

2-0.39x1x2-0.04x1x3 

        +0.31x2x3

var(ŷ1) = 1.850-0.449x1
2-0.449x2

2-0.449x3
2 

         +0.772x1
4+0.772x2

4+0.772x3
4+1.544x1

2x2
2 

         +1.544x1
2x3

2+1.544x2
2x3

2

var(ŷ2) = 0.259-0.063x1
2-0.063x2

2-0.063x3
2

         +0.108x1
4+0.108x2

4+0.108x3
4+0.216x1

2x2
2 

         +0.216x1
2x3

2+0.216x2
2x3

2

cov(ŷ1, ŷ2) = 0.090+0.022x1
2+0.022x2

2+0.022x3
2 

            -0.038x1
4-0.038x2

4-0.038x3
4

            -0.076x1
2x2

2-0.076x1
2x3

2-0.076x2
2x3

2

MOO 문제를 설정하기 위해 추정된 함수들을 최대

화 문제로 변환시켜 목적함수 f1(x), f2(x), …, f5(x)를 

구성한다. 변환된 목적함수는 각각 f1(x) = ŷ1(x), f2(x) 

= -[ŷ2(x)-57.5]
2, f3(x) = -var(ŷ1), f4(x) = -var(ŷ2), 

f5(x) = -cov(ŷ1, ŷ2)이다. 따라서 아래와 같은 MOO

문제가 설정된다.

max   f(x) = [f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), f5(x)]

s.t.     x1-x4 = -1.682

x1+x5 = 1.682

x2-x6 = -1.682

x2+x7 = 1.682

x3-x8 = -1.682

x3+x9 = 1.682

x4, x5, x6, x7, x8, x9 ≥  0 (6)

모형 식 (6)에서 x1, x2, x3는 원래의 설계변수이

고, x4～x9는 추가적으로 도입된 여유변수로 비음조

건을 만족해야 한다. 따라서 의사결정변수벡터는 설

계변수와 여유변수를 모두 포함하는 x = (x1, x2, …, 

x9)로 재정의한다.

3.2 첫 번째 상호작용과정(h = 1)

단계 1：초기해를 xh=1 = (-0.427, 1.058, -0.298, 

1.255, 2.109, 2.740, 0.624, 1.384, 1.980)로 

설정하자. 이에 해당하는 목적함수의 값은 

f1 = [f1(x
1), … ,f5(x

1)] = [87.276, -0.545, 

-2.949, -0.380, 0.392]이 된다.

단계 2：현재 해 x1을 기저변수 xB = (x2, x3, x4, x5, 

x7, x9)와 비기저변수 xN = (x1, x6, x8)로 분
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리하여 다음과 같은 감소경사도벡터를 계

산한다.

 r1 = [1.455, -3.647, 3.616, 0.203, -0.178]

 r6 = [10.501, -0.718, -3.590, -0.502, 1.786]

 r8 = [0.338, -3.754, 1.011, 0.141, -0.086]

단계 3：감소경사도벡터인 r1은 x1이 한 단위 증가할 

때 f1을 1.455만큼 증가시킬 수 있음을 의미

한다. 마찬가지로 x1을 한 단위 증가시킬 때 

f3과 f4는 각각 3.616, 0.203만큼 증가시킬 수 

있지만, f2와 f5는 각각 3.647, 0.178만큼 감

소함을 의미한다. r6과 r8에 대한 해석도 같

은 방식으로 할 수 있다. 여기서 의사결정자

가 f1을 향상시키면서 동시에 분산에 대한 

목적함수 f3과 f4를 향상시키기를 원한다고 

가정하자. 원하는 목적을 달성하기 위해서는 

x1 또는 x8을 증가시키면 된다. 모형 식 (6)

의 제약조건을 살펴보면 x8은 x3의 여유변수

임을 알 수 있고, 또한 x8의 증가는 x3의 증

가와 같다는 것을 알 수 있다. 따라서 원하

는 목적을 달성하기 위하여 x1 또는 x3을 증

가시키면 된다. 만약, x3(촉매량)을 증가시

키는 것이 x1(반응시간)을 증가시키는 것 보

다 더 어렵거나 경제적으로 더 많은 비용이 

요구될 경우 의사결정자는 x1의 증가를 원

할 것이다(이것이 설계변수의 선호도를 고

려하는 하나의 예이다). 이러한 설계변수의 

선호도를 고려하여 의사결정자가 x1의 증

가를 선호한다고 가정하자. 따라서 가중치 

추정을 위하여 다음과 같은 선형계획모형

을 수립한다.

max  ε

s.t.   1.455w1-3.647w2+3.616w3+0.203w4

-0.178w5≥ ε

w1+w2+w3+w4+w5 = 1

w1, w2, w3, w4, w5≥ ε

위의 선형계획문제를 풀어 가중치벡터 

w = (0.0001, 0.0001, 0.0001, 0.9996, 0.0001)

를 산출했다. 이때 ε = 10-4을 사용하였다.

단계 4：산출한 가중치벡터와 감소경사도벡터를 사

용하여 방향벡터 d = (0.203, 0, 0, 0.203, 

-0.203, 0, 0, 0, 0)를 얻었다. 또한 max는 

10.415이고 수정된 방향벡터는 z = (2.109, 

0, 0, 2.109, -2.109, 0, 0, 0, 0)이다.

단계 5：의사결정자에게 목적값벡터를 담은 <표 1>

을 보여주고 가장 만족하는 해를 선택하도

록 한다. 의사결정자가 향상시키고자 한 f1, 

f3, f4모두 t = 0.2지점까지는 향상되지만 그 

이후 점점 저하됨을 볼 수 있다. 따라서 의

사결정자가 t* = 0.2로 결정했다고 하자. 

따라서 새로운 목적값벡터는 f(x2) = f(x1 

+ 0.2z) = (81.280, -12.362, -1.799, -0.252, 

-0.051)가 되고 이 때의 설계변수 값은 x2 

= x1+t*z = (-0.005, 1.058, -0.298, 1.677, 

1.687, 2.740, 0.624, 1.384, 1.980)로 정해진다. 

아직 의사결정자가 구해진 새로운 해에 만

족하지 못했다고 가정하고 시행 횟수를 h 

= 2로 하고 단계 2로 돌아간다.

<표 1> 첫 번째 시행(h = 1)의 목적값벡터

t f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) f5(x)

0 87.276 -0.545 -2.717 -0.380 0.392

0.1 87.502 -1.680 -2.501 -0.350 0.371

0.2 87.564 -3.720 -2.433 -0.340 0.367

0.3 87.462 -6.947 -2.494 -0.349 0.371

0.4 87.198 -11.674 -2.702 -0.378 0.390

0.5 86.771 -18.251 -3.110 -0.435 0.453

0.6 86.180 -27.059 -3.809 -0.533 0.603

0.7 85.426 -38.513 -4.927 -0.689 0.902

0.8 84.509 -53.059 -6.627 -0.927 1.431

0.9 83.429 -71.179 -9.111 -1.274 2.288

1.0 82.186 -93.386 -12.616 -1.764 3.590

3.3 두 번째 상호작용과정(h = 2)

단계 2：현재 해 xh=2를 기저변수 xB = (x1, x2, x4, 
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x6, x8, x9)와 비기저변수 xN = (x3, x5, x7)로 

분리하여 다음과 같은 감소경사도벡터를 계

산한다.

 r3 = [5.136, -9.750, 0.843, 0.118, -0.078]

 r5 = [0.092, 12.248, -0.015, -0.002, 0.001]

 r7 = [-11.398, 1.244, 2.994, 0.418, -1.757]

단계 3：감소경사도벡터를 살펴보면, x3 또는 x7의 

증가를 통하여 분산함수 f3과 f4를 더 향상

시킬 수 있음을 알 수 있다. 모형 식 (6)의 

제약조건을 보면 여유변수인 x7의 증가는 

설계변수 x2의 감소를 의미한다. 여기서 의

사결정자가 x3(촉매량)을 증가시키는 것 보

다 x2(반응온도)의 감소가 더욱 경제적이라

고 하자. 따라서 의사결정자는 설계변수의 

선호도를 고려하여 x7의 증가를 결정할 것

이다. 이어서 가중치 추정을 위하여 다음

과 같은 선형계획모형을 수립한다.

max   ε

s.t. 1.455w1-3.647w2+3.616w3+0.203w4

       -0.178w5≥ ε

-11.398w1+1.244w2-2.994w3+0.418w4 

-1.757w5≥ ε

w1+w2+w3+w4+w5 = 1

w1, w2, w3, w4, w5 ≥ε

여기서 ε = 10-4을 사용하여 구한 가중치벡

터는 w = (0.0001, 0.0001, 0.0001, 0.9996, 

0.0001)이다.

단계 4：산출한 가중치벡터를 사용하여 방향벡터 d 

= (0, -0.417, 0, 0, 0, -0.417, 0.417, 0, 0)를 

계산한다. max값은 6.564이고 수정된 방향

벡터는 z = (0, -2.740, 0, 0, 0, -2.740, 2.740, 

0, 0)이다.

단계 5：의사결정자에게 <표 2>의 목적값벡터를 보

여주고 가장 만족하는 해를 선택하도록 한다. 

의사결정자가 향상시키고자 한 f2 값은 t = 

0.8지점까지 계속 향상하고 있고, f3과 f4값

은 t = 0.5지점까지 전반적으로 향상하지만 

이후 점점 저하됨을 보이고 있다. 따라서 의

사결정자가 t* = 0.5로 결정했다고 하자. 이때 

목적값벡터는 f(x3) = f(x2+0.5z) = (77.464, 

-2.650, -1.793, -0.251, -0.087)가 되고 설

계변수 값은 x3= x2+t*z = (-0.005, -0.312, 

-0.298, 1.677, 1.687, 1.370, 1.994, 1.384, 

1.980)로 정해진다. 아직 의사결정자가 구해

진 새로운 해에 만족하지 못한다면, 시행 횟

수를 h = 3으로 하고 단계 2로 다시 돌아

간다. 만약 의사결정자가 이 해에 만족한다

면, 이 해가 최종해가 되고 절차를 종료한다.

<표 2> 두 번째 시행(h = 2)의 목적값벡터

t f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) f5(x)

0 87.564 -3.720 -2.433 -0.340 0.367

0.1 84.662 -3.408 -1.916 -0.268 0.044

0.2 82.201 -3.149 -1.787 -0.250 -0.067

0.3 80.181 -2.939 -1.801 -0.252 -0.089

0.4 78.602 -2.774 -1.816 -0.254 -0.089

0.5 77.464 -2.650 -1.793 -0.251 -0.087

0.6 76.768 -2.564 -1.800 -0.252 -0.050

0.7 76.512 -2.516 -2.008 -0.281 0.107

0.8 76.697 -2.503 -2.692 -0.377 0.517

0.9 77.323 -2.527 -4.232 -0.592 1.367

1.0 78.391 -2.586 -7.113 -0.995 2.893

3.4 수렴성

제안된 상호교호적 방법의 수렴성을 확인하기 위해 

의사결정자의 효용함수를 임의로 정의하여 활용한다. 

즉 의사결정자가 가장 선호하는 해가 사전에 정해져 

있다고 가정하고, 제안된 방법이 그 해에 얼마나 빨

리 도달하는지를 살펴본다. 효용함수의 사용은 수렴

성을 검정하기 위한 수단임을 강조하고자 한다. 사

용한 효용함수는 가중합함수(∑wkfk)와 가중승법함

수(∏wkfk)이다. 여기서 목적함수 fk는 위에서 소개
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한 중합물 합성설계 문제에서 도출한 5개의 목적함

수이고, 각 목적함수의 가중치 wk는 0에서 1사이의 

균등분포를 갖는 난수(random number)를 발생시켜 

부여하였다. 구성한 두 개의 효용함수를 이용하여 

도출한 최적해를 의사결정자의 최종 해라고 가정하

고, 상호교호 과정을 반복하여 그 해에 도달할 때까

지의 시행횟수(h)를 기록하였다.

먼저 가중합함수의 경우 가중치를 변경하면서 10

개의 구체적인 효용함수를 설정하고 이를 통하여 구

해진 해를 최종해라고 가정하였다. 다음으로 각각

의 최종해에 대하여 제안된 방법이 도달한 시행횟수

를 기록하였다. 즉 10번의 실험을 반복한 것이다. 그 

결과 평균 3.2회, 최소 2회, 최대 5회의 시행 후 최

종해에 도달 하였다.

가중승법함수에 대해서도 위와 같은 실험을 동일

하게 실시하였다. 그 결과 평균 4.2회 최소 3회, 최

대 6회의 시행 후 최종해에 도달하였다. 따라서 가

중합함수의 경우 보다 가중승법함수의 경우에 시행

횟수가 많았으나, 두 경우 모두 수렴에 성공하였다. 

또한 수렴하는 속도도 대략적으로 평균 3～4회의 시

행횟수 만에 도달하였다.

상기 수행한 수렴성 검정에서는 설계변수공간의 선

호도는 고려하지 않았다. 즉 모든 설계변수의 선호도

는 유사하다고 가정하고, 반응변수의 값이 최종해에 

도달하는 방향으로 실험을 실시하였다. 이제 설계변

수의 경제성에 관한 추가적인 가정을 하여, 본 가정

을 지키면서 반응변수의 값이 최종해에 도달하는 방

식으로 실험을 실시한다. 설계변수의 선호도에 관한 

가정은 다음과 같다. 중합물 합성설계 예제에서 세 개

의 설계변수 중에서 반응시간(x1)을 가장 변화시키기 

쉬운(경제적인) 변수로, 촉매량(x3)을 가장 변화시키

기 어려운(비경제적인) 변수로 가정하였다. 본 설계

변수의 선호도를 고려하는 경우의 수렴성을 확인하

기 위해 이전에 사용한 최종해를 목표값으로 사용하

였다. 가중합함수의 경우에 대해 10번의 실험을 반

복한 결과, 평균 4.3회, 최소 3회, 최대 7회의 시행 후 

최종 해에 수렴하였다. 가중승법함수의 경우에도 10

번을 실시하였는데 그 결과 평균 4.9회, 최소 3회, 최

대 7회의 시행 후 최종해에 수렴함을 확인하였다.

요약하면, 설계변수의 선호도를 고려하지 않은 경

우와 고려한 경우로 나누어 실험을 하였다. 그 결과 

후자인 설계변수의 선호도를 고려한 경우가 상대적

으로 느리게 수렴하는 것으로 나타났다. 왜냐하면 

특정 목적함수를 향상시킬 수 있는 두 개의 비기저

변수가 있다고 하자. 이때 각각의 비기저변수의 증

가로 특정 목적함수를 향상시키는 속도가 다를 수 

있다. 즉 하나가 다른 하나 보다 빠르게 향상시킬 

수 있다. 그런데 빠른 비기저변수의 선호도가 열등

할 경우에는 느린 비기저변수의 증가를 통하여 특정 

목적함수를 향상시켜야 하기 때문에, 수렴하는 속

도가 늦게 나타난 것이다. 그러나 설계변수의 선호

도를 고려한 경우와 고려하지 않은 경우 모두 최대 

7회 이내의 시행횟수에서 성공적으로 수렴하였다.

4. 결  론

본 논문에서는 제품 및 프로세스 설계를 위한 MRO 

문제를 해결하기 위하여 상호교호적 다목적최적화 

방법론을 제안하였다. 제안된 방법은 기존의 방법

론과 달리 설계변수의 선호도(경제성, 기술적 어려

움 등)를 고려할 수 있다. MRO 문제에서는 반응변수

의 선호도도 중요하지만, 본 연구에서 강조한 바와 

같이 설계변수공간의 선호도를 고려하는 것도 중요

하다. 왜냐하면 특정 반응변수에 대해 원하는 수준을 

가져다 줄 설계변수가 둘 이상인 경우가 빈번히 나

타난다. 이 경우 선호되는 설계변수의 수준을 변화

하여 원하는 품질특성(반응변수의 수준)을 획득하

는 것이 바람직하다. 덧붙여 제안된 방법은 의사결

정자가 쉽게 정보를 제공할 수 있다는 장점을 가지고 

있다. 나아가 제안된 방법을 MRO 분야의 제품설계 

문제로 적용하여, 제안된 방법이 의사결정자가 가

장 선호하는 해에 빠르게 수렴함을 보였다.

추후 연구과제를 들면 다음과 같다. 첫째 본 연구

에서는 목적함수는 비선형이나 제약조건은 선형제

약들로 구성된 문제를 다루고 있다. 따라서 양자가 

모두 비선형인 문제를 취급할 수 있는 방법론의 개
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발이 요구된다. 또 다른 추후 연구과제로는 개발된 

절차를 의사결정지원시스템의 형태로 구현하는 것

이다. 특히 모형화 단계와 최적화 단계를 순차적으

로 지원해 줄 수 있는 통합된 의사결정지원시스템

의 개발은 본 절차의 사용과 응용의 폭을 확장시킬 

수 있을 것이다.
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