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가우시안 이진 대칭 채널에서 쇄상부호의 최적 내·외 부호율에 
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요  약 
본 논문에서는 가우시안 이진 대칭 채널에서 쇄상부호를 사용할 때의  최적 내·외 부호율에 관하여 연구한다. 쇄상부호의 전체 부호

율이 고정되어 있을 때, 내 부호율이 감소할수록 내 부호의 오류 검출 능력은 향상되지만, 반대로 외 부호의 오류 정정 능력은 감소하

게 된다. 이러한 trade-off 관계를 이용하여 본 논문에서는 쇄상부호의 최대 성능 이득을 얻기 위한 내 부호와 외 부호에의 최적의 

중복(redundancy) 분포에 관하여 연구한다. 분석한 결과, 가우시안 이진 대칭 채널에서는 외 부호화율을 최소화하고 내 부호화율을 

최대화함으로써 전체 쇄상부호 시스템의 성능을 극대화 시킬 수 있음을 알 수 있었다.      
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ABSTRACT
In this paper, we address a problem of finding the optimum inner and outer code rates for a concatenated code in Gaussian 
binary symmetric channels. Clearly, as the inner code rate decreases, the error detection capability of the inner code 
increases. However, decreasing the inner code rate implies a decrease in error-correction capability of the outer code when 
overall code rate is fixed. With this notion in mind, we examine the optimum distribution of redundancy on the outer and 
inner codes to achieve a maximum performance gain in the concatenated coding scheme. Our analysis shows that the 
maximum coding gain can be obtained when the inner code rate is maximized and the outer code rate is minimized under 
the constraint of total code rate is fixed. 
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I. 서 론

쇄상부호(concatenated code)는 내 부호(inner code)와 외 

부호(outer cde)의 결합에 의한 오류 정정 부호(eror cntrol 

cding)의 일종으로서 블록 길이를 증가시킴에 따라 지수적

으로 감소하는 오류 확률을 가지면서 다항 시간(plynomial 

tme) 복호 복잡도를 만족하는 부호화 방식 중 하나이다[1]. 

이러한 쇄상부호는 과거 1970년대 우주 통신부터 사용이 되

기 시작하여 최근에는 디지털 TV 방송을 위한 오류 정정 부

호 방식으로 채택이 되었다[2]. 쇄상부호 방식에서 가장 일반

적으로 많이 사용되는 외 부호는 리드-솔로몬

(Reed-Solomon) 부호인데, 그 이유는 리드-솔로몬 부호가 

최대 거리 부호로서 redundancy를 효율적으로 잘 사용할 수 

있고 연집 오류를 정정할 수 있는 능력이 있기 때문이다[3]. 

본 논문에서도 외 부호로 리드-솔로몬 부호를 사용하기로 

한다. 

또한 본 논문에서는 내 부호로서 오류 검출 및 정정 능력

이 있는 이진 블록 부호를 고려한다. 내 부호는 개의 오류

를 정정할 수 있고 개의 오류를 검출할 수 있다고 가정한

다. 단, 내 부호의 최소 거리(minimum distance)를 이라 

할 때   을 만족하여야 한다. 오류가 검출될 경

우, 모든 내 부호 심볼은 소거(erased)된다. 그러나, 내 부호

에 의해서 오류가 검출되지 않거나 또는 정정되지 않는 경우

는 내 부호의 복호화기 출력에 오류가 발생하게 되는데 외 
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부호는 이러한 내 부호에 의해 발생하는 소거 혹은 오류 심

볼들을 정정하게 된다.

쇄상부호의 전체 부호화율(code rate)이 고정되어 있을 

때, 내 부호의 부호화율을 감소시키면 내 부호의 오류 검출 

능력은 향상된다. 그러나, 전체 부호화율이 고정되어 있으므

로 이것은 또한 외 부호의 오류 정정 능력의 감소를 야기시

킨다. 그러므로, 전체 쇄상부호의 블록 오류 확률을 최소화 

시키는 최적의 내 부호와 외 부호의 부호율 조합이 있을 것

임을 예측할 수 있다. 본 논문에서는 이러한 최적 부호율을 

가우시안(Gaussian) 이진 대칭 채널(binary symmetric 

channel)에서 분석하였다.  

본 논문의 구성은 다음과 같다. 우선 II절에서는 가우시안 

이진 대칭 채널에 관하여 설명한다. III절에서는 쇄상부호 시

스템의 개요 및 본 논문에서 고려하는 쇄상부호를 서술한다. 

IV절에서 최적의 쇄상부호 성능을 가져오는 최적의 내·외 

부호화율에 관하여 분석하고, 그 실험 결과를 V절에서 다룬

다. 마지막으로 VI절에서는 본 논문의 결과를 마무리하여 끝

맺음한다.

Ⅱ. 가우시안 이진 대칭 채널 

채널은 입력 알파벳 와 출력 알파벳 를 가지는데 

모두 실수 집합의 한 원소이다. 전송 시간 에서의 채널 입력 

신호를      ⋯ 라 두고, 그에 해당하는 채널의 출력 

신호를      ⋯ 라 두면   로 주어지는데 

여기서      ⋯ 는 서로 독립이며 동일하게 분포되어 

있는 가우시안 랜덤 변수로서 평균은  , 분산은  

이다. 이러한 가우시안 채널 모델은 그림 1과 같다.

그림 1. 가우시안 채널

디지털 통신의 관점에서 변조기, 복조기, 그리고 채널을 

묶어서 입력 심볼, 출력 심볼, 그리고 교차 확률로 특징지울 

수 있다[4]. 가장 간단한 형태로는 교차 확률이 시불변(time 

invariant)이고 심볼에 따라 그 확률이 독립인 이산 무기억 

채널(discrete memory channel)이 있으며 이진 심볼을 전송

하는 경우 다음과 같은 이진 대칭 채널(binary symmetric 

channel)로 모델링 되어진다.

그림 2. 이진 대칭 채널

그림 2에서 채널 교차 확률 는 이진 위상 변조(binary 

phase-shift keying) 방식의 경우 다음과 같이 주어진다.

    




                 (1)

(1)에서  

 


∞






          (2)

이다.

Ⅲ. 쇄상부호 시스템

본 논문에서 적용하는 쇄상부호 시스템의 개요는 그림 3

과 같다. 전송되는 정보는 우선  외 부호로 부호화된다. 

외 부호화기를 거친 심볼은 다시    내 부호화기를 통

하여 다시 부호화되는데, 내 부호화기, 채널, 내 복호화기를 

묶어서 슈퍼채널(super channel)이라고 부르게 된다. 본 논

문에서는 내 부호와 외 부호의 심볼 알파벳 크기를 각각 

  로 표현한다.

그림 3. 쇄상부호 시스템

최종적으로 쇄상부호는 한 코드워드(codeword) 당   사

이즈의 채널 심볼 개 중에서 정보 심볼 개를 가지게 

된다. 전체 부호율은    이며, 과 는 각각 

    로 정의된 외 부호율과 내 부호율이다. 

본 논문에서는 외 부호로 이미 언급했듯이 리드-솔로몬 부

호를 사용하였으며 내 부호로는 이진 오류 검출 부호만을 고

려하였다. 또한 한 외 부호 심볼이 하나의 내 부호 코드워드

를 구성한다고 가정한다. 내 부호가 오류를 검출하면 모든 

내 부호 코드워드는 소거시키게 되며, 결국 이것은 한 외 부
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호 심볼의 소거를 가져오게 된다. 내 부호로 오류가 검출되

지 않은 경우도 또한 생길 수 있는데, 결국 최종적으로 내부

호는 그림 4와 같은 진 소거 및 오류 채널(M-ary 

erasures and errors channel)를 발생시키게 된다. 

그림 4. 진 소거 및 오류 채널

내 부호가 오류 검출로만 사용될 경우, 미 검출 오류는 채

널에서의 오류 패턴이 이 아닌 내 부호의 코드워드와 동일

한 경우에 발생한다[5]. 이진 대칭 채널의 경우 채널의 오류 

패턴이 부호 길이 을 가진 내 부호의 특정한 코드워드와 

일치할 확률은  이므로, 미검출 오류 확률

(undetected error probability) 는 다음과 같이 주어진다.

 




 
  (3)

(3)에서 는 내 부호의 무게 분포(weight distribution)이다. 

내 부호 심볼에 오류가 발생하지 않을 확률, 즉 오류 미발

생 확률(corrected error probability)은 다음과 같다.

  
 (4)

그러므로, 오류 검출 확룔(probability of detected error)

는 다음과 같이 주어진다.

       (5)

리드-솔로몬 외 부호의 최소 거리 성질로부터  리드

-솔로몬 부호는   개의 소거 심볼 혹은 그 절반인  

   개의 오류 심볼을 정정할 수 있다. 일반적으로 

말하면  리드-솔로몬 부호는 의 값이 를 넘

지 않는 범위 내에서 개의 소거 심볼과 개의 오류 심볼의 

어떠한 조합도 정정할 수 있는 것이다. 그러므로 외 부호 코

드워드의 블록 오류 확률 는 다음과 같이 주어진다.

      

   
  

       (6)

(6)에서 

  


               (7)

이다.  

Ⅳ. 최적의 내·외 부호율 분석

최적의 부호율을 분석하기 위하여 본 논문에서는 (6)의 블

록 오류 확률을 다음과 같이 근사화 하였다. 

≈




  

  






    (8)

본 논문에서는 또한 미 검출 오류 확률이 오류 검출 확률

에 비하여 매우 작다고 가정하였다. 즉,  ≪  . 이러한 

가정은 대부분의 실제적인 환경에서 유효한 가정이다. 그러

면, 식 (8)에서 와 
과 연관된 항을 무시하면 다음과 같

은 근사화 식을 얻을 수 있다.

≈







  






           (9)

결국 전체 쇄상부호 시스템의 블록 오류 확률을 최소화하

기 위해서는  


 가 최대화되어야 하며, 이

것은 결국 와 이 동시에 최소화되어야 한다는 것을 

의미한다. 이것은 외 부호화율을 최소화하고 내 부호화율을 

최대화함으로써 전체 쇄상부호 시스템의 성능을 극대화 시

킬수 있다는 것을 의미한다. 단, 이것은  ≪  인 환경에

서만 유효하다는 것을 주지하여야 한다.

V. 실험 결과 및 토의

본 논문에서는 내 부호로서 패리티 검사 부호를 이용하여 

실험 결과를 고찰하였다. 패리티 검사 부호의 무게 분포는 

다음과 같이 잘 알려져 있다[6].

 








     
 

             (10)

전체 쇄상부호의 부호율 은 0.3과 0.5의 경우에 실험을 

행하였으며, 내 부호의 길이 을 6부터 10까지 변화시킬 때 

패리티 검사 부호의 구조는 그림 5와 같다.
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그림 5. 패리티 검사 부호의 길이  에 따른 구조

그림 5와 같은 패리티 검사 부호의 구조를 적용했을 때 각각

에 대하여 미 검출 오류 확률 는 다음과 같이 구할 수 있다.

   


   

     


  






 


   






     


  






        (11)

   


  





     


표 1과 표 2에 내 부호로서  패리티 검사 부호를 사

용하고 외 부호로는    리드-솔로몬 부호를 사용하였

을 때     값을 나타내었다. 본 논문에서 가정한 조

건,  ≪이 만족함을 확인할 수 있으며 최적의 부호율

은 일 때, 즉 내 부호의 부호화율이 최소일 때임을 확

인할 수 있다. 이것은 앞 VI절에서의 이론적 분석의 결과로

도 예측 가능한 결과이기도 하다. 그러므로, 가우시안 이진 

대칭 채널에서는 쇄상부호를 적용할 때 내 부호에 최소의 

redundancy를 두고 외 부호에 최대의 redundancy를 배분하

는 것이 최적의 성능을 얻는다는 것을 알 수 있다.

표 1. 내 부호가    패리티 검사 부호이며 외 부호가 

 리드-솔로몬 부호일 때의      의 값 

(      

    
6 11 1.441e-03 5.708e-02 3.976e-17

7 13 8.849e-04 6.705e-02 1.228e-14

8 15 6.939e-04 7.656e-02 8.056e-12

9 17 5.969e-04 8.589e-02 3.465e-09

10 19 4.999e-04 9.512e-02 6.936e-07
  

표 2. 내 부호가    패리티 검사 부호이며 외 부호가 

 리드-솔로몬 부호일 때의      의 값 

(      

    
6 19 1.441e-03 5.708e-02 1.028e-08

7 22 8.849e-04 6.705e-02 9.413e-06

8 25 6.939e-04 7.656e-02 2.952e-03

9 28 5.969e-04 8.589e-02 1.429e-01

10 32 4.999e-04 9.512e-02 9.599e-01
 

V. 결 론

본 논문에서는 가우시안 이진 대칭 채널에서 쇄상부호를 

사용할 때 최적의 내 부호율과 외 부호율의 조합을 연구하였

다. 이론적 분석 및 실험적 결과를 바탕으로 쇄상부호의 성

능을 극대화 하는 최적의 부호율 조합은 내 부호율을 최대화

하고 외 부호율을 최소화하는 것임을 밝힐 수 있었다. 즉, 이

것은 쇄상부호의 전체 부호율이 고정되어 있을 때 가능한 외 

부호에 최대의 redundancy를 배분하여 외 부호의 소거 및 

오류 정정 능력을 극대화하는 것이 가장 최적이라는 것을 의

미하는 것이다.
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