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Abstract: It is difficult to analytically derive a volumetric displacement formula for a gerotor hydraulic motor 

due to the complexity of the geometric shape of its gear lobes. This work proposes an analytical method for 

the volumetric displacement, a relatively easy method based upon two physical concepts: conservation between 

hydraulic energy and mechanical shaft energy, and torque equilibrium for the rotor’s motion. The first research 

using these concepts was conducted on inner and outer rotors rotating with respect to each rotor axis. This 

work represents the second report conducted on an inner rotor revolving as a planetary motion on the stationary 

outer rotor. The formula equations regarding the volumetric displacement and flow rate are derived, and the 

proposed formula about the volumetric displacement is proven to be the same as another analytical displacement 

formula: the so-called vane length method. From the formula, volumetric displacement is calculated for an 

example geometry of the gear lobes. The resultant displacement is confirmed to be the same as the value 

calculated from the chamber volume method. The proposed analytical formula can be utilized in the analysis 

and design of gerotor hydraulic motors. Because it is based on torque equilibrium, this formula can provide a 

better understanding of torque performance, such as torque ripple, in designing a gerotor type motor.
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기호 설명

   : load torque on a pump/motor shaft

 : volumetric displacement per one revolution

 : force induced by pressure distribution

 : instantaneous flow rate 

 : coordinates of pitch point

 : number of outer rotor's lobes

 : radius of outer rotor's circular part

Subscripts

1 : inner rotor

2 : outer rotor
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1. 서  론

제로터 형은 주로 소형 유압 펌프에 사용되고 있

으며, 고정 외부로터에 공․자전하는 내부로터를 적

용하는 경우에는 저속․고토크용 유압모터로도 응용

되어지고 있다. 일반적으로 제로터는 내접 물림운동

을 하며, 모터로 응용되는 경우에 외부로터가 고정 

상태에서 내부로터가 공전과 자전이 복합한 운동 형

태를 취하기도 하는데, 기구학적으로 유성기어에 해

당되어서 감속비를 크게 하는 효과를 얻는다. 

제로터 펌프/모터에 관한 학술적 연구 분야는 크

게 기어형상의 설계1-9)와 펌프/모터의 용적과 유량

에 관한 연구10-13), 정밀가공의 생산기술과 성능에 

관한 연구16)로 나누어지는데 생산기술에 관한 학술

적 연구는 많지 않다.

외부로터는 외부 기어에 해당되고 일반적으로 설

계 및 가공의 편의를 위하여 원호곡선을 치형으로 

사용한다. 내부로터의 형상은 외부로터의 치형에 의

해 창성되며, 트로코이드 곡선으로 만들어진다.

일반적으로 제로터 유압 펌프/모터는 기하학적 형

상이 매우 복잡하여, 기하학적인 방법으로 용적을 산

출하는 것은 매우 어렵다. 제로터 펌프/모터의 배제

용적에 관한 연구는 다음에 설명하는 두 가지 방법 

중에 하나로 생각할 수 있다. 

일부의 이전 연구10, 11)에서 내부로터와 외부로터

의 접촉점 사이의 용적을 직접 산출하는 방법을 이

용하여 배제용적을 산출하는 방법을 제시 하였다. 결

과공식의 수식이 매우 복잡하여서 설계에 반영하기

에 어려움이 따른다.

다수의 연구14,15)에서 내․외부로터의 접촉점의 

길이를 이용한 배제용적 산출 공식을 소개하였다. 하

지만 배제용적에 대한 개념적 소개만 하였으며 결과

공식의 유도과정이 생략되었다. 또한 내․외부 로터

가 동시에 회전하는 경우에 대하여만 공식을 제시하

였으며, 외부로터가 고정된 상태에서 내부로터가 공

전과 자전운동이 복합된 형태로 운동하는 경우에 대

하여 연구와 결과가 제시되지 않았다.  

본 연구에서는 제로터 모터에서 공급되는 유압에

너지와 출력 축 에너지 사이의 에너지 보존원리와 

로터에 대한 토크평형을 이용하여 배제용적과 유량

을 산출하는 방법을 고찰하였다. 내부로터와 외부로

터가 맞물려 회전하는 경우에 대한 일차 연구13)에 

이어서, 본 연구에서는 Fig. 1에서 보여주는 바와 같

이 정지되어 있는 외부로터에 맞물린 내부로터가 공

전과 자전의 유성 운동하는 형태에 대하여 고찰하였

다. 에너지 보존과 토크 평형을 적용하여 모터의 배

제용적과 유량에 관한 공식을 유도하였다. 유도된 배

제용적의 공식은 회전날개길이법12)의 공식과 동일

함을 증명하였다. 또 다른 검증 방법을 위하여, 형상

이 주어진 내부로터와 외부로터 사이에 형성되는 틈

새 용적의 변화량을 CAD 윤곽면적 산출기능을 이용

하여 수치해석적 방법으로 산출하였다. 이와 같이 챔

버용적 산출의 방법으로 구한 배제용적이 본 연구에

서 제시한 공식으로부터 산출한 배제용적과 동일함

을 확인하였다.

배제용적 산출과정에서 내부로터와 외부로터 사이

의 접촉점이 도출되어야 하며, 접촉점 산출 과정도 

소개한다.

Fig. 1 Driving principle: The inner rotor rotates 

and revolves   in the stationary outer 

rotor

2. 에 지보존과 토크평형을 이용한 배제용

2.1 에 지 보존 원리

Fig. 2의 유압모터에서 공급되는 유압에너지와 출

력축의 기계적 토크에너지 사이에 에너지보존 원리

를 적용한다. 해석의 편이를 위하여 효율이 100%인 

이상적인 경우로 가정하고, 고압부의 압력은 이며, 

저압부의 압력은 0인 상태로 간주한다. 또, 내부로터

에 출력구동축이 연결되어서 자전회전(Fig. 1에서 

)만을 출력하는 경우로 국한한다. 즉, 모터 축에 부

과되는 부하토크만이 내부로터로 전달되도록 기구가 

설치되며, 반경방향의 반작용력은 베어링 부에서 흡

수하는 것으로 가정한다.

이상의 가정에서 모터 축의 회전에 대하여 다
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음 식과 같은 에너지보존의 식이 성립한다.

                            (1)

여기서 은 모터의 축에 인가되는 부하토크를 

의미하며,  은   회전에 상응하는 유체 공급

용적이거나 배제용적이다.

Fig. 2 Input hydraulic energy and output torque 

energy

2.2 토크 평형

(1)식에서의 토크 은 Fig. 3 에서 보여주는 바

와 같은 내부로터 자유 물체도에 대한 힘의 토크평

형 방정식으로부터 압력의 함수로 구해질 수 있다. 

는 내․외부로터의 접촉점 에서 작용력을 의미

하며, 는 압력 에 의한 유체 작용력을 의미한다.

외부로터는 고정된 상태이며 스스로 평형을 이루

며 필요한 추가의 정보를 얻지 못한다. Fig. 3의 자

유 물체도에서 내부로터는 자전운동과 공전운동을 

하는 상태이며, 축에 인가되는 부하토크 과 유체

력 와 접촉력 만이 작용한다. 유체력이 로터 단

면에 작용하는 효과는 단면의 투영면적에 의하여 결

정되며, 단면의 형상에는 무관하여 다음의 식과 같이 

표현된다.

                                 (2)

  


   
       (3)

여기서 는 Fig. 4에 그려져 있는 바와 같이 

이웃하는  와   사이의 거리를 의미하며, 

는 내·외부로터의 두께이다.

Fig. 3 Free body diagram for the inner rotor

제로터 설계이론2)에 의하면 내·외부로터 사이의 

접촉마찰력을 무시할 경우에 모든 접촉력 는 피치

점 를 향한다. 내․외부로터의 접촉점에서 모든 

작용력 가 피치점을 향하므로 피치점에 대한 모멘

트 효과는 형성되지 않는다. 피치점 를 중심으로 

한 모멘트 평형식은 부하 토크 과 유체력 의 

토크 효과가 균형을 이룬다.

  




                                (4) 

     




 




         (5) 

Fig. 4 Volume of a camber between two contact 

points of   and 

여기서   는 유체력 에 의하여 발생하는 토크

를 의미하며, 는 고압부 압력 가 작용하는 고압부 
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챔버의 수에 해당한다. 

(5)식에서    와   는 유체

력의 X방향 분력과 Y방향 분력을 각각 의미하며, 




와 

 
는 유체력의 하중 중심의 

좌표값을 각각 의미하며, 

 
  와 



 
  는 피치점을 중심으로 한 모멘트

팔의 길이를 각각 의미한다.

Fig. 3에서 내부로터와 외부로터 사이에는 외부로

터 로브 수만큼 접촉점이 생기는데 접촉점 부터 

까지 생성되는 챔버를 고압 챔버 혹은 흡입 챔버

라고 가정하면, 전체 고압 챔버의 유체력 토크효과 

를 고압부의 최초 접촉점 와 고압부의 최종 

접촉점 만을 이용하여 표현할 수 있다. 왜냐하면 

한 고압 챔버의 점 좌표는 다음 흡입 챔버의 점 

좌표에 해당하여서 서로 상쇄되어지기 때문이다. 전

체 토크 효과 는 다음 식으로 표현된다.






    maxmin 
maxmin



maxmin 
maxmin



(6) 

여기서 max  max 는 피치점으로부터 가장 

먼 접촉점 를 의미하며,  min  min 은 가

장 가까운 접촉점 를 의미하기도 한다. 는 흡입 

챔버의 수이며. 외부로터의 로브 갯수인 이 짝수인 

경우     이며, 이 홀수이면 내부로터의 자

전회전 의 함수로서  다음의 식으로 주어진다. 

 

 for


≤  ≤





 for


≤  ≤



    (7)

여기서   는 0, 1, 2… (-1)의 정수이다.

2.3 모터 용 과 유량

(6)식을 (4)식 및 (1)식에 적용하면   회전에 대

한 유체의 용적변화율 ∆를 구할 수 있다.

∆
∆

  maxmin 
maxmin



maxmin 
maxmin



  

(8)

모든 고압 챔버의 용적변화율의 평균값 ∆ 
은 (8)식을 (7)식의 각도 구간 동안에 적분하고, 그 

적분 값을 해당각도로 나누어서 구해진다.

∆
∆ 




  

∆
∆






∙




  

max min 
max min 

max min 
max min

 

(9)

또한, 1회전 당 배제용적 는 (9)식에 1회전인 

  rad을 곱하여 구해진다.

 ∆
∆

∙

 ∙




  

max min 
max min 

max min 
max min  

  

(10)

순간 유량 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

   lim∆→∆
∆
∆
∆

  maxmin 
maxmin



maxmin 
maxmin



(11)

여기서 은 내부로터 자전회전 각속도이며, 는 

시간을 의미한다.

평균유량 은 다음과 같이 표현된다.
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                          (12)

3. 내․외부 로터의 

제로터의 기어 설계 이론2, 12, 15, 16)을 활용하면 내

부로터와 외부로터의 피치원 반경  는 다음과 

같이 계산된다. 

                          (13)

여기서 은 내부로터 중심점 에서 피치점까지

의 거리이며, 편심 는 외부로터의 중심점 와 내

부로터의 중심점   사이의 거리이다.

외부로터가 고정된 상태에서 내부로터의 운동은 

Fig. 1에 표현된 바와 같이 자전회전 과 공전운동 

의 조합으로 표현될 수 있다. 피치점 의 순간중

심에 대하여 자전운동에 의한 내부로터 중심점 의 

변위와 고정된 외부로터 중심 에 대하여 공전 운

동하는 중심점   변위는 일치한다. 과   사이에

는 다음의 관계가 성립한다. 

                                 (14)

초기 상태에서 내부로터가 시계방향으로   자전

회전하면 내부로터의 중심점 은 고정된 외부로터 

중심점 에 대하여 반시계방향으로    공

전 회전한다. 

(13)식과 (14)식으로부터 내부로터 자전회전각 

과 내부로터 중심점의 공전회전각   사이에 다음의 

관계가 성립한다. 해석의 편의상 부호는 생략하고 크

기 관계만 나타낸다.

 

                              (15) 

Fig. 1에서 묘사한 바와 같이 각 로브에서의 접촉

점은 외부로터의 원호치형 중심점에서 피치점으로 

그은 직선과 원호치형이 만나는 점이 된다. 그러므로 

순간순간의 피치점의 위치를 알면 각 로브에서의 접

촉점을 계산할 수 있다. 실제 가공 시에는 제로터의 

원활한 운동을 위하여 틈새를 주지만 본 연구에서는 

이상적인 제로터로 가정하여 모든 로브가 서로 접촉

하는 경우를 대상으로 한다.

고정되어 있는 외부로터의 원형부분의 중심 좌표 
도 일정하며, 다음과 같이 나타 낼 수 있다.

 cos

  sin


               (16)

여기서 k는 0, 1, 2…(m-1)의 정수를 나타내며, 
   는 고정좌표계 에서  방향과   방향의 

단위벡터를 의미한다. 는 외부로터의 고정 중심점 

으로부터 원형부분의 중심 좌표 까지의 거리이

다. 는 외부로터 원형부분의 반경이다.

순간순간의 피치점의 위치는 고정점 로부터 공

전하는 의 방향으로 편심거리에 외부로터 로브 수

를 곱한 값의 좌표가 된다. 외부로터의 중심점 피치

점 좌표 은 다음과 같이 나타낸다.

   cos    sin               (17)

피치점과 외부로터 원형부분의 중심 좌표 를 연

결하는   직선 식은 아래와 같고

    sin 
 cos


   cos

 sin

    sin

 cos   (18)

중심 인 외부로터 원형 식은 다음과 같다.

cos

   sin


  

       (19)

(18)식과 (19)식의 교점이 접촉점 가 된다.

4. 회 날개길이법 배제용 을 이용한 검증

4.1 회 날개 길이법 배제용

Fig. 1에서 보는 바와 같이 내부로터와 외부로터 

사이에 외부로터 로브 개수인 개의 접촉점과 개

의 챔버공간이 형성된다. 이 중에서 절반에 해당하는 

공간은 팽창하는 위상에 놓이게 되면 나머지 절반은 

축소하는 위상에 위치한다. 팽창하는 챔버공간들을 

합하거나 혹은 축소하는 챔버공간들을 합한 공간 용

적의 변화율을 구하여 순간 용적변화율을 구하며, 구
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동축 1 회전의 배제용적, 순간유량, 평균유량 등에 

관한 이론식을 유도할 수도 있다. 

Fig. 4에서 보여주는  인근한  두 접촉점 사이의 

챔버 공간 의 변화율은 내부로터 거동에 대한 

순간 중심인 피치점으로부터 접촉점까지의 거리의 

함수로 표현된다. 내부로터가 공전운동과 자전회전의 

복잡한 운동을 수행하여 챔버 공간의 용적변화율을 

구하는 과정이 복잡할 것 같지만, 주어진 순간에 대

한 순간중심을 알고 있을 경우에는 순간중심에 대한 

자전회전운동만으로 표현이 가능하기 때문이다. 

Fig. 4에서 ,   접촉점 사이의 용적 변화 

∆는 다음과 같이 표현된다.

∆  


  

 ∆               (20)

여기서 b는 내․외부로터의 두께인데, 피치점 

에 대한 접촉점 사이의 거리 는 회전날개의 길

이를 의미하며, 내부로터가 ∆  회전하는 동안에 

증가하는 챔버 면적은 ∆에 의하여 만들어지는 삼

각형 면적인 
 ∆가 된다. 동일한 방법으로 회

전날개 의 회전에 의하여  
 ∆ 만큼 챔버 

면적이 감소한다. 

Fig. 1에서 접촉점 부터 까지 생성되는 챔버

를 흡입 챔버라고 가정할 경우 접촉점 와 접촉점 

를 이용하여 전체 흡입 챔버의 용적변화 ∆를 

정의 할 수 있다. 한 흡입 챔버의 점 좌표는 다음 

흡입 챔버의 점 좌표에 해당하여서 서로 상쇄되어

지게 되며, 모든 흡입 챔버의 용적변화 ∆은 최대 

날개길이와 최소날개 길이만의 함수로 표현된다. 전

체 흡입 챔버의 용적변화 ∆을 구동축의 미소 

회전각으로 나누어준 변화율은 

∆
∆

∆

 

 ∆

 

max
  min

 

           (21) 

여기서  는 흡입 챔버의 수이며, max은 피치

점과 접촉점 사이의 최대거리를 의미하고 min은 

최소거리를 의미한다. 

모든 흡입 챔버들 총 용적의 평균 변화율 

∆ 은 (21)식을 (7)식의 각도 구간 동안에 적

분한 것을 해당 각도로 나누어서 구해진다.



∆












max
  min

  
  (22)

(22)식에 를 곱하여 1회전의 배제용적 이 구

해진다.

   ∙




   



max
  min

 

  (23)

시간 변화에 대한 챔버용적 변화율을 순간유량으

로 정의하고 이 영역이 나타내는 챔버의 면적은 각

각의 중심으로부터 접촉점사이의 거리에 비례하기 

때문에 다음과 같이 순간유량을 구할 수 있다.

  lim∆→∆
∆
∆
∆

 

max
  min

 

            (24)

이때의 평균유량 는 다음과 같다.

                       

 




  








  




max
 min

  

(25)

4.2 이론  검증

2장에서 제시한 에너지보존원리와 토크평형을 이

용하여 유도한 제로터 모터의 용적과 유량에 관한 

결과공식들이 4장 1절에서 설명한 회전날개 길이법

의 결과공식과 동일함을 증명하는 것은 (8)식이 (21)

식과 동일함을 보이는 것으로 충분하다. (8)식은 다

음 식과 같이 변형된다.

∆
∆

  maxmin 
maxmin



maxmin 
maxmin



 


max

 min
  maxmin 

max
 min

  maxmin  

(26)
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(26)식에서 max항과 min항, max항, 

min항으로 묶은 후에 
항 혹은 

항을 더하거

나 빼줌으로써 다음과 같이 유도된다.

∆
∆

 


max

 max


min 
 min 



 


max
  min

 

     (27)

(26)식과 (27)식으로부터 (8)식이 (21)식과 동일함

이 증명되었다.

5. 챔버용 법 배제용 을 이용한 검증

5.1 챔버용 법 배제용

제로터 모터의 1회전의 배제용적 를 산출하는 

다른 방법으로서 Fig. 1과 Fig. 4에서 보여주는 내․

외부로터 접촉점 사이의 챔버용적을 이용하는 방법

을 고려할 수 있다. 

구동축이 1회전하는 동안에 각각의 챔버는 팽창과 

수축의 주기운동을 하게 되며, 각각의 챔버는 최대용

적 max와 최소용적 min의 차이 용적을 흡입하여 

토출하게 된다. 구동축이 1회전하는 동안에 흡입․토

출하는 챔버의 수는 내․외륜의 자전과 공전운동에 

연관된 운동의 형태와 선택된 구동축의 종류에 따라

서 결정되어진다. 외부로터를 고정한 상태에서 내부

로터 공․자전을 운동 형태에서 내부로터의 자전회

전운동을 출력축에 연결하는 경우에는 출력축이 1회

전하는 동안에  개의 챔버가 팽창과 수축을 

반복하게 되어서 배제용적 는 다음과 같이 주어

진다.

   max  min 

   max  min 

              (28)

     

(28)식에서 max와 min는 Fig. 4의 접촉점 사이  

해칭부 평면적의 최댓값과 최솟값을 의미하며, 는 

내․외부로터의 두께이다. 

 

5.2. 수치해석을 이용한 검증

에너지 보존원리와 토크 평형을 이용하여 유도한 

제로터 모터의 용적과 유량에 관한 결과 공식들의 

타당성을 검증하는 또 다른 방법으로서 외부로터와 

내부로터의 접촉 챔버의 최대용적과 최소용적의 차

이를 이용하는 (28)식의 방법으로 산출한 결과와 비

교하였다.

(28)식의 챔버용적법을 적용하는 과정에서  접촉점 

사이 평면적 max와 min를 이론적으로 산출하는 것

이 매우 복잡하기 때문에 상용화된  CAD 프로그램

에서 도형의 윤곽면적 기능을 이용하여 산출되었다. 

에너지보존원리와 토크평형을 이용하여 배제용적을 

산출하는 과정에서는 MATLAB 프로그램이 이용되

었다.

Table 1에서 검증에 사용된 제로터 펌프/모터의 

기본 사양을 보여주며, Fig. 5에서 기본 사양의 외부

로터와 내부로터를 CAD 프로그램으로 설계한 프로

파일의 모습을 보여준다. Fig. 5는 내부로터의 회전

각이 도 일 경우에 내부로터와 외부로터의 상태를 

나타내고 있다. Fig. 6에서는 MATLAB 해석 프로그

램의 플로우 차트를 보여준다.

Table 1 Specification of gerotor motor used in 

numerical analysis

 specification data 

number of outer rotor lobes, m 4 

number of inner rotor lobes, m-1 3

eccentricity, e 2.5 mm

radius of outer rotor circular part,  6.5 mm

distance between O2-Sk,  16.5 mm

thickness of rotors, b 1.5 mm

Fig. 5 Profiles of inner rotor and outer rotor used 

in the analysis

Fig. 7에서는 (8)식에 대한 용적변화율의 그래프를 

나타낸 것이다. 
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Fig. 6 Flowchart to calculate the volumetric 

displacement

Fig. 7 Rate of the volumetric displacement, 

∆∆

이때, 수평축의 물리 값이 내부로터 자전회전각인

데, 자전회전각 가 ±0.1454 rad인 지점에서 용적

변화율이 평균용적변화율 278.96 mm3/rad과 동일한 

지점에 해당하는데, 여기에 를 곱한 1회전 당 배

제용적의 결과 값은 Table 2의 좌측에서 보여준다. 

이러한 결과 값은 4장에서 설명한 접촉점사이의 

용적을 이용한 방법의 결과인 Table 2 우측의 결과 

값과 거의 동일한 결과를 보이고 있다.

Fig. 8에서 내부로터의 공전회전각이 일 때 

최대면적을 가지는 챔버와 최소면적을 가지는 챔버

의 모습을 보여준다. 이때, 최대면적을 가지는 챔버

의 면적은  이며 최소면적은  

의 면적을 가지며 로터의 두께는 이다. 내부

로터가 1 회전(   rad)하는 동안에 3회의 공전 

운동하게 되며, 공전마다 4회의 기어 물림이 발생하

여, 총 12회의 기어 물림이 반복된다. (28)식에 적용

하여 계산한 결과를 Table 2의 우측에서 보여준다. 

volumetric displacement

 energy conservation 

and torque equilibrium

method

 maximum and 

minimum of chamber 

volume method

 1752.67   1751.22 

Table 2 Volumetric displacement for 1 revolution

Fig. 8 Maximum and minimum areas of the 

chamber between two adjacent points

Table 2에서 에너지보존과 토크평형을 이용하여 

산출 방법과 접촉점 사이의 최대∙최소 용적을 이용

한 산출 방법을 비교 한 결과에서 1.45 mm3/rev만큼 

차이가 나타났는데 그 이유로는 CAD 프로그램 상에

서 나타나는 오차라고 사료된다.

6. 결  론

본 연구의 주요 결론은 다음과 같이 요약된다.

1) 제로터 모터의 운동 형태로서 외부로터 고정 

상태에서 내부로터가 공․자전 운동하는 경우에 대

하여 모터에 공급되는 유압에너지와 모터 축의 기계

적 에너지 사이의 에너지 보존·원리와 로터에 대한 

토크평형을 이용한 개념으로 모터의 배제용적과 유

량을 산출하는 방법을 제시하였다.

2) 유압에너지와 모터 축의 기계적 에너지 사이의 

에너지 보존․원리와 로터에 대한 토크평형을 이용

하여 배제용적을 산출하는 결과공식이 회전날개 길

이법의 배제용적 결과공식과 동일함을 이론적으로 

증명하였다. 
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3) 또 다른 검증 방법으로서 접촉점 사이의 챔버 

용적의 최댓값과 최솟값을 이용하여 산출한 배제용

적이 에너지보존원리와 로터에 대한 토크평형을 이

용한 배제용적과 일치함을 확인하였다.

4) 에너지보존과 토크평형을 이용하여 유량과 배

제용적을 산출하는 방법의 계산과정이 단순히 내․

외부 로터의 접촉점의 좌표만을 이용하기 때문에 복

잡한 형상의 내․외부로터사이 챔버용적을 구하는 

방법보다 간단하다.

5) 에너지보존과 토크평형 이용법이 회전날개 길

이법과 계산과정의 난이도가 유사하지만, 축의 구동 

토크와 배제용적의 상관관계를 직접적으로 보여주기 

때문에 토크사양이 주어진 유압모터의 설계에 이용

이 효율적일 것이다.

후  기

본 연구는 금오공과대학교 학술연구비에 의하여 

연구된 논문입니다.
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