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Abstract

The Exact-EM algorithm can conventionally fit a mixture of multivariate skew distribution. However, it

suffers from highly expensive computational costs to calculate the moments of multivariate truncated t-

distribution in E-step. This paper proposes a new SPU-EM method that adopts the AECM algorithm

principle proposed by Meng and van Dyk (1997)’s to circumvent the multi-dimensionality of the moments.

This method offers a shorter execution time than a conventional Exact-EM algorithm. Some experments

are provided to show its effectiveness.
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1. 서론

최근 다변량 치우친 t-분포 (multivariate skew t-distribution; MST)의 혼합모형에 대한 연구가 활
발하다. 그동안 군집분석을 수행하는 많은 응용문제에서 자료를 대칭적이라 가정하고 정규혼합모
형(mixture of normal distribution)이나 혹은 좀 더 이상치들에 로버스트한 t-분포 혼합모형을 이

용하여 왔다. 그러나 보건 의료 분야에서 나타나는 자료들은 비대칭적인 경우가 많아서 최근들어 비대
칭적이면서이상치를가지는자료를적합하기위하여 MST에대한연구가활발하다.

Azzalini (1985) 및 Azzalini와 Dalla-Valle (1996)에 의해 MSN(multivariate skew normal distribu-

tion)이 소개된 이후 최근에는 MSN을 특수한 경우로서 포함하는 MST 분포의 개발에 집중되고 있다.

Pyne 등 (2009)은 다변량 치우침 함수(skewing function)를 가지는 Sahu 등 (2003)의 MST 분포에

서 치우침 함수를 단변량으로 제약한 버전을 소개하고 획기적으로 빠른 계산 속도로 EM(expectation-

maximization)알고리즘에 의해 추정할 수 있음을 보였다. 그러나 단변량 치우침 함수의 한계로 인해
낮은적합도를가지는단점이있다. 한편 Lin (2010)은 Sahu등 (2003)의MST를적합하기위해Monte

Carlo EM 알고리즘(MC-EM) 개발하였는데, 이 방법은 E-step에서 요구되는 다변량 절단 t-분포의 적

률에 대해 모의연구를 수행한다. 그로인해 이 추정법은 비현실적으로 큰 계산 시간을 요하여 실용성의
문제가대두되었다.
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MC-EM의 계산시간을 개선하기 위해 최근 Lee와 McLachlan (2013, 2014a)은 E-step에서 다변량 절

단분포의 적률을 명시적 수식으로 표현한 정확한 EM 알고리즘(Exact-EM)을 개발하였다. 또한 극
히 최근 Lee와 McLachlan (2014b)은 Arellano-Valle와 Genton (2005)의 다변량 CFUST(canonical

fundamental skew t-distribution)에 대하여 Exact-EM 알고리즘을 적용하였다. 그러나 Exact-EM이

MC-EM보다는개선되기는하였으나여전히매우큰계산시간을요한다.

본 연구에서는 이 문제를 완화시키기 위해 E-step에서 요구되는 다변량 절단분포의 적률에 대한 새로운
근사를 통해 Exact-EM 만큼의 적합도(로그-우도)를 가지면서 계산시간을 크게 단축시킬 수 있는 기법

을제공하고자한다.

다음 절에서는 다변량 CFUST 분포를 바탕으로 MST를 정의하고, Exact-EM 알고리즘을 소개한 후

현존하는 문제점과 본 연구의 동기를 설명한다. 그리고 3절에서는 제안된 방법을 소개하고, 4절에서는

MST 혼합모형으로 확장하며, 5절에서는 몇가지 실험을 통해 제안된 방법의 실효성을 보인다. 마지막

으로 6절에서는결론과토의그리고추후연구과제를정리한다.

2. MST 및 Exact-EM

2.1. MST의 정의

p-변량 관측치 yj (j = 1, . . . , n)에 대해 q차 치우침 모수(skewing parameter) ∆p×q = (δ1, . . . , δq)를

가지는 MST는다음과같이정의한다.

f
(
yj ;Θ

)
= 2qtp

(
yj ;µ,Ω, ν

)
Tq

(√
ν + p

ν +Dj
x̃j ;Ψ, ν + p

)
, (2.1)

여기서 Ω = Σ+∆∆T , x̃j = ∆TΩ−1(yj − µ), Ψ = Iq −∆TΩ−1∆, Dj = (yj − µ)TΩ−1(yj − µ)

이며, tp( · ;m,S, ν)는 위치모수, 척도모수 및 자유도가 각각 m, S, ν인 p-변량 t-분포의 확률밀도이며

Tq( · ;S, ν)는 위치모수, 척도모수 및 자유도가 각각 0, S, ν인 q-변량 t 누적분포를 나타낸다. 그리고
Θ는밀도에포함된모든모수를포함하는벡터이다.

우리의목표는로그-우도

L(Θ) =
n∑
j=1

log

{
2qtp

(
yj ;µ,Ω, ν

)
Tq

(√
ν + p

ν +Dj
x̃j ;Ψ, ν + p

)}
를최대화하는 Θ를얻는것이다.

MST (2.1)의확률적표기는다음과같다. 즉,

Y j = µ+ U
− 1

2
j ∆Xj + U

− 1
2

j W j

= µ+ U
− 1

2
j (δ1X1j + · · ·+ δqXqj) + U

− 1
2

j W j ,

여기서 Uj ∼ gamma(ν/2, ν/2), Xj = (X1j , . . . , Xqj)
T ∼ HNq(0, Iq)이며 W j ∼ Np(0,Σ), 그리고

Xj와 W j는서로독립이다.

q = 1일때즉∆p×1 = δ 때식 (2.1)은 Lee와McLachlan (2013)이 ‘restricted’ MST라고부른 Pyne등

(2009)의 MST 분포가되며, q = p일때다변량 CFUST 분포가된다. 그리고 ∆ = 0이면 Np(µ,Σ)로

축소된다.
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2.2. Exact EM 알고리즘

MST (2.1)의관측치 y = (yT1 , . . . ,y
T
n )
T 단 yj = (y1j , . . . , ypj)

T의생성을위한위계적구조는다음과
같다. 즉,

Y j = yj |(Xj = xj , Uj = uj) ∼ Np(µ+∆xj ,Σ/uj),

Xj = xj |(Uj = uj) ∼ Nq(0, I/uj),

Uj = gamma(ν/2, ν/2).

이때완비자료(complete data) (yj , uj ,xj)의로그-우도는

Lc(Θ) = Lc1(θ) + Lc2(ν)

인데, 여기서

Lc1(θ) =

n∑
j=1

[
−1

2
log uj |Σ| − uj

2

(
yj − µ−∆xj

)T
Σ−1 (yj − µ−∆xj

)]
, (2.2)

Lc2(ν) =

n∑
j=1

[ν
2
log
(ν
2

)
− log Γ

(ν
2

)
+
(ν
2

)
(log uj − uj)

]
(2.3)

을나타낸다. 그리고 θ는 Θ에서 ν를제외한벡터를나타낸다.

이제 EM 알고리즘의 k 번째 반복에서 E-step은 Q(Θ|Θ(k)) = EΘ(k) [Lc(Θ)|y] = EΘ(k) [Lc1(θ)|y] +
EΘ(k) [Lc2(ν)|y] = Q1(θ|θ(k)) + Q2(ν|ν(k))의 계산을 필요로 하는데, 이것은 다음과 같은 조건부 기대

값을구하는것으로귀결된다. 즉, j = 1, . . . , n에대해

e
(k+1)
1,j = EΘ(k)

(
Uj |yj

)

=
ν(k) + p

ν(k) +D
(k)
j

Tq

(√
ν(k)+p+2

ν(k)+D
(k)
j

x̃
(k)
j ;Ψ(k), ν(k) + p+ 2

)

Tq

(√
ν(k)+p

ν(k)+D
(k)
j

x̃
(k)
j ;Ψ(k), ν(k) + p

) ,

e
(k+1)
2,j = EΘ(k)

(
UjXj |yj

)
= e

(k+1)
1,j m

(k+1)
j , (2.4)

E
(k+1)
3,j = EΘ(k)

(
UjXjX

T
j |yj

)
= e

(k+1)
1,j M

(k+1)
j , (2.5)

e
(k+1)
4,j = EΘ(k)

(
logUj |yj

)
의계산이필요하다. 여기서 m

(k+1)
j = EΘ(k)(Xj |yj) 그리고M

(k+1)
j = EΘ(k)(XjX

T
j |yj)로서

Xj |yj ∼ Ttp

(
x̃

(k)
j ,

ν(k) +D
(k)
j

ν(k) + p+ 2
Ψ(k), ν(k) + p+ 2 |(0,∞)p

)

와 같이 양의 영역에 지지도(support)를 가지는 q-변량 절단 t-분포를 따른다. e
(k+1)
4,j 의 계산방법은 여

러가지 있을 수 있으나 본 논문에서는 Kim (2012)의 방법을 사용하였다. 이것은 본 논문의 주된 관심
사가아니므로자세한내용은생략하기로한다.
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한편 M-step에서는 Q(Θ|Θ(k))를 Θ에 관해 최대화하는데, 이것은 다음을 계산하는 것으로 귀결된다.

즉,

µ(k+1) =
1∑n

j=1 e
(k+1)
1,j

(
n∑
j=1

e
(k+1)
1,j yj −∆(k)

n∑
j=1

e
(k+1)
2,j

)
,

∆(k+1) =

[
n∑
j=1

ỹ
(k+1)
j e

(k+1)T

2,j

][
n∑
j=1

E
(k+1)
3,j

]−1

, (2.6)

Σ(k+1) =
1

n

n∑
j=1

[
e
(k+1)
1,j ỹ

(k+1)
j ỹ

(k+1)T

j − ỹ
(k+1)
j e

(k+1)T

2,j ∆(k+1)T

− ∆(k+1)e
(k+1)
2,j ỹ

(k+1)T

j +∆(k+1)E
(k+1)
3,j ∆(k+1)T

]
(2.7)

와같이갱신한다. 단, ỹ
(k)
j = yj − µ(k)을나타낸다. 그리고자유도 ν에대해서는

ν(k+1) = argmax
ν

n∑
j=1

[ν
2
log
(ν
2

)
− log Γ

(ν
2

)
+
(ν
2

)(
e
(k+1)
4,j − e

(k+1)
1,j

)]
를만족하도록구한다.

한편식 (2.7) 대신에

Σ(k+1) =
1

n

n∑
j=1

[
e
(k+1)
1,j ỹ

(k+1)
j ỹ

(k+1)T

j − 1

2

(
ỹ
(k+1)
j e

(k+1)T

2,j ∆(k+1)T +∆(k+1)e
(k+1)
2,j ỹ

(k+1)T

j

)]
를사용할수있는데, 그이유는식 (2.6)–(2.7)의계산순서를지키면

2

n∑
j=1

∆(k+1)E
(k+1)
3,j ∆(k+1)T =

n∑
j=1

[
ỹ
(k+1)
j e

(k+1)T

2,j ∆(k+1)T +∆(k+1)e
(k+1)
2,j ỹ

(k+1)T

j

]
를만족하기때문이다. 이로써 Σ(k+1)을구하는데조금이나마계산시간을줄일수있다.

그러나 본 논문에서 보다 주목하는 주된 문제는, E-step에서 식 (2.4)과 식 (2.5)의 두 조건부 기대값

e
(k+1)
2,j 과 E

(k+1)
3,j 를 구하기 위해서는 q-변량 절단 t-분포의 1, 2차 적률 m

(k+1)
j 과 M

(k+1)
j 를 계산해야

한다는 점이다. 두 적률에 대한 계산은 최근 Ho 등 (2012)에 의해 보다 정확한 계산 공식이 제공되었

다. 그러나 잘 알려져 있는 바와 같이 다변량 절단 분포의 적률은 큰 계산 시간을 요한다. 특히 관측치
의개수 n과차원 q가큰경우 MST의적합은비실용적일수밖에없다.

본논문의연구동기는다음과같다.

e
(k+1)
2,j = e

(k+1)
1,j m

(k+1)
j 및 E

(k+1)
3,j = e

(k+1)
1,j M

(k+1)
j 으로 계산된 Q1(θ|θ(k))은 반복이 진행함에 따

라 증가하며 결국 로그-우도를 증가시킨다. 여기서 e
(k+1)
2,j 과 E

(k+1)
3,j 대신 어떤 q × 1 벡터 ė

(k+1)
2,j =

e
(k+1)
1,j ṁj 및어떤 q× q(양정치)대각행렬 Ė

(k+1)
3,j = e

(k+1)
1,j Ṁ j이포함된 Q-함수를 Q̇1(θ|θ(k))라하자.

이때 Q̇1의증가가 Q1의증가를의미하는 ṁj와 Ṁ j를찾는다면,

∆(k+1) =
(
δ
(k+1)
1 , . . . , δ(k+1)

q

)
=

[
n∑
j=1

ỹ
(k+1)
j ė

(k+1)T

2,j

][
n∑
j=1

Ė
(k+1)
3,j

]−1

=

{∑n
j=1 ỹ

(k+1)
j ė

(k+1)
2,hj∑n

j=1 ė
(k+1)
3,h,j

}q
h=1

=

{∑n
j=1 ỹ

(k+1)
j e

(k+1)
1,j ṁ

(k+1)
hj∑n

j=1 e
(k+1)
1,j Ṁ

(k+1)
hj

}q
h=1
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와 같이 ∆(k+1)은 δ
(k+1)
h 별로 분리해서 얻을 수 있다. 즉, 계산시간이 상대적으로 짧은 단변량

계산 방식으로 q번의 수행으로 처리할 수 있을 것이다. 단, ṁj = (ṁ1j , . . . , ṁqj)
T 및 Ṁ j =

diag(Ṁ1j , . . . , Ṁqj)을나타낸다.

이에대한구체적인내용은다음절에서다룬다.

3. 치우침 모수 ∆에 대한 편추정

3.1. 제안된 방법

우선 ∆xj = δ1x1j + · · ·+ δqxqj이므로로그-우도 (2.2)는

Lc1(θ) ∝
n∑
j=1

−uj
2

(
yj − µ−

q∑
h=1

δhxhj

)T
Σ−1

(
yj − µ−

q∑
h=1

δhxhj

)
와 같이 나타낼 수 있다. 이제 (k + 1)번째 반복에서 Q1(θ|θ(k))를 최대화 하기 위해 본 논문에서 적용

하는 방법은 다음과 같다. Meng과 van Dyk (1997)의 AECM(Alternating ECM) 알고리즘의 원리를

이용하여,

1 단계: 먼저 x = ṁ
(k)
j 및 ∆ = (δ

(k)
1 , . . . , δ

(k)
q )로서주어졌다는가정하에서

Q
(
µ,Σ|µ(k),Σ(k)

)
= E∆(k) [Lc1(y,u;θ)|y,x]

을 최대화 한다. 이 단계의 결과로 E-step에서 u
(k+1)
j = E(Uj |yj ,xj) = e

(k+1)
1,j 과 M-step에서

µ(k+1)과 Σ(k+1)을얻는다.

2 단계: 그리고 Uj = e
(k+1)
1,j 과 µ = µ(k+1) 및 Σ = Σ(k+1)로서주어졌다는가정하에서

Q
(
∆|∆(k)

)
= Eθ(k) [Lc1(y,x;∆)|y,u]

를최대화한다. 그러나이것을최대화하는대신이단계에서다시 AECM 원리를사용하여

Partial Update (PU) 단계: X(h) = (x
(k+1)
1j , . . . , x

(k+1)
h−1,j , x

(k)
h+1,j , . . . , x

(k)
qj )

T 및 ∆(h) =

(δ
(k+1)
1 , . . . , δ

(k+1)
h−1 , δ

(k)
h+1, . . . , δ

(k)
q )가주어졌다는조건하에서

Q̇
(
δh|δ(k)

h

)
= Eδ(k)

[
Lc1(y,x; δh)|y,x(k)

(h)

]
, h = 1, . . . , q

를최대화한다. 이단계의결과로 E-step에서 E(Xhj |yj , u
(k+1)
j ) = ṁ

(k+1)
hj 과 E(X2

hj |yj ,
u
(k+1)
j ) = Ṁ

(k+1)
hj 그리고 M-step에서 δ

(k+1)
h 을 얻는다. 가능하면 PU 단계를 몇 번 반

복한다.

1–2 단계를 반복하면 Q(θ|θ(k))를 증가시킴으로써 결국 로그-우도를 증가키게 된다. 좀 더 구체적으로
표현하자면다음과같다.

1 단계에서는 E-step에서 e
(k+1)
1,j 을 식 (2.6)과 동일한 수식으로 얻으며, M-step에서는 µ와 Σ의 추정치

로서

µ(k+1) =
1∑n

j=1 e
(k+1)
1,j

(
n∑
j=1

e
(k+1)
1,j yj −∆(k)

n∑
j=1

ė
(k+1)
2,j

)
,

Σ(k+1) =
1

n

n∑
j=1

[
e
(k+1)
1,j ỹ

(k+1)
j ỹ

(k+1)T

j − 1

2

(
ỹ
(k+1)
j ė

(k+1)T

2,j ∆(k)T +∆(k)ė
(k+1)
2,j ỹ

(k+1)T

j

)]
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를얻는다. 여기서 ė
(k+1)
2,j = (ė

(k+1)
2,1j , . . . , ė

(k+1)
2,qj )T = e

(k+1)
1j (ṁ

(k+1)
1j , . . . , ṁ

(k+1)
qj )T를나타낸다.

그리고 2 단계에서는

Q̇
(
δh|δ(k)

h

)
=

n∑
j=1

EΘ(k)

[
logLc1 (Y j , Uj ,Xj ; δh)

∣∣yj , Uj = e
(k+1)
1,j ,

{
Xlj = m

(k+1)
lj (l < h)

}
,
{
Xlj = m

(k)
lj (l > h)

}]
=

n∑
j=1

EΘ(k)

[
−
e
(k+1)
1,j

2

(
r̃
(k)
hj − δhXhj

)T
Σ(k)−1

(
r̃
(k)
hj − δhXhj

) ∣∣∣∣yj
]

을최대화하는데, 여기서

r̃
(k)
hj = ỹ(k) −

q∑
l<h

δ
(k)
l ṁ

(k+1)
lj −

q∑
l>h

δ
(k)
l ṁ

(k)
lj

= ỹ(k) −
∑q
l<h δ

(k+1)
l ė

(k)
2,lj +

∑q
l>h δ

(k)
l ė

(k)
2,lj

e
(k)
1,j

,

그리고 ỹ
(k)
j = yj − µ(k) 및 ṁ

(k)
lj = ė

(k)
2,lj/e

(k)
1,j을나타낸다.

이때 Q̇(δh|δ(k)
h )를 δh (h = 1, . . . , q)에관하여최대화하면

δ
(k+1)
h =

∑n
j=1 e

(k+1)
1,j ṁ

(k+1)
hj r̃

(k+1)
hj∑n

j=1 e
(k+1)
1,j Ṁ

(k+1)
hj

=

∑n
j=1 ė

(k+1)
2,hj r̃

(k)
hj∑n

j=1 ė
(k+1)
3,hj

, h = 1, . . . , q (3.1)

을얻게된다. 이제문제는 E-step에서단변량값인두조건부기대값 ė
(k+1)
2,hj 과 ė

(k+1)
3,hj 을구하는것인데,

다소긴유도과정은생략하고여기서는그결과만제공하기로하겠다. 즉,

ė
(k+1)
2,hj

let
= EΘ(k)

[
UjXhj |yj , Uj = e

(k+1)
1,j ,

{
Xlj = ṁ

(k+1)
lj , l < h

}
,
{
Xlj = ṁ

(k)
lj , l < h

}]
= x̃

(k)
hj e

(k+1)
1,j + ψ

(k)
h B

(k)
hj , h = 1, . . . , q,

ė
(k+1)
3,hj

let
= EΘ(k)

[
UjX

2
hj |yj , Uj = e

(k+1)
1,j ,

{
Xlj = ṁ

(k+1)
lj , l < h

}
,
{
Xlj = ṁ

(k)
lj , l < h

}]
= x̃

(k)
hj ė

(k+1)
2,j + ψ

(k)2

h , h = 1, . . . , q

이다. 단,

B
(k+1)
hj =

√
ν(k) + p

ν(k) +D
(k)
hj

×
t1

(
x̃
(k)
hj

ψ
(k)
h

√
ν(k)+p

ν(k)+D
(k)
hj

; ν(k) + p

)

T1

(
x̃
(k:s)
hj

ψ
(k)
h

√
ν(k)+p

ν(k)+D
(k)
hj

; ν(k) + p

) , h = 1, . . . , q

을나타내며,그리고각각Ω
(k)
h = Σ(k)+δ

(k)
h δ

(k)T

h , x̃
(k)
hj = δ

(k)T

h Ω
(k)−1

h r̃
(k)
hj , ψ

(k)2

h = 1−δ
(k)T

h Ω
(k)−1

h δ
(k)
h ,

D
(k)
hj = r̃

(k)T

hj Ω
(k)−1

h r̃
(k)
hj 을나타낸다.

앞으로 이 알고리즘을 “SPU(sequentially partial update)”-EM 알고리즘이라 부르도록 하겠다. 주목

하고자 하는 것은 SPU-EM 알고리즘은 q-변량 절단 t-분포의 두 적률을 계산하는데 계산시간이 월등히

짧은 단변량 t-pdf와 t-cdf를 사용한다는 것이다. 따라서 Exact-EM 알고리즘에 비해 처리시간이 훨씬

줄어들것으로기대한다.
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3.2. 정칙화 버전

여러 실험에 따른 경험에 의하면 SPU-EM 알고리즘에 의해 적합된 분포는 소위 “에지영역(edge

area)”를 두드러지게 잘 표현한다. 에지영역이란 자료의 비대칭의 원인으로서 은닉변수의 절단 Xj >

0의 경계영역에 대응하는 관측 자료 yj ∈ Rp 공간 상의 영역이다. 그러나 종종 절단면이 두드러지게

나타나 있는 자료에 대해서 SPU-EM은 최대 우도를 가지기 위해 몇몇 δ
(k)T

h Ω(k)−1

δ
(k)
h 이 거의 1이 될

때까지 알고리즘을 진행 시키는 경향이 있다. 이것은 결국 행렬 Ψ(k) = Iq − δ
(k)T

h Ω(k)−1

δ
(k)
h 을 0-정

치행렬이되도록만들어 MST가정의되지않게한다.

본논문에서는이문제를제어하기위해평활상수 α ≥ 0을도입하여식 (3.1) 대신

δ
(k+1)
h =

∑n
j=1 ė

(k+1)
2,hj r̃

(k)
hj{

α+
∑n
j=1 ė

(k+1)
3,hj

} , h = 1, . . . , q

를사용할것이다.

평활상수 α를 크게 줄수록 치우침 모수의 추정치 δ
(k)
h 는 좀 더 0에 가까워짐으로써 Ψ(k)의 대각원소가

0이 되는 상황을 통제할 수 있다. 5절의 실험에서는 공히 평활상수를 극히 작은 값인 α = 10−5으로 설

정하여 0-정치발생을막을수있었다.

4. 혼합모형으로의 확장

SPU-EM 알고리즘을 혼합모형으로 확장하는 방법은 그렇게 어렵지 않다. 본 논문에서는 자세한 전개

는지양하고그결과만가능한한간략히제공한다.

g개의성분을가지는 MST 분포의혼합모형은다음과같다.

f
(
yj ;Θ

)
=

g∑
i=1

πifi
(
yj ;θi

)
, j = 1, . . . , g

= 2q
g∑
i=1

πitp
(
yj ;µi,Ωi, νi

)
Tq

(√
νi + p

ν +Dij
x̃ij ;Ψi, νi + p

)
,

여기서 πi는 i번째 성분의 혼합비율(mixing proportion)로서
∑g
i=1 πi = 1을 만족한다. 그리고 Ωi =

Σi +∆i∆
T
i , x̃ij = ∆T

i Ω
−1
i (yj − µi), Ψi = Iq −∆T

i Ω
−1
i ∆i, Dij = (yj − µi)

TΩ−1
i (yj − µi)를나

타낸다.

한편 yj = (y1j , . . . , ypj)
T의 생성을 위한 위계적 구조는 다음과 같다. 즉, 관측치 yj가 i번째 성분으로

부터왔다면 zij = 1 그렇지않으면 0을나타내는미관측성분지시변수를추가함으로써

Y j = yj | (zij = 1,Xj = xj , Uj = uj) ∼ Np

(
µi +∆ixj ,

Σi

uj

)
,

Xj = xj | (zij = 1, Uj = uj) ∼ Nq

(
0,

I

uj

)
,

Uj |zij = 1 ∼ gamma
(νi
2
,
νi
2

)
,

Zj = (Z1j , . . . , Zgj)
T ∼ multinomial (1, π1, . . . , πg)

와같이고려할수있다. 이때자유도 νi들을제외한모수벡터 θ에대응하는완비자료의로그-우도는다

음과같다. 즉,
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Lc1(θ) ∝
n∑
j=1

g∑
i=1

−zij
2

log uj |Σi|−
1

2
zijuj

(
yj− µi−

q∑
h=1

δhixhj

)T
Σ−1
i

(
yj− µi−

q∑
h=1

δhixhj

) .
이제 SPU-EM 알고리즘은다음과같이구성하게된다.

우선, 사후확률추정치

τ
(k+1)
ij = EΘ(k)

(
Zij = 1|yj

)
=

π
(k)
i fi

(
yj ;θ

(k)
i

)
∑g
i′=1 π

(k)

i′ fi′
(
yj ;θ

(k)

i′

) , i = 1, . . . , g

를구한다. 그리고 π
(k+1)
i = n

(k+1)
i /n (i = 1, . . . , g)을계산한다.

그리고다음을수행한다.

1 단계의 E-step에서는

EΘ(k)

(
ZijUj |zij = 1,yj

)
= τ

(k+1)
ij e

(k+1)
1,ij

를구한다. 여기서 e
(k+1)
1,ij 는

e
(k+1)
1,ij = EΘ(k)

(
Uj |zij = 1,yj

)

=
ν
(k)
i + p

ν
(k)
i +D

(k)
ij

Tq

(√
ν
(k)
i +p+2

ν
(k)
i +D

(k)
ij

x̃
(k)
ij ;Ψ

(k)
i , ν

(k)
i + p+ 2

)

Tq

(√
ν
(k)
i +p

ν
(k)
i +D

(k)
ij

x̃
(k)
ij ;Ψ

(k)
i , ν

(k)
i + p

)
와같이얻는다. 그리고 M-step에서는

µ
(k+1)
i =

∑n
j=1 τ

(k+1)
ij

(
e
(k+1)
1,ij yj −∆

(k+1)
i ė

(k+1)
2,ij

)
∑n
j=1 τ

(k+1)
ij e

(k+1)
1,ij

, i = 1, . . . , g,

Σ
(k+1)
i =

1

n
(k+1)
i

n∑
j=1

τ
(k+1)
ij

[
e
(k+1)
1,ij ỹ

(k)
ij ỹ

(k)T

ij

− 1

2

(
ỹ
(k)
ij ė

(k+1)T

2,ij ∆
(k+1)
i

T
+∆

(k+1)
i ė

(k+1)
2,ij ỹ

(k)T

ij

)]
, i = 1, . . . , g

을갱신한다. 여기서 n
(k+1)
i =

∑n
j=1 τ

(k+1)
ij 및 ỹ

(k)
ij = yj − µ

(k)
i 을나타낸다.

2 단계인 SPU 과정을수행한다. E-step에서는 ė
(k+1)
2,hij 및 ė

(k+1)
3,hij 를각성분 i = 1, . . . , g 별로앞절에서

소개한방법과같은방법으로계산하고, M-step에서

δ
(k+1)
hi =

∑n
j=1 τ

(k+1)
ij ė

(k+1)
2,hij r̃

(k+1)
hij∑n

j=1 τ
(k+1)
ij ė

(k+1)
3,hij

를갱신한다. 단,

r̃
(k+1)
hij = ỹ

(k)
ij −

∑h−1
l=1 δ

(k+1)
li ė

(k+1)
2,lij +

∑q
l=h+1 δ

(k)
li ė

(k)
2,lij

e
(k+1)
1,ij

,



An Alternating Approach of Maximum Likelihood Estimation for Mixture of Multivariate Skew t-Distribution827

Table 5.1. Execution Times and Goodness-of-Fits

q Iterations Method
Etime

log-likelihood AIC BIC Misallocation
(sec.)

1 400 Pyne-EM 5.52 −1984.5 4022.9 4112.2 8

2 400
Exact-EM 980.40 −1977.8 4021.7 4130.8 9

SPU-EM 323.26 −1975.9 4017.9 4127.0 8

3 200
Exact-EM 2977.50 −1976.1 4030.2 4159.2 8

SPU-EM 905.70 −1979.4 4036.7 4165.8 4
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Figure 5.1. Increments of log-likelihood over the iterations. (a)Left: q = 2, (b)Right: q = 3. Dot line: Pyne-EM,

red line: Exact-EM, blue line: SPU-EM.

ỹ
(k)
ij = yj − µ

(k)
i 를나타낸다.

마지막으로 1, 2 단계를마친후

ν
(k+1)
i = argmax

ν

n∑
j=1

[ν
2
log
(ν
2

)
− log Γ

(ν
2

)
+
(ν
2

)(
e
(k+1)
4,ij − e

(k+1)
1,ij

)]
, i = 1, . . . , g

와같이자유도추정치를갱신한다.

5. 실험

이 절에서는 Cook과 Weisberg (1994)에서 제공된 AIS(Australian Institution of Sport) 자료를 이

용하여 Exact-EM 알고리즘과 비교하면서 제안된 SPU-EM 알고리즘의 성능을 보인다. AIS 자료는

100명의 여성과 102명의 남성 육상선수의 11개 특성을 측정한 자료인데, 우리는 이들 특성 중에 3 변량

Ht(height: Y1), Bfat(percentage of body fat: Y2), LBM(lean body mass: Y3)만을 사용하여 실험한

다.

본 실험에서는 q = 1, 2, 3에 대해 SPU-EM이 Exact-EM의 결과와 얼마나 비슷한지 알아보고자 하는

것이다. q = 1일 때, 즉 치우침 모수 행렬이 ∆ = δ와 같이 1 벡터를 가지는 경우로서 이때는 Exact-

EM이나 SPU-EM이모두동일한결과를제공하게되는데결국 Pyne 등 (2009)의 MST를추정하는것

이므로 Pyne-EM이라 호칭하였다. 그리고 두 알고리즘의 공정한 비교를 위해 동일한 초기치를 사용하
였다.
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Figure 5.2. Contour plots of fitted model with q = 2. ⃝: female, △: male. 1st row: Pyne-EM, 2nd row:

Exact-EM, 3rd row: SPU-EM.

q = 2인 경우 즉 ∆ = (δ1, δ2)일 때 두 알고리즘을 400회 충분히 반복하여 처리 시간과 적합도를

Table 5.1에 나타내었다. 이 경우 Exact-EM이 약 980초(약 16분)이 걸린 반면 SPU-EM의 경우는 약

323초(약 5.3분)이 소요되어 제안된 방법이 3배 이상 빠른 처리 속도를 보였다. 그럼에도 로그-우도는

Exact-EM보다 약간 더 나은 결과를 나타내었다. 한편 Figure 5.1.(a) (왼쪽)에서 두 알고리즘의 반복

에 따른 로그-우도의 증가 형태가 약간 다름을 보이고 있는데 이는 SPU-EM이 Exact-EM과는 다른 루

트를경유해 (국소)최대우도에도달함을암시한다하겠다. 그리고이들의적합결과를 Figure 5.2에나

타내었는데 (남녀 자료 별로 적합한 것이 아니라 혼합모형 적합후 추정된 성분 별로 등고선을 그린 것
임.), 첫 행은 Pyne-EM의 결과로서 남자 자료(△)에 비해 여자 자료(⃝)의 비대칭이 잘 적합되어 있지

않다. 반면, Exact-EM과 SPU-EM의 결과는 비슷한데, SPU-EM의 결과가 소위 “에지영역”을 좀 더

두드러지게잘표현하고있다.
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q = 3인 경우 즉 ∆ = (δ1, δ2, δ3)일 때는 반복횟수가 200회로 물론 충분한 반복을 진행하지 않았지만

SPU-EM의로그-우도가 Exact-EM보다다소못미치는결과로나타났다. 그러나 SPU-EM의수행시간

이 약 905초(약 15분)인 반면 Exact-EM은 약 2977초(약 50분)이나 소요되었다. 이것은 MST 적합을

위한 Exact-EM의비실용성을잘보여주는것이라하겠다.

한편, 적합후얻은사후확률추정치를이용하여

clusterj = argmax
i

τ̂ij

를통해관측치 j를최대사후확률에대응하는성분 i로할당하여군집하여보았다. Table 5.1의마지막

열에 나타낸 군집 후 오할당 결과는 SPU-EM이 나머지 두 방법보다 같거나 좋았다. 그 이유는 적합된
밀도가에지영역을좀더예리하게표현함으로써군집사이를보다확실하게구분하려는특성때문인것
으로보인다.

6. 결론 및 토의

본 연구에서 저자는 다변량 치우친 t-분포(MST) 혼합모형 적합을 위한 Lee와 McLachlan (2013,

2014a, 2014b)의 Exact-EM을 AECM 알고리즘의 원리를 도입하여 처리시간의 비실용성을 완화시키

고자 SPU-EM 알고리즘을 제안하였다. 그 결과 약 3배 정도 빠른 처리시간으로 Exact-EM과 유사한

결과를 얻을 수 있음을 보였다. 그리고 자료에 따라서는 제안된 SPU-EM이 Exact-EM보다 더 좋은 결

과를얻을수도있다는가능성을확인하였다.

그럼에도 불구하고 SPU-EM 알고리즘도 “실용적”이라고 말할 수 있을 정도의 처리시간을 보인 것은

아니다. 사실 혼합모형 사용의 유용성은 다양한 성분의 개수 g의 보장에서 비롯한다. 그러나 보통 크기
의표본의개수에서조차막대한처리시간때문에성분의개수를 3개이상으로시도해보기조차어려웠

다. 따라서좀더획기적인수준의개량이있어야비대칭자료에대한혼합모형의사용을현실적으로보

장할수있을것으로보인다.
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요 약

치우친 다변량 t-분포 혼합을 적합하기 위해 Exact-EM 알고리즘이 사용된다. 그러나 이 방법은 E-step에서 매우

긴 처리시간을 요하는 다변량 절단 t-분포의 적률을 계산해야 한다. 본 논문에서는 이러한 문제점을 완화하기 위해

SPU-EM이라 명명한 알고리즘을 제안하는데, 이것은 Meng과 van Dyk (1997)의 AECM 알고리즘의 원리를 이용

하여다차원적률의계산상의어려움을해결한다. 결과적으로제안된방법은 Exact-EM 알고리즘 보다 빠른처리시

간으로보장한다. 이를입증하기위해실험을통해제안된방법의유효성을보인다.

주요용어: 치우친다변량 t-분포, 혼합모형, EM 알고리즘, AECM 알고리즘.
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