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자연수 의 일반화된 배수 판정법

Generalized Divisibility Rule of Natural Number 

이상운*

Sang-Un Lee
*

요  약   에서 인 단순한 경우에도 주어진 수 이 의 배수 판정법은 간단하지가 않다. 만약, 

이 두 자리 수 이상이 되면 더욱 복잡해진다. 일반적인 배수 판정법으로 둔켈스 (Dunkels)법이 있지만 이 컴퓨터
로 처리하지 못하는 매우 큰 자리수인 경우 이 방법도 처리할 수 없다. 본 논문은 과 의 자리수와 무관하게 
  여부로 이 의 배수인지 여부를 검증하는 간단하면서도 정확한 방법을 제안한다. 제안된 방법은 
 ⋯ , ⋯에 대해    ⋯으로 설정하고,      × 

 ⋯로 의 자리수를 1자리씩 감소시키는 방법을 적용하였다. 제안된 방법을 다양한   데이터에 적
용한 결과 쉽고, 빠르며 정확한 몫과 나머지 값을 구할 수 있음을 보였다.

Abstract  For   , there is no simple divisibility rule for simple  such that is the  multiply 
by ? This problem can be more complex for two or more digits of  . The Dunkels method has been 
known for generalized divisibility test method, but this method can not compute very large digits number that 
can not processed by computer. This paper suggests simple and exact divisibility method for   completely 
irrelevant  and   of digits. The proposed method sets    ⋯  for  ⋯ , 
⋯. Then this method computes      ×   ⋯and reduces the digits of  
one-by-one. The proposed method can be get the quotient and remainder with easy, fast and correct for various 
  experimental data.
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Ⅰ. 서  론 

분수   에서  가 되는지 여부를 검

증하는 방법을 의 배수법이라 한다. 이 한 자리수인 

경우, 을 제외한  에 대해서는 간단

한 방법이 알려져 있다. 그러나  에 대해서는 간단

한 방법이 알려져 있지 않으며, 스펜스 (Spence)법, 라이

언스 (Lyons)법, 토자 (Toja)법 등을 비롯하여 다양한 방

법들이 제안되었다.[1]

의 자리수가 ⋯으로 자리수 제약이 없는 경우

의 일반화된 의 배수법으로는 Dunkels[2]법이 유일하

게 알려져 있다. 그러나 이 방법은 의 일의 자리수의 배

수가 9로 끝나는 배수를 구하고, 나머지 의 값과 일

의 자리수의 배수를 더한 값이 의 배수인지여부를 검
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증하는 방법이다. 만약, 이 일반적인 컴퓨터의 유효 자

리수로 계산이 불가한 큰 수라면 Dunkels[2]법을 적용하

기가 불가능해진다.

본 논문에서는 과 의 자리수와 무관하게 모든 자

연수 에 대해 이 의 배수인지 여부를 쉽고, 빠르

며, 정확하게 판정할 수 있는 방법을 제안한다. 제안된 방

법은 어떠한 과 에 대해서도 몫과 나머지도 함께 구

할 수 있는 장점을 갖고 있다.

2장에서는 배수 판정법에 관련된 연구 결과와 문제점

을 고찰한다. 3장에서는 자연수 에 대한 일반화된 배

수 판정법을 제안한다. 4장에서는 다양한 문제들에 제안

된 방법을 적용하여 적합성을 검증해 본다.

Ⅱ. 배수법 관련연구와 문제점

주어진 수 이 을 제외한  의 배

수인지 여부에 대한 판정법은 다음과 같다
[1].

 의 배수 판정법 : 의 끝자리수가 0,2,4,6,8 

 의 배수 판정법 : 의 각 자리수의 합이 3

의 배수

 의 배수 판정법 : 의 끝 두자리수가 4의 

배수 

 의 배수 판정법 : 의 끝 자리수가 0 또는 5

 의 배수 판정법 : 2의 배수이면서 3의 배수

 의 배수 판정법 : 의 끝 세자리수가 8의 

배수

 의 배수 판정법 : 의 각 자리수의 합이 9

의 배수 

 의 배수 판정법은 기본적으로 다음과 같이 4가

지가 있으며
[1], 이 밖에도 Vedic과 Pohlman-Mass 법[3]

을 비롯하여 다양한 연구가 수행되었다.[4-8]

(1) 스펜스 (Spence)법

의 일의 자리를 제외한 나머지 수에서 일의 자리수

를 2배한 값을 뺀다. 이 과정을 계속 수행하여 나머지가 

0이거나 -값이 7의 배수이면 은 7의 배수이다.

(2) 1001 이용법

주어진 수 을 끝에서부터 세 자리씩 끊어  ⋯

로 분리한다.     ⋯로 교대로 ∓를 한 

결과값이 7의 배수이면 은 7의 배수이다.

예로,  인 경우, × 

×이며, ×은 7의 배수이

므로 만 남게 된다. 따라서 

  이 7의 배수인지만 나눗셈을 하면 된다.

(3) 라이언스 (Lyons)법

주어진 수 을 오른쪽 끝에서부터 두자리씩 끊어 

차례대로 쓴다.

각각의 두 자리수를 7로 나눈 나머지를 차례대로 

쓴다.

오른쪽에서부터 3개씩 묶어 세로로 늘어놓고, 순

서대로 더한다.

각 수마다 7로 나눈 나머지를 차계대로 쓴다.

왼쪽의 두 숫자와 오른쪽 두 숫자를 묶어 두자리 

숫자를 만든다.

각 수마다 7로 나눈 나머지를 구한다.

오른쪽 수에서 왼쪽 수를 뺀 결과가 0이면 7의 배

수이다.

(4) 토자 (Toja)법

주어진 수 을 오른쪽 끝에서부터 두자리씩 끊어 

차례대로 쓴다.

각각의 두 자리수를 7로 나눈 나머지를 차례대로 

쓴다.

오른쪽에서 짝수 번째 수는 7에서 뺀 값으로 바꾼다.

위의 결과를 거꾸로 쓴다.

새로 만들어진 수를 두 자리씩 끊어 위의 과정을 

반복 수행한다.

결과 값이 7의 배수이면 은 7의 배수이다.

일반화된 배수 판정법에는 다음과 같이 수행되는 

Dunkels
[2] 법이 있다.

× 라 하자. 여기서 는 의 끝자리 수, 는 

에서 끝자리를 제외한 나머지 수, 는 ×

이다.

(1) 의 배수들 중 끝자리 수 9인 값 를 찾는다. 

의 가 1,3,7 또는 9인 경우 에 인 9, 7, 

3, 또는 1을 곱한 후 1을 더하고 10으로 나눈 를 

구한다.

    ×
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(2) 가 으로 나눌 수 있다면  도 

으로 나눌 수 있다.

예를 들어,    인 경우   ×

 ,  ×     

이 되며,   ×도 11로 나눌 수 있다.

또 다른 예로,    인 경우   ×

  ,  ×   

 이기 때문이다.

Dunkels
[2] 법은 의 배수들 중에서 끝자리 수가 9인 

값을 계산하여 찾아야 하며,  인 값에 를 더

한    자리수를 으로 나눌 수 있는지를 판단하는 

  를 계산해야 하는 불편함이 있다.

암호 해독을 위해 주어진 수의 소인수를 찾는 소인수 

분해법에는 최명복과 이상운[9], 이상운과 최명복[10,11]이 

있다. 그러나 역으로, 주어진 수에 대해 소수의 배수인지

에 대한 연구는 없는 실정이다.

3장에서는 모든 자연수 에 대해  에 무관하게, 

간단하면서도 쉽게 배수 여부를 구할 수 있는 일반적인 

배수 판정법을 제안한다. 제안될 방법은  이 클수록 

기존의 방법들에 비해 보다 효과적으로 배수 여부를 판

단할 수 있다.

Ⅲ. 자연수 의 일반화된 배수법

본 장에서는  주어진 수 ≥ 가 모든 자연수 

⋯의 배수인지 여부를 쉽게 검

증하는 방법을  제안한다. 의 자리수를 , 의 자리수

를 이라 하자.

제안된 알고리즘은   에서 을 구하기 

위해서는  ⋯ 을 최좌측 자리수 (MLD, most 

left digit)부터 으로 구한 수로 대체시키면서 

의 자리수를 하나씩 감소시킬 수 있다는 원리에 착안하

였다. 여기서 는 몫, 은 나머지이다.

제안된 방법은 주어진 수 을 MLD부터 최우측 자리

수 (MRD, most right digit)로 우측으로 가면서 

≤ 회 수행하는 의 선형 복잡도 알고리

즘이다. 제안된 알고리즘은 주어진 수 에서 의 배수

를 계속적으로 빼면서 의 자리수를 감소시키는 방법으

로 다음과 같이 수행된다.

초기치   = 의 최좌측 자리수부터 개의 수

  ,  ⌊⌋
for     to 

번째 자리수인   선택

  ×

 ⌊ ×⌋
  

end

몫 :   ⋯ , 나머지 :  

만약,  이면 은 의 배수이며, ≤ 이면 

의 나머지이다.

제안된 알고리즘은 다음과 같이 증명된다.

 ⋯  ⋯ 

  ,     

→    ⋯ 

  ,    ×

→    ⋯ 

  ,    ×

→    ⋯ 

…

   , 

   ×

→    ⋯ 

…

  ,

  × 

→   

제안된 방법은 회만 수행하면 되며, 몫()와 

나머지 도 쉽게 구할 수 있는 장점이 있으며, 모든 자

연수 에 적용할 수 있는 일반화된 방법이다.

Ⅳ. 실험 및 결과 분석

본 장에서는 표 1의 17개 데이터에 대해 제안된 방법

으로 이 의 배수인지 여부를 검증해 본다. 
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표 1. 실험 데이터
Table 1. Experimental Data

Problem  
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17

123456
1234759680

2359406178839
348967129356876
348967129356874
348967129356876
348967129356879
348967129356876
348967129356875

18206927
1234567891011121314151617181920

2352854039
137085519229

63209496861097
502636025594071

164554085186383429
8229944909131434961

7
7
7
7
7
11
11
13
13

1933
7

42013
229423
7368511
15488197
217645199
2352854041

표 1의 데이터에 제안된 방법을 적용한 결과는 표 2에, 

표 2의 알고리즘 수행 과정을  종합하여 표 3에 제시하였

다. 표 3에서 제안된 방법은 어떠한 에 대해서도 

회 수행으로 몫 와 나머지 까지 구할 수 있음

을 알 수 있다.

표 2. 자연수 의 일반화된 배수법
Table 2. Generalized Divisibility Rule for Natural 

Number 
n=123456, m=7

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6

1
2
3
4
5
6

 1
12 
53 
44 
25 
46 

1
5
4
2
4
4

0
1
7
6
3
6

17636

n=1234759680,  m=7

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1
2
3
4
7
5
9
6
8
0

 1
12 
53 
44 
27 
65 
29 
16 
28 
00 

1
5
4
2
6
2
1
2
0
0

0
1
7
6
3
9
4
2
4
0

176394240

n=2359406178839,  m=7

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

2
3
5
9
4
0
6
1
7
8
8
3
9

 2
23 
25 
49 
04 
40 
56 
01 
17 
38 
38 
33 
59 

2
2
4
0
4
5
0
1
3
3
3
5
3

0
3
3
7
0
5
8
0
2
5
5
4
8

n=348967129356876,  m=7

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

3
4
8
9
6
7
1
2
9
3
5
6
8
7
6

 3
34 
68 
59 
36 
17 
31 
32 
49 
03 
35 
06 
68 
57 
16 

3
6
5
3
1
3
3
4
0
3
0
6
5
1
2

0
4
9
8
5
2
4
4
7
0
5
0
9
8
2

n=348967129356874,  m=7

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

3
4
8
9
6
7
1
2
9
3
5
6
8
7
4

 3
34 
68 
59 
36 
17 
31 
32 
49 
03 
35 
06 
68 
57 
14 

3
6
5
3
1
3
3
4
0
3
0
6
5
1
0

0
4
9
8
5
2
4
4
7
0
5
0
9
8
2

n=348967129356876,  m=11

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

34
8
9
6
7
1
2
9
3
5
6
8
7
6

34
18 
79 
26 
47 
31 
92 
49 
53 
95 
76 
108 
97 
96 

1
7
2
4
3
9
4
5
9
7
10
9
9
8

3
1
7
2
4
2
8
4
4
8
6
9
8
8

n=348967129356879,  m=11

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

34
8
9
6
7
1
2
9
3
5
6
8
7
9

34
18 
79 
26 
47 
31 
92 
49 
53 
95 
76 
108 
97 
99 

1
7
2
4
3
9
4
5
9
7
10
9
9
0

3
1
7
2
4
2
8
4
4
8
6
9
8
9

n=348967129356876,  m=13

    × 나 머 지    몫   
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

34
8
9
6
7
1
2
9
3
5
6
8
7
6

34
88 
109 
56 
47 
81 
32 
69 
43 
45 
66 
18 
57 
56 

8
10
5
4
8
3
6
4
4
6
1
5
5
1

2
6
8
4
3
6
2
5
3
3
5
1
4
4
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n=348967129356875,  m=13

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

34
8
9
6
7
1
2
9
3
5
6
8
7
5

34
88 
109 
56 
47 
81 
32 
69 
43 
45 
66 
18 
57 
55 

8
10
5
4
8
3
6
4
4
6
1
5
5
0

2
6
8
4
3
6
2
5
3
3
5
1
4
4

n=18206927,  m=1933

    ×   나 머 지   몫  

1
2
3
4
5

1820
6
9
2
7

1820
18206 
8099 
3672 
17397 

1820
809
367
1739
0

0
9
4
1
9

 9419

n=2352854039,  m=42013

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6

23528
5
4
0
3
9

23528
235285 
252204 
1260 
12603 
126039 

23528
25220
126
1260
12603
0

0
5
6
0
0
3

56003

n=1234567891011121314151617181920,  m=7

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1
0
1
1
1
2
1
3
1
4
1
5
1
6
1
7
1
8
1
9
2
0

1
12 
53 
44 
25 
46 
47 
58 
29 
11 
40 
51 
21 
1 
12 
51 
23 
21 
4 
41 
65 
21 
6 
61 
57 
11 
48 
61 
59 
32 
40 

1
5
4
2
4
4
5
2
1
4
5
2
0
1
5
2
2
0
4
6
2
0
6
5
1
4
6
5
3
4
5

0
1
7
6
3
6
6
8
4
1
5
7
3
0
1
7
3
3
0
5
9
3
0
8
8
1
6
8
8
4
5

n=137085519229,  m=229423

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7

137085
5
1
9
2
2
9

137085
1370855 
2237401 
1725949 
1199882 
527672 
688269 

137085
223740
172594
119988
52767
68826
0

0
5
9
7
5
2
3

597523

n=63209496861097,  m=7368511

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7
8

6320949
6
8
6
1
0
9
7

6320949
63209496 
42614088 
57715336 
61357591 
24095030 
19894979 
51579577 

6320949
4261408
5771533
6135759
2409503
1989497
5157957
0

0
8
5
7
8
3
2
7

8578327

n=502636025594071,  m=15488197

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7
8

50263602
5
5
9
4
0
7
1

50263602
37990115 
70137215 
81844279 
44032944 
130565500 
66599247 
46464591 

3799011
7013721
8184427
4403294
13056550
6659924
4646459
0

3
2
4
5
2
8
4
3

32452843

n=164554085186383429,  m=217645199

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

164554085
1
8
6
3
8
3
4
2
9

164554085
1645540851 
1220244588 
1320185936 
143147423 
1431474238 
1256030443 
1678044484 
1545280912 
217645199 

164554085
122024458
132018593
14314742
143147423
125603044
167804448
154528091
21764519
0

0
7
5
6
0
6
5
7
7
1

756065771

n=8229944909131434961,  m=2352854041

    × 나 머 지    몫   

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

8229944909
1
3
1
4
3
4
9
6
1

8229944909
11713827861 
23024116973 
18484306041 
20143277544 
13204452163 
14401819584 
2846953389 
4940993486 
2352854041 

1171382786
2302411697
1848430604
2014327754
1320445216
1440181958
284695338
494099348
235285404
0

3
4
9
7
8
5
6
1
2
1

3497856121
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Problem       배수 여부

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17

123456
1234759680

2359406178839
348967129356876
348967129356874
348967129356876
348967129356879
348967129356876
348967129356875

18206927
1234567891011121314151617181920

2352854039
137085519229

63209496861097
502636025594071

164554085186383429
8229944909131434961

7
7
7
7
7
11
11
13
13

1933
7

42013
229423
7368511
15488197
217645199
2352854041

 6
10
13
15
15
15
15
15
15
 8
31
10
12
14
16
18
20

 1
 1
 1
 1
 1
 2
 2
 2
 2
 4
 1
 5
 6
 7
 8
 9
10

17636
176394240

337058025548
49852447050982
49852447050982
31724284486988
31724284486988
26843625335144
26843625335144

9419
176366841573017330593088168845

56003
597523
8578327
32452843
756065771
3497856121

4
0
3
2
0
8
0
1
0
0
5
0
0
0
0
0
0

×
O
×
×
O
×
O
×
O
O
×
O
O
O
O
O
O

표 3. 결과 종합
Table 3. Summary of Results

Ⅴ. 결론

본 논문은   에서 의 자리수와 무관

하게 어떠한 수들에 대해서도 이 의 배수  인

지 여부를 일반적으로 적용할 수 있는 방법을 제안하였

다.

기존의 방법들은 특정한 하나의 에 대해 배수법을 

제안하였으며, 일반화된 방법은 Dunkels법이 유일하게 

알려져 있었지만 이 방법도 의 자리수가 커서 컴퓨터로

도 표현하기 불가능할 경우 적용이 쉽지 않은 단점이 있

었다. 제안된 방법은 의 자리수 에 대해 에서 최좌

측 자리수부터  자리수의 값에 대해서만 

의 나눗셈만을 수행하여 의 자리수를 하나씩 감소시키

는 매우 간단하면서도 회를 수행하는 방법이다.

제안된 알고리즘을 다양한 에 적용한 결과 

회 수행으로 몫 와 나머지 까지 정확히 구할 

수 있음을 보였다. 따라서, 본 제안된 방법을 적용하면 배

수판정법 분야에서는 추후 특정 숫자 에 대한 배수 판

정법을 고안할 필요가 없어졌으며, 기존의 배수 판정법

도 의미가 없음을 알 수 있다.
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