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Sub-structure mode synthesis vibration analysis program development 
using Matlab

Sok Chu Park1 · Jeong Ryul Kim2 · Kyung Il Park+

요약: 유한요소법은 구조해석과 진동해석을 하는데 필수적인 수단이 된지 이미 오래다. 그러나 범용 프

로그램은 그 가격이 비싸고 사용 방법 또한 간단하지 않다. 여기에서는 Matlab을 이용하여 가장 사용하

기 쉽고 범용성이 높고 편리한 유한요소해석법을 개발하였다. 그 편리성과 계산 효율을 높이기 위하여 

구조물을 해석하기 쉬운 몇 개의 부분 구조로 나누어 해석하는 기법을 사용하였다. 각 부분구조 별로 

모드해석을 수행한 뒤 결합하여 전체 구조물의 진동해석을 하고, 주파수응답함수를 그리고, 모드 형상을 

출력하는 과정을 최소한의 입력으로 수행하는 프로그램을 개발하였다. 개발한 프로그램의 신뢰도를 확

인하기 위하여 평판 구조물에 적용하여서 실험과 해석 결과를 비교하였고, 매우 좋은 결과를 얻었다. 이 

프로그램 개발의 더 큰 목적은 개인에게 공개하여 쉽게 구조해석과 진동해석을 하게 하는데 있다.
주제어: 유한요소법, 진동해석, 부분구조, 모드해석, 모드합성법

Abstract:  Finite Element Method(FEM) is the essential tools for analyzing structural and vibration problem. 
But common commercial program is high-priced and the usage is not easy. Hereby the authors developed 
FEM program by using Matlab, whose usage is very simple and whose performance is very high. For the 
convenience of use and calculating efficiency Component Mode Synthesis Method is adopted, which divides a 
structure by some sub-structures for easy handling, analyzes them by parts and analyzes the structure with en-
compassing Degrees of Freedom(DOF). And encompassed DOF could be restored to full DOF. To confirm the 
accuracy the program was applied to a flat plate, and the results were compared to experiment, and good 
agreements were achieved. The developed program is going to be opened to public.
Keywords: FEM, Vibration Analysis, Sub-structure, Modal Analysis, Component Mode Synthesis Method

1. 서 론
유한요소법은 구조해석과 진동해석을 하는데 필

수적인 수단이 된지 이미 오래다. ANSYS나 

MSC/NASTRAN 등 상용의 도구를 이용하면 설계 

단계에서부터 모든 사항을 고려할 수 있기 때문에 

최적 설계가 가능해지고, 이미 만들어진 구조물에 

대하여서도 진단 및 설계 변경 도구로 이용할 수 

있다. 그럼에도 불구하고 이러한 상용 프로그램들

은 값이 비싸고, 범용을 위한 다양한 도구들을 제
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공하기 때문에 사용법이 상당히 까다롭다.
대부분의 구조해석 프로그램은 모델의 단순화와 

자유도를 줄이기 위하여 부분구조합성법[1]을 사용

하여 해석한다. 부분구조합성법이란 전체 구조물

을 작은 부분구조로 나누고, 부분구조 사이의 결합

조건을 적용시켜서 전체 구조물을 해석하는 기법

을 말한다.
여기에서는 사용법이 아주 간단하지만 상용 프

로그램 급의 해석 능력을 가진 진동해석 프로그램

을 개발하여 보급하고자 한다.
종전에는 FORTRAN이 공학의 수치해석에 대부

분 사용되었지만,  여기에서는 개발 프로그램 언어

로 Matlab을 사용한다. Matlab을 쓰면 FORTRAN보

다 프로그램이 훨씬 간결해지고, 공급되는 함수가 

다양하며 그래픽 기능이 탁월하여 편리한 점이 많

다.
개발한 프로그램의 유효성을 보이기 위하여 실

제 구조물에 적용시키고, 실험을 통하여 증명하여 

보인다.

2. 모드합성법 진동해석 이론
2.1 부분구조 모델과 운동방정식

설명을 간단히 하기 위하여 구조물을 Figure 1과 

같이 제일 단순한 2개의 부분구조로 나누기로 하

고 감쇠가 없는 경우로 가정하면 다음과 같은 수

학 모델로 쓸 수 있다.

Figure 1: FEM model with 2 sub-structures
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여기에서 e는 결합부를 제외한 본체 부분이고, c는 

다른 부분구조와 결합부를 나타내고, 숫자 1, 2는 

부분구조 번호를 나타내고, {x}는 변위, {f}는 외

력, {f12}는 부분구조 사이에 주고받는 상호 작용력

을 나타낸다.

2.2 Guyan의 정축소와 부분모드를 이용한 자

유도 축소

식 (1)은 모델만 부분구조별로 한 것이기 때문에 

이대로 해석한다면 오히려 해석의 자유도가 결합부

의 자유도만큼 증가하여 해석상 이득이 전혀 없다. 
그래서 Guyan의 정축소법[2]이 등장하게 되는데 

Guyan의 정축소법을 이용하면 자유도가 결합부의 

자유도로 축소되어 자유도가 대폭적으로 줄어들게 

된다. 이 방법은 정적인 문제의 해법에는 수학적으

로 완벽하기 때문에 문제가 없으나, 진동문제에 적

용하면 고차로 갈수록 오차가 커진다. 이를 보완하

기 위하여 Hurty [3]와 Benfield [4]가 부분구조별로 

해석한 부분모드(component mode)를 이용하여 부

분구조의 진동모드를 추가로 채용함으로써 오차를 

현격하게 줄였고, Okuma et al. [5]은 결합부도 결

합부의 진동모드를 이용함으로써 한층 더 자유도

를 줄여서 구조물의 진동해석을 할 수 있게 하였

다. Tran [6]은 결합부 모드(interface modes)를 써서 

순환대칭 문제에 대하여 적용하였다.
여기에서는　Hurty와 Okuma가 제안한 2가지의 

부분모드합성법을 이용하여 진동방정식을 풀기로 

한다. 이 방법을 이용하면 자유도는 다음과 같이 

대폭적으로 축소된다.
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먼저 Hurty의 방법은 다음과 같다.
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여기에서 [T1]과 [T2]는 Guyan의 정축소 행렬이고, 
[φe]는 결합부를 완전 고정 상태로 가정한 부분구

조의 고유진동모드 행렬이다. 또 [φe]와 {}는 부

분구조 해석에서 채용한 모드의 수와 같은 자유도

를 가진다. 즉 두 개의 부분구조에서 채용한 부분

모드의 수와 결합부의 자유도의 합으로 전체 구조

물의 자유도가 축소되는 것이다. 식 (2)를 식 (1)에 

대입하고 [Tm]t를 앞에 곱하면 식 (3)과 같은 축소된 

자유도의 운동방정식을 얻을 수 있고, 이를 푼 다

음 식 (2)에 대입하면 원래의 변위를 구할 수 있다.
한편 Okuma는 결합부도 고유치 해석을 하여 저

차의 십 수개의 모드만을 채용함으로써 다음과 같

이 한층 더 자유도를 줄였다.
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여기에서 [T1], [T2], [φe]는 앞에서 설명한 바와 동

일하고, 추가하여 결합부의 모드 [φc]를 이용하여 

결합부의 자유도를 축소한다. {}는 결합부에서 

채용한 모드 개수의 자유도를 가지며 이들의 총합

으로 전체 구조물의 자유도를 축소하는 것이다. 식 

(4)를 식 (1)에 대입하고 [Tc]t를 앞에 곱하면 식 (5)
과 같은 축소된 자유도의 운동방정식을 얻을 수 

있고, 이를 푼 다음 식 (4)에 대입하면 원래의 변위

를 구할 수 있다.
식 (3)과 식 (5)에서 외력을 {0}으로 하면 자유진

동해석이 되어 고유진동수와 축약된 영역에서의 

고유진동모드를 구할 수 있다. 이를 다시 식 (2)와 

식 (4)에 대입하면 실제의 물리적 영역에서의 고유

진동모드를 얻을 수 있다.

3. 프로그램의 작성
3.1 부분구조 진동해석 프로그램의 구성

프로그램의 흐름은 다음과 같다. 먼저 전체 구

조물을 나누기 쉬운 몇 개의 부분구조로 나누고, 
각 부분구조를 적당한 유한요소로 나눈다. 각각의 

부분구조는 비결합부와 결합부로 나눈다. 각 부분

구조물에 대하여 비결합부만의 고유치 문제를 풀

고, 결합부는 모두 모아서 결합부만의 고유치 문

제를 푼다. 만약에 구조물 사이가 스프링으로 연

결되어 있으면 강결합으로 처리하지 않고 스프링

을 부가하여 해석한다.
구조는 크게 각 부분구조의 데이터를 이용하여 

결합 정보를 알아내는 선행 프로그램과 이를 이용

하여 고유진동수와 고유진동모드를 구하는 프로

그램과 주파수응답함수를 구하는 프로그램과 고

유진동모드를 구하는 프로그램으로 구성된다.

3.1 프로그램의 구조

Figure 2는 결합 정보를 나타내는 excel 파일의 

내용으로 메인 프로그램에 입력될 사항을 생성

하기 위한 선행 프로그램의 입력 내용이다. 

입력 입력　 설   명

1 　
1: 자동으로 결합점 찾음
2: 결합점 수동 입력
0: 작업 끝

1 2 1번과 2번 부분구조 연결

7 1 절점 7과 절점 1 연결

1 　 자동 결합

2 3 2번과 3번 부분구조 연결

7 1 절점 7과 절점 1 연결

0 　 구조 간 연결 끝

0 　 구조물간 스프링 없음

0 　 부가질량 없음

0 　 댐퍼 없음

Figure 2: Connection information between 
sub-structures for pre-processor in Excel file

Figure 3은 메인 프로그램의 입력 데이터를 생성

하기 위한 선행 프로그램을 보인다. 부분구조 사
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이의 결합 정보는 좌표 비교를 통하여 연결점을 

자동으로 찾는 방법과 수동으로 부분구조 사이의 

연결 정보를 입력하는 두 가지 방법을 사용한다. 
자동으로 찾을 경우는 구조물의 번호와 두 구조물

이 서로 연결되는 대표점 한 점을 입력하면 나머

지는 서로의 좌표를 비교하여 자동으로 찾아낸다.

grid_dat='pl_300_900' % Grid EXCEL file Name
ICOMP=1;  % No. of different sub-structure
sub=[cellstr('s1')];   % Sheet name of sub comp
KM=[cellstr('s1_km')];
      % [K], [M] file name
conn=['cn']; % Output sheet of connection inform
t_gird=['t_grid.dat'];      

% Output: Grid inform in global cord.
IDMND=40; % Highest order of N.F.
eval('pcms_main')

Figure 3: Pre-processor program to find connection 
information etc

3 부분구조의 개수

49 49 49 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

s1 s1 s1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

14 총 연결점 수

7 14 7 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

부분 구조물의 연결 절점 번호

7 14 21 28 35 42 49 　 　 　 　 　 　 　

1 7 8 14 15 21 22 28 29 35 36 42 43 49

1 8 15 22 29 36 43 　 　 　 　 　 　 　

합한 구조물의 연결점 절점 번호

1 2 3 4 5 6 7 　 　 　 　 　 　 　

1 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6 13 7 14

8 9 10 11 12 13 14 　 　 　 　 　 　 　

0 기초에 연결된 스프링 수

0 부분구조 사이의 스프링 수

0 부가질량 수

Figure 4: Connection information between 
sub-structures from pre-processor for main program

Figure 4는 선행 프로그램의 실행한 결과를 excel  
파일로 출력한 결합정보로 메인 프로그램의 입력  

                                              
                                              
                                            

데이터로 쓰인다. 부분구조물의 총 수효와 부분구 

조물의 강성 행렬과 질량 행렬의 파일 이름, 각 부

분구조물의 결합 점의 수, 결합 절점 번호, 결합 점

의 전체 수와 이들을 번호 매김한 정보, 기반과 연

결 여부, 구조물 사이의 스프링 개수, 부가 질량 부

가 여부 등의 정보로 구성되어 있다.  
Figure 5는 메인 프로그램으로 선행 프로그램에

서 얻은 정보를 이용하여 식 (3)이나 식 (5)를 풀어

서 고유진동수를 구하고, 축소된 자유도 영역에서

의 고유진동모드를 구하는 루틴을 보인다. 
ssm_main 프로그램은 Hurty의 방법이고, cms_main
은 Okuma의 방법으로 사용자가 선택한다.

Figure 6은 모드 형상을 출력하는 프로그램으로 

part를 ‘all’로 하면 모든 구조물을 하나의 그림으

로 part를 ‘part’로 하면 부분구조 별로 출력을 해주

도록 되어있다.
Figure 7은 주파수응답함수를 구하는 프로그램

으로 가진점의 위치, 응답점의 위치, 주파수 범위

와 츨력할 파일 이름을 입력하도록 되어있다.
이 예제에서는 1번 부분구조물의 1번 절점에 z

방향으로 단위충격력이 가해졌을 경우(force=[1 1 
3];), 1번 부분구조물의 1번 절점의 z방향 응답과 1
번 구조물의 43번 절점의 z방향 응답과 2번 구조

물의 25번 절점의 z방향 응답(resp=[1 1 3; 1 43 3; 
2 25 3];)을 0.5Hz에서 500Hz까지 0.5Hz 간격으로  

구하였다.

N_freq=60;    % No. of to find N.F.
grid.dat=['plate_900_300.xlsx'];
     % Grid data file name
eval('ssm_main'); % eval(‘cms_main’)

Figure 5: Program for finding FRF

grid_dat='s_grid_data'
part='all’
 % all이면 하나로, part면 부분구조 별로 그림

eval('surf_grid_main');

Figure 6: Program to draw natural vibration modes
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force=[1 1 3];
    % z directional force at nod 1 of sub 1
resp=[1 1 3; 1 43 3; 2 25 3];  
Freq_range=[0.5 0.5 500];
    % Freq. range: 0.5~500Hz
    % Interval is 0.5Hz
frf_f='plate_900_300.xlsx’
    % Output Excel file name
mode_f='mode_inf’
    % Output file of modal data
eval('frf_main');

Figure 7: Program to draw natural vibration modes

4. 적용 예
4.1 해석 모델

폭 300mm, 길이 900mm, 두께 5mm인 평판을 3
등분 하여 300x300(mm2)인 정사각형 평판 셋으로 

나누어서 개발한 프로그램으로 해석한다. 평판의 

밀도는 7860kg/m3, 종탄성계수는 205GPa, Poisson 
비는 0.3이고, 전혀 구속되지 않은 자유지지 상태

로 해석하고, 실험에서 자유지지를 실현하기 위하

여 철판에 작은 구멍을 두 곳에 뚫어서 공중에 매

달아 철판에 수직인 방향은 거의 구속되지 않게 

하여 실험한다.
Figure 8은 하나의 부분구조를 보인다. 

50x50(mm2)의 정사각형 요소로 분할하였고, 절점 

번호는 그림과 같이 1~49로 부여하였다. 이와 똑

같은 부분구조가 셋으로 된 되어있는 예에 대하

여 적용한다.

1 2 3 4 5 6 7

8

15

22

29

36

43

Figure 8: Sub-structure model

Figure 2는 선행 프로그램의 입력 데이터의 구조

이다. 맨 처음의 1은 자동 결합점 찾기를 의미하

고, 두 번째 줄의 1 2는 1번 부분구조와 2번 부분

구조가 서로 연결되어 있다는 뜻이고, 세 번째 줄

의 7 1은 1번 부분구조의 7번 절점과 2번 부분구

조의 1번이 연결되어 있다는 의미이다. 다시 1은 

또 자동 연결을 의미하고, 0이 나오면 더 이상 연

결 정보가 없음을 의미하고, 또 마지막 세 줄의 0, 
0, 0은 각각 기초에 연결된 스프링과 부분구조 사

이의 스프링과 부가질량이 없다는 것을 의미한다. 
만약 이들이 있으면 개수와 계수를 입력한다.

Figure 3은 선행 프로그램으로 변수 grid_dat은 

입력 데이터 파일의 이름이고, 변수 ICOMP는 서

로 모양이 다른 부분 구조의 개수이고, 따라서 이 

예제 문제에서는 전부 모양이 같으므로 1이다. 변
수 sub에는 부분구조의 데이터가 들어있는 Excel의 

file의 sheet 이름이고, KM은 부분 구조의 강성행렬

과 질량행렬의 파일 이름이고, IDMND은 구하고자 

하는 고유진동수의 개수이다. 나머지 변수들은 출

력 파일을 정의하므로 문제 별로 따로 폴더를 관

리한다면 손대지 않아도 된다.
Figure 4는 선행 프로그램의 출력 결과로, 3개의 

부분구조로 되어있고, 각 부분구조는 49개의 절점

을 가지고 있으며, 1번 구조물은 7점이 2번 구조물

과 연결되어 있는데 그 절점 번호가 7, 14, ... 49임
을 알 수 있다. 2번 구조물은 14점이 연결되어 있

고, 그 절점 번호가 1, 7, ... 49임 등을 알 수 있다. 
또한 연결점에 대하여서는 1번부터 14번의 번호가 

부여되는데 같은 번호는 부분구조가 서로 연결되

어 있다는 것을 의미한다.
또 마지막의 0, 0, 0은 각각 기초에 연결된 스프

링의 개수, 부분구조 사이의 스프링 개수, 부가질

량의 개수 등을 의미하고, 만약 이들이 있으면 개

수와 계수를 입력한다. 만약 부분구조 사이가 스프

링으로 연결되어 있으면 연결점에 같은 번호를 부

여하지 않고 다른 번호를 부여한다.

4.2 해석 결과

Table 1은 개발한 프로그램을 이용하여 계산한 

고유진동수와 충격시험으로 구한 고유진동수를 비

교한 것이다. exp는 실험결과이고, ssm은 Hurty의 

방법으로 계산한 결과이고 cms는 Okuma의 방법으
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로 계산한 결과이고, err은 실험을 기준으로 한 오

차율(%)을 나타낸다. 두 방법 모두 실험과 아주 잘 

일치하는 것을 알 수 있다. 실험 결과는 단순히 주

파수응답함수에서 피크 점을 읽은 결과이므로 곡선

맞춤법 등으로 계산하면 더 잘 맞을 것으로 기대된

다. 8차와 9차는 중근으로 여러 점을 이용하여 곡

선맞춤법으로 계산하면 추출해 낼 수 있을 것이다.

Table 1: Natural frequencies of the structure
Order 1 2 3 4 5 6 7
exp 33.0 59.5 91.0 125.5 178.5 204.0 291.5 
ssm 32.5 59.8 90.4 126.3 178.0 206.0 291.3 

ssm err -1.37 0.49 -0.65 0.65 -0.28 0.96 -0.08 
cms 32.5 59.8 90.4 126.3 178.0 206.0 291.3 

cms err -1.37 0.49 -0.64 0.65 -0.25 0.96 -0.06 
Order 8 9 10 11 12 13 14
exp 300.5 300.5 328.5 387.5 422.0 448.0 485.5 
ssm 303.8 304.6 332.7 391.8 426.8 450.0 493.0 

ssm err 1.08 1.35 1.29 1.11 1.13 0.44 1.54 
cms 303.8 304.7 332.8 391.9 426.8 450.3 493.0 

cms err 1.11 1.38 1.31 1.13 1.14 0.51 1.55 

Figure 9 ~ Figure 12은 강체 모드를 제외한 구조

물의 고유진동모드를 보인다. 예견할 수 있는 진

동모드가 차례로 나타나고 있음을 알 수 있다. 
Figure 13는 보다 고차의 진동모드를 보이기 위하

여 중간의 진동모드는 생략하고 14차의 고유진동

모드를 보인 것이다. 
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Figure 9: 1st natural mode shape(1st bending mode) 
at 32.5Hz

0 200 400 600 800 1000 0

100

200

300

-1

-0.5

0

0.5

1

Figure 10: 2nd natural mode shape(1st twisting 
mode) at 59.8Hz
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Figure 11 3rd natural mode shape(2nd bending mode) 
at 90.4Hz
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Figure 12 4th natural mode shape(2nd twisting mode) 
at 126.3Hz
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Figure 13: 14th natural mode shape at 426.8Hz

4.3 해석 결과의 분석

Table 1에서 알 수 있듯이 고유진동수가 실험과 

해석이 거의 완벽하게 일치함을 알 수 있고, Figure 
9~Figure 13에서 알 수 있듯이 고유진동모드도 예

상한 바와 같이 규칙적으로 잘 나타나고 있다.
Table 2는 구조물을 그대로 유한요소법을 적용

했을 경우와 개발한 프로그램을 적용했을 경우의 

자유도의 감소에 대한 것이다. 원 구조물의 자유도

는 798이지만, 해석은 부분구조 별로 이루어졌기 

때문에 294자유도에 대하여서만 해석하면 되고, 이
들의 결과를 이용한 축약된 구조물의 자유도는 

200에 불과함을 알 수 있다.

Table 2: Degrees of freedom each part

part DOF

original structure 19*7*6=798

a sub-structure 7*7*6=294

combined parts 14*6=84

DOF adoted at sub-structure 50*3=150

DOF adoted at combined parts 50

total DOF used in cms program 150+50=200

실제의 구조물에 적용하면 이의 효과는 훨씬 더 

극적으로 나타난다. 예를 들어 10,000점으로 분할

된 구조물의 자유도는 60,000이지만, 이를 10개의 

부분구조로 분할하면 각 부분구조의 자유도는 대

략 6,000정도일 것(실제로는 결합점이 양쪽 구조물

에서 다 같이 잡히기 때문에 수백 자유도 정도가 

늘어남)이고, 각 부분구조의 채용 자유도는 여전히 

20~50이면 충분하므로 축약된 모델의 자유도는 수 

백으로 충분하게 된다. 개인용 계산기를 이용할 경

우 메모리를 8GB로 하고, 가상 메모리를 늘여도 

질량행렬과 강성행렬을 60,000*60,000으로 잡고 다

른 변수들에 대하여서도 변수를 할당하면 계산이 

불가능하게 된다. 그러나 제안한 방법을 이용하면 

최대 부분구조의 자유도인 6,000*6,000 정도의  행

렬 서너 개만 잡으면 되기 때문에 별 무리 없이 계

산을 수행할 수 있다. 계산기의 용량 문제뿐이 아

니고 당연히 행렬의 크기가 커지면 고유치 문제의 

풀이 등 연산 과정에서 계산 시간도 기하급수적으

로 늘어나게 된다.
해석에 사용된 구조물은 단순하기 때문에 고유

진동모드를 하나의 그림으로 표시해도 좋으나, 구
조물이 복잡한 경우에는 각 부분구조 별로 떼어내

서 그림을 그릴 수 있다.

4. 결  론
본 연구에서는 Matlab을 이용하여 구조물의 진

동해석 프로그램을 개발하여서 실제 구조물에 적

용한 결과 다음과 같은 결론을 얻었다.
(1) 최소한의 입력만으로 사용자가 쉽게 사용할 

수 있는 부분구조모드합성법에 의한 진동해석 프

로그램을 개발하였다.
(2) 실제 구조물에 적용하여 고유진동수를 오차  

1.6% 이내로 정확하게 계산할 수 있었다.
(3) 부분구조의 모드를 사용하여 계산 자유도와 

계산 시간을 대폭으로 줄일 수 있었다.
(4) 고유진동모드는 전체 구조물을 함께 보는 방

법과 부분구조 별로 보는 방법을 선택할 수 있게 

하였다.
이상에서 알 수 있듯이 모든 과정을 사용자가 

최소한의 노력으로 사용할 수 있는 프로그램 환경

을 만들었고, 해석 정도 또한 높은 것을 확인할 수 

있었다.
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