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1. 서 론
차량 동역학 해석연구에 있어서 가장 중요하게 고려되는 인자 중 

한 가지는 계산 효율성인데 이는 계산 효율이 실시간 해석 가능성과 

직결되기 때문이다. 특히, 차량 시뮬레이션은 HILS(hardware in 

the loop simulation)와 OILS(operator in the loop simulation)

로 확대 적용되고 있는데, 두 가지 모두 실시간 해석을 전제로 한다

는 점에서 계산 효율의 중요성을 다시 한 번 확인할 수 있다[1,2]. 

상기된 뉴턴방법의 문제점을 보완하고자 근사화된 자코비안 행

렬(approximated Jacobian)을 이용하여 자코비안 생성에 소요되

는 시간을 감축시키는 방법이 제안된 바 있다[3]. 본 논문은 더 나아

가 자코비안 갱신을 요구하지 않는 뉴턴방법을 제안하고자 한다. 

즉, 시뮬레이션 전에 LU-분해된 자코비안 행렬을 저장하여 계속적

으로 사용하는 개념으로 매 뉴턴 반복과정에서는 지배방정식의 생

성과 역치환(back-substitution)만이 필요하게 되며 이를 통하여 

시뮬레이션 효율성을 향상시키는 것이다.

제안하는 방법은 차량이라는 다물체 시스템에 있어 모든 바디

는 차체(chassis body)에 대하여 제한된 운동을 한다는 점을 활용

하는 것이다. 이를 위해 운동방정식, 구속조건, 그리고 일반힘이 

관성좌표계가 아닌 차체부착 좌표계를 기준으로 공식화되었다. 차

체를 모든 강체의 기저(base)로 활용하여 계산속도 향상을 도모하

는 연구는 이미 제안된 바 있다. 예를 들어 Bae[4] 등은 상대좌표



Jong Su Kang, Jun Hyun Lim, Dae Sung Bae

338

(relative coordinates)와 명시적 적분방법(explicit integration 

method)을 사용하여 차체를 기준으로 하는 차량해석방법을 제안

하였으며, Kim 외[5]은 가상 기준강체를 각 시스템(sub-system)

에 설정하여 차체에 대하여 독립적으로 해석하는 sub-system 

synthesis 방법을 제안하였다.

본 논문은 암시적 적분방법인 뉴턴방법과 직교좌표(Cartesian 

coordinates)를 바탕으로 실시간 차량 시뮬레이션을 구현하는 방

법에 대한 연구로, 본 논문을 통해 참고문헌[6]에서 제안된 방법의 

운동방정식, 구속조건, 그리고 일반 힘을 공식화하는 일반화된 절

차 및 기존공식과의 관계를 제공하고자 한다.

2. 차체좌표계 기준의 기구학적 관계식
본 연구에서 i 강체에 대한 직교 일반좌표는 다음과 같다.

 TT
i

T
ii θrq  (1)

여기서, θ는 관성좌표계에 대한 i 강체 좌표계의 오일러 회전각으

로 A로 변환가능하다[7]. 기존의 방법에서 변분(variation)을 위

한 i 강체의 가상변위벡터 δ Z는 참고문헌[8]과 같이 설정될 수 

있다.

 TT
i

T
ii

c πrZ  (2)

여기서, 위첨자 c는 기존방법(conventional method)을 의미한다. 

또한, δπ′는 A
δπ로 정의되며, δπ′ 또는 δπ는 δθ로 변환될 

수 있다[9].

차체부착 좌표계관점의 공식화를 위하여 Fig. 1과 같이 다음의 

변수가 정의되었다[6].

cici rrr  , i
T
cci AAA  (3)

여기서, 아래첨자 c는 차체(chassis)를 의미한다. 제안방법에서 i 

강체에 대한 가상변위벡터 δ  Z는 다음과 같이 설정되었다[6].

 TT
cci

T
ccii

p
,, πrZ  (4)

여기서, 위첨자 p는 제안방법(proposed method)를 의미한다. 또

한, δr′ 와 δπ′ 는 각각 A
δr와 A

δπ이며, δr와 δπ 는 

식 (3)에 변분을 취한 식으로 아래와 같다.

cici rrr  , cici πππ   (5)

따라서, 기존방법과 제안방법의 가상변위벡터 관계는 다음과 같

다[6].

)( ,ccicci rrAr  , 

)( ,ccic
T
cii ππAπ  (6)

유사하게 기존 및 제안방법의 속도벡터 관계는 다음과 같다.

)( ,ccicci rrAr   ,

)( ,ccic
T
cii ωωAω  (7)

여기서, ω′= A
ω이고, ω′= A

ω 이다. 그리고, ω′= A
ω= 

A
 (ω－ω) 이다. 또한, 식 (7)을 미분함으로써 기존 및 제안방법

의 가속도벡터 관계는 다음과 같이 구해진다[6].

)(~)( ,, ccicccccicci rrωArrAr   (8)

)(~)( ,,, ccic
T
cicciccic

T
cii ωωAωωωAω   (9)

제안방법에서 차체 자체의 가상변위벡터는 δ Z = [δr′   δπ′  ]

를 사용하므로 식 (6), (7), (8)에 i=c를 대입함으로써 차체에 대한 

가상변위, 속도, 가속도들의 관계식은 다음과 같다.

ccc rAr  (10a)

ccc rAr   (10b)

)~( ccccc rωrAr   (10c)

Fig. 1 Kinematic relationship between two adjacent bodies via 
the chassis body
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3. 구속조건
기존방법에서 i 강체와 j 강체 간 조인트 구속조건 Φ는 r, A, 

r와 A의 함수로 식 (2)에 정의된 가상변위벡터를 이용하여 변분

을 취하면 다음과 같다[8].

0πΦrΦπΦrΦΦ πrπr   jjii jjii
(11)

여기서, 자코비안 행렬 Φ 은 δΦ/δr 등으로 정의된다. 한편 제안방

법에서 Φ는 식 (4)에 정의된 가상변위벡터를 이용하여 변분을 취

하면 다음과 같다[6].

0πΦrΦ

πΦrΦ

πΦrΦΦ

πr

πr

πr













cc

ccjccj

ccicci

cc

ccjccj

ccicci

,,

,,

,,

,,

(12)

식 (12)에 식 (6)을 대입함으로써 아래의 식이 구해진다.

0πAΦAΦ

rAΦΦ

πAΦrAΦ

πAΦrAΦΦ

ππ

rr

πr

πr
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T
cj

T
ci

cc

ccj
T
cjccjcj

cci
T
ciccic

ji

ji

j

ii

)(

)(

,,

,,

(13)

따라서, 식 (12)와 식 (13)를 비교하면 아래와 같은 기존 및 제

안방법에서의 구속조건 자코비안 관계에 대한 일반식을 얻을 수 

있다.

T
cic icciicci

AΦΦAΦΦ ππrr  
,,

,  (14a)

T
cjc jccjjccj

AΦΦAΦΦ ππrr  
,,

,  (14b)

cjic
AΦΦΦ rrr )(   (14c)

)( T
cj

T
ci jic

AΦAΦΦ πππ    (14d)

이 때 Φ =－Φ이므로 식 (14c)는 간단히

0Φr c (14c')

이며, 한편 식 (14d)는

ccjccic ,, πππ ΦΦΦ   (14d')

로 표현될 수 있음에 주목하자. 따라서, 차체기준 구속조건 자코비

안을 구하기 위한 별도의 계산이 요구되지 않음을 알 수 있다. 

예를 들어, 아래의 식과 같이 i 강체 부착벡터인 h와 강체간 연결

벡터 d간의 직교조건을 정의하는 dot-2 구속조건을 고려해 보자.

0),(2  ij
T
iiji

d Φ dhdh  (15)

여기서, Fig. 1과 같이 d=r+As′－r－As′로 정의되었다. 기

존방법에서 식 (11)에 대응하는 dot-2에 대한 자코비안은 다음과 

같다.

T
i

T
i

d

i
AhΦr 2

 (16a)

)~~
(2

iiij
T
i

T
i

d

i
sAdAhΦπ   (16b)

T
i

T
i

d

j
AhΦr 2

 (16c)

jj
T
i

T
i

d

j
sAAhΦπ
~2   (16d)

식 (16)은 관성좌표계에 기준하여 표현되는 A, A, d의 함수

로 차량의 주행에 따라 많은 변화량을 가진다. 반면, 제안방법에서 

식 (16)에 대응하는 자코비안은 식 (14)에 따라 다음과 같다.

T
ci

T
i

d

cci
AhΦr  ,

2

 (17a)

)~~
( ,

2

,

T
ciicij

T
ci

T
i

d

cci
AsdAhΦπ   (17b)

T
ci

T
i

d

ccj
AhΦr  ,

2

 (17c)

T
cjjcj

T
ci

T
i

d

ccj
AsAAhΦπ

~
,

2   (17d)

여기서, d=A
d이며, = A

A관계가 이용되었다. 식 

(17)은 차체부착좌표계에 기준하여 표현되는 A, A, d의 함

수이므로 그 변화가 차체에 대한 상대변화량으로 제한된다는 점을 

주목해야 한다. 

한편, 각각 i 강체와 j 강체에 부착된 두 점 Ρ와 Ρ의 일치조건을 

정의하는 spherical 구속조건은 다음과 같이 표현될 수 있다.

  0sArsArAΦ  )(, iiijjj
T
cji

sph PP (18)

기존방법에서의 자코비안은 다음과 같다.

T
c

sph

i
AΦr  (19a)

ici
sph

i
sAΦπ
~ (19b)

T
c

sph

j
AΦr  (19c)
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jcj
sph

j
sAΦπ
~ (19d)

이 때, Φ 와 Φ는 A의 함수로 변화량이 크게 된다. 보다 

일반적인 spherical 구속조건은

  0sArsArΦ  iiijjjji
sph PP ,* (20)

인데, 이 경우의 자코비안을 기존방법으로 계산하면 아래와 같다.

IΦr 
i

sph*

 (21a)

ii
sph

i
sAΦπ
~*   (21b)

IΦr 
j

sph*

 (21c)

jj
sph

j
sAΦπ
~*  (21d)

이 경우는 Φ′와 Φ′가 각각 A와 A의 함수로 변화량

이 크게 된다. 즉, Φ와 Φ 경우 모두 기존방법으로 변분을 

취하는 경우 자코비안 성분의 일부는 관성좌표계에 대해 큰 변화량

을 갖도록 전개되어 진다. 하지만, 제안방법의 경우 자코비안은 식

(22)와 같이 차체좌표계에 기준하는 성분만으로 표현되어 자코비

안에 있어 큰 변화량이 발생하지 않는다.

IΦr  cci

sph

,  (22a)

T
ciici

sph

cci
AsAΦπ

~
,

  (22b)

IΦr  ccj

sph

,  (22c)

T
cjjcj

sph

ccj
AsAΦπ

~
,

  (22d)

4. 일반힘
직교 일반힘(Cartesian generalized force) Q에 의해 구속조건

을 만족하는 가상변위 δZ 동안 행해진 가상일(virtual work)은 다

음과 같다.

QZTW   (23)

식 (23)은 식 (2)를 이용하여 기존방법에서 i 강체와 j 강체 사이

에 작용하는 일반힘으로 아래와 같이 표현된다[8].

jr
cT

jjt
cT

jir
cT

iit
cT

iW ,,,, QπQrQπQr   (24)

여기서, Q와 Q는 각각 기존방법에서의 일반힘의 병진

(translation) 및 회전(rotation) 성분이다.

한편, 제안방법에서 식 (23)은 아래와 같다.

cr
pT

cct
pT

c

jr
pT

ccjjt
pT

ccj

ir
pT

cciit
pT

cciW

,,

,,,,

,,,,

QπQr

QπQr

QπQr







 (25)

식 (25)에 식 (6)을 대입하므로써 아래의 식이 구해진다.
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)(

,,

,,

,,,,

,,,,

jr
c

cjir
c

ci
T

c

jt
cT

cit
cT

c
T

c

jr
c

cj
T

ccjjt
cT

c
T

ccj

ir
c

ci
T

cciit
cT

c
T

cciW

QAQAπ

QAQAr

QAπQAr

QAπQAr









(26)

따라서, 식 (25)와 식 (26)을 비교하면 아래와 같은 기존방법과 

제안방법에서의 일반힘간의 일반 관계식을 얻을 수 있다.

ir
c

ciir
p

it
cT

cit
p

,,,, , QAQQAQ  (27a)

jr
c

cjjr
p

jt
cT

cjt
p

,,,, , QAQQAQ  (27b)

)( ,,, jt
c

it
cT

cct
p QQAQ  (27c)

jr
c

cjir
c

cicr
p

,,, QAQAQ  (27d)

이 때, 구속조건 자코비안과 유사하게 Q=－Q이므로 식 

(27c)는 간단히

0Q ct
p

,  (27c')

이며, 한편 식 (27d)는

jr
p

ir
p

cr
p

,,, QQQ   (27d')

로 쓸 수 있다. 따라서, 차체부착 좌표계기준의 일반힘을 구하기 

위한 별도의 계산은 요구되지 않는다. 

5. 운동방정식
i 강체에 대한 변분형태 뉴턴-오일러 운동방정식은 아래와 같다.

0)()(  iii
T

iiii
T
i m τωJπfrr   (28)
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여기서, m와 J′는 각각 i 강체의 질량과 j 강체좌표계에서 표현된 

관성텐서행렬이며, f와 τ′는 각각 관성좌표계 기준의 외부힘 벡

터와 i 강체 좌표계 기준의 토크벡터이다. 식 (28)을 전체 강체에 

대해 확장을 하고, 라그랑지 승수(Lagrange multiplier) 이론을 적

용하면, 구속조건 Q를 만족하는 운동방정식은 다음과 같다[8].

0λΦQYMF Z  Tccccc   (29)

여기서, 

 TT
nbd

cTcTcc YYYY  ,,, 21 ,

 TT
i

T
i

T
i

c ωrY    (30)

),,,(diag 21 nbd
c MMMM  , 












i

i
i

c m

J0

0I
M

 (31)

 TT
nbd

cTcTcc QQQQ ,,, 21  , 

 TT
i

T
ii

c τfQ   (32)

이며, nbd는 강체 개수이다.

식 (28)의 δr, δπ′, , ώ′에 식 (6)과 식 (8)과 (9)를 적용하면 

아래와 같이 차체를 기준으로 하는 운동방정식이 얻어진다.
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식 (28)의 i가 c(차체)인 경우, 운동방정식은 아래와 같다.

    0~  ccc
T

ccccc
T
ccc

T
c mm τωJπrωfArr   (34)

전체 강체에 대해 확장을 하여 식 (29)와 같은 형태를 만들면 

다음과 같다[6]. 

0λΦQYMF Z  Tppppp   (35)

여기서,
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6. 뉴턴 적분법
뉴턴방법 (Newton's method)의 적용에 있어, 해를 p = [q , v , 

a , λ ]로 설정하였을 때, 운동방정식 F = 0(∈R) (여기서, 

nc는 직교일반좌표 개수, 즉 6×nbd), 위치, 속도, 가속도 수준의 

구속조건식 Φ = 0(∈R),  = 0,  = 0 (여기서, m은 구속조건

식의 개수), 그리고  = v와  = a의 합성은 과결정 미분대수방정

식(ODAE, overdetermined differential algebraic equations)를 

구성한다. 이 ODAE에 tangent space method를 적용함으로써 다

음과 같이 미지수의 개수 (3nc+m)와 일치하는 비선형 시스템 방정

식이 생성된다.
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(42)

여기서, , , 그리고 는 적분계수에 의해 결정되며, 행렬U∈ 

R×는 정방행렬 [Φ  U]가 특이행렬이 되지 않도록 설정

된다[10]. 

뉴턴방법에 따라 HΔp=－H에서 역치환(back substitution)으

로 Δp를 구한 후, 해를 갱신(즉, p = p＋ Δp)하는 과정을 반복

함으로써 보정(correction)이 수행된다. 이 때, 시스템 자코비안 H

의 생성과 LU-분해(LU-decomposition)에 가장 많은 시간이 소요
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되므로, 계산시간의 단축을 위해서 H의 갱신주기가 조절되어진

다. 본 논문에서는 스텝마다 한 번씩만 H를 갱신하는 것을 종전의 

방법으로 설정하였다. 제안방법은 Newton chord법[11]을 적용하여 

초기(즉, t=0) 를 통해 H  를 생성 및 LU-분해하고 이를 저장

한 후 전 시뮬레이션 시간동안 갱신없이 사용하는 것이다. 따라서, 

Fig. 2와 같이 실시간 시뮬레이션 중에는 자코비안 계산에 소요되

는 시간은 없으며 오직 H(p)를 새롭게 생성하여 역치환만을 수행

하게 된다. 이 때, 기존방법과 제안방법의 Δp는 상이하므로 서로 

다른 절차를 거쳐 벡터 p가 갱신된다. 구체적인 위치벡터 갱신 절

차는 기존 및 제안방법 각각 서로 다른 절차를 거치며 다음과 같이 

갱신된다.

기존방법에서는 [δr
  δπ′  ]이 가상변위벡터로 설정되어 있으

므로 i 강체의 위치 및 자세에 대한 Δq는 Δr와 Δπ′이며, 일반좌표 

r와 θ의 Newton 갱신은 다음과 같이 행해진다.

i
n
i

n
ii

n
i

n
i θθθrrr   11 , (43)

여기서, Δθ는 Δπ(＝AΔπ′)의 함수로 위식에 선행하여 계산되

어야 한다. 한편, 제안방법은 가상변위벡터가 [δr′  δπ′ ]로 설

정되었으므로 Δr′ 와 Δπ′ 를 이용하여 다음의 단계를 거쳐 갱신

된다.

1단계 ci
n
ci

n
cicci

n
c

n
ci

n
ci θθθrArr   1

,
1 ,  (44)

2단계 
111111 ,   n

ci
n
c

n
i

n
ci

n
c

n
i θθθrrr  (45)

  (a) Conventional Method            (b) Proposed Method

Fig. 2 Flow charts of (a) the conventional method and (b) the 
proposed method

7. 해석결과
제안된 일반관계식의 검증을 위하여 Fig. 3과 같이 전․후륜 모두 

더블 위시본 타입의 현가장치, 조향장치 및 파워트레인 시스템을 

갖는 전 차량 모델을 이용하였다.

모의실험은 2개의 주행조건에 대해 수행하였는데, 하나는 차량

을 60 km/hr로 주행시킨 후, rack and pinion조인트를 Fig. 4(a)와 

같이 조향하여 J-turn 시뮬레이션을 수행하였고, 다른 하나는 차량

이 40 km/hr로 주행 중 Fig. 4(c)와 같은 범프를 통과하는 bump 

pass 시뮬레이션을 수행하였다. 

수행된 2개의 주행조건에 대해 기존방법과 제안방법으로부터 계

산된 결과가 비교되어졌다. 모든 시뮬레이션은 상용프로그램인 버

추얼모션사의 다풀(DAFUL) 프로그램을 기반으로 수행되었으며, 

3.5 GHz PC를 이용하여 1 ms로 고정된 스텝사이즈에서 이루어

졌다. 

Fig. 4(b)와 4(d)는 각각 J-turn 및 bump-pass 주행조건에서 차

체의 횡방향 및 종방향 가속도를 보여주고 있는데, 두 방법의 결과

가 매우 유사함을 확인할 수 있다.

일정한 스텝(1 ms)당 소요되는 계산시간은 J-turn의 경우 기존

방법 1.03 ms, 제안방법 0.43 ms였으며, bump-pass의 경우에는 

기존방법 0.52 ms, 제안방법 0.24 ms였다. 따라서, 제안방법이 기

존방법 대비 약 57%의 계산시간 절감효과가 있음을 알 수 있었다.

Fig. 3 Illustration of the vehicle model used in the simulations: 
(upper) front right suspension, steering and powertrain 
system, (lower) rear right suspension



Journal of the Korean Society of Manufacturing Technology Engineers 23:4 (2014) 337~344

343

Fig. 4 Simulation results from the conventional (solid) and 
proposed (dashed) methods during (b) J-turn and (d) 
bump-pass simulations; (a) and (c) are simulation inputs

8. 결론 및 고찰
본 연구는 실시간 차량 시뮬레이션을 위한 자코비안 갱신이 불필

요한 뉴턴 적분방법을 제안한다. 기존의 직교 일반좌표를 이용하는 

방법에서는 시스템 자코비안의 성분들이 고정된 관성좌표계에 기

준하여 표현됨에 따라, 차량의 운동에 따른 자코비안의 변화량이 

크므로, 뉴턴방법을 사용함에 있어 자코비안이 주기적으로 새롭게 

생성되어야만 한다. 제안방법에서는 차량의 기준강체라고 할 수 있

는 차체에 부착된 좌표계를 기준으로 운동방정식, 구속조건 및 일

반힘이 표현되었다. 따라서, 시스템 자코비안의 변화량 역시 차체

좌표계에 상대적인 변화량으로 제한되며 이를 통해 자코비안 갱신

이 불필요한 뉴턴방법을 가능케 하였다. 

뉴턴반복을 통해 해를 찾아가는 뉴턴 적분법을 이용한 해석에 

있어, 반복횟수가 해석시간에 영향을 준다. 기존방법의 경우 매 시

간스텝에서 자코비안을 갱신하므로 초기 자코비안을 갱신없이 사

용하는 제안방법에 비해 수렴성이 일반적으로 우수하다고 할 수 

있겠다. 본 논문에서 수행된 시뮬레이션은 1 ms라는 매우 작은 스

텝사이즈를 적용하여 두 방법간의 수렴성에 큰 차이는 없었으나 

(즉, 두 방법 모두 1~2회의 뉴턴반복만으로 수렴됨), 10 ms 같은 

상대적으로 큰

스텝사이즈를 적용할 경우 두 방법 간 수렴성에 차이를 보일 수 

있을 것으로 판단되며 이에 대한 연구가 추후 진행될 것이다. 

제안된 방법은 직교좌표(Cartesian coordinates)를 기반으로 뉴

턴적분 방법을 이용하는 다물체 차량 시뮬레이션에 특화되어 적용

가능한 방법이다. 하지만, 차량 이외에도(차량의 경우 차체와 같은) 

기준강체가 오로지 한개만 존재하며 시스템내의 모든 강체들이 그 

기준강체와 제한된 상대운동을 갖는 경우 제안방법의 적용을 고려

해 볼 수 있다. 반면 시스템내의 강체간 상대운동이 큰 폭으로 일어

나는 경우 설령 기준강체를 설정하고 그 강체에 대해 상대적인 자

코비안을 구한다고 할지라도 자코비안의 변화량이 커서 제안방법

을 적용하긴 어렵다고 판단된다.

본 논문에서는 운동방정식, 구속조건, 그리고 일반 힘을 차체좌

표계 기준의 방법으로 공식화하는 일반화된 절차를 기존의 관성좌

표계 기준의 방법과 비교 예시함으로써 구속조건 및 일반 힘의 종

류에 상관없이 편리하게 제안방법을 구현토록 하였으며, 전 차량 

모델을 바탕으로 J-turn과 bump-pass 조건에서 검증하였다. 제안

방법은 본 논문에 설명된 기존 방법과의 일반화된 관계식을 이용하

여 기존 프로그램을 활용하여 용이하게 구현될 수 있다.

 

Nomenclature

 

A: orientation matrix of the ′ ′ ′  reference frame

d : connection vector from ′′′′′′  to ′′′′′′
(∴ d′=A

d)

r : position vector of the ′ ′ ′  reference frame 

s : vector from ′′′  to ′′′′′′  in the body i

(∴  ′   ,  ′ : constant vector)

 : inertial reference frame

′′′  : reference frame of body i 

′′′′′′  : joint reference frame of body i 

δr : virtual displacement of the body i with respect to the 

inertial reference frame

δπ : virtual rotation of the body i with respect to the inertial 

reference frame
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