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초록 본 연구에서는 불확도 표현 지침서 의 불확도 평가 방법을 보완하기 위해 몬테카를로 : ISO GUM( ) , 

방법 을 적용한 불확도 해석 프로그램을 개발하고 과 의 평가 결(Monte Carlo Method, MCM) , MCM GUM

과를 비교하였다 그 결과 다음과 같은 결과를 도출하였다 첫째 측정량의 확률 분포가 정규 분포가 아. . , 

닌 때에도 방법은 정확한 포함 구간을 제공한다 둘째 정규 분포가 아닌 다른 분포들 몇몇 개가 MCM . , 

합성되는 경우 그 확률 분포가 정규로 보이더라도 실제로는 정규가 아닌 경우가 있으며 이의 판단은 , 

합성 분산의 확률 분포로 할 수 있다 셋째 자유도가 낮은 형 불확도가 불확도 평가에 포함된 경우 . , A

은 포함 구간을 저평가하는 것을 알 수 있었고 이러한 저평가 문제는 형 표준 불확도에 분포의 GUM , A t-

표준 편차를 곱해주면 사라지는 것을 알 수 있었다 이 경우 합성 분산의 유효 자유도는 확장 불확도 . 

계산에 불필요하고 신뢰의 수준 의 포함 인자는 이 적정한 것을 알 수 있었다, 95 % 1.96 .

Abstract: To supplement the ISO-GUM method for the evaluation of measurement uncertainty, a simulation 

program using the Monte Carlo method (MCM) was developed, and the MCM and GUM methods were 

compared. The results are as follows: (1) Even under a non-normal probability distribution of the measurand, 

MCM provides an accurate coverage interval; (2) Even if a probability distribution that emerged from 

combining a few non-normal distributions looks as normal, there are cases in which the actual distribution is 

not normal and the non-normality can be determined by the probability distribution of the combined variance; 

and (3) If type-A standard uncertainties are involved in the evaluation of measurement uncertainty, GUM 

generally offers an under-valued coverage interval. However, this problem can be solved by the Bayesian 

evaluation of type-A standard uncertainty. In this case, the effective degree of freedom for the  combined 

variance is not required in the evaluation of expanded uncertainty, and the appropriate coverage factor for 95 

% level of confidence was determined to be 1.96.

Corresponding Author, fractals@kogas.or.kr

2014 The Korean Society of Mechanical EngineersⒸ 



하영철 허재영 이승준 이강진· · ·648

 적합 수행 순번: MCM 

 : 측정량의 확률 변숫값 난수 생성 개수( )  

 불확도 성분의 개수: 

 중심이 : 이고 표준 편차가 인 정규

분포  

 측정값의 개수 유효 자유도 : (    )

   : 오더 곧 크기 (order), 의 근방을 나타냄

 신뢰의 수준 공학에서는 보통 : ( 0.95) 

 : 의 균일 분포 확률 변수

 : 의 균일 분포 확률 변숫값 난수( )

 ,  : 이 두 개일 때 로 구분한 것1, 2

 : 이 여럿일 때 번째 확률 변숫값i 

 실험 표준 편차 또는 표본 표준 편차: 

 : ~까지의 균일 확률 분포, ,  포함 

 : ~까지의 균일 확률 분포,  불 포함 

 합성 표준 불확도: 

 입력량의 확률 변수: 

 입력량의 확률 변숫값 난수: ( )

  : 가 두 개일 때 로 구분한 것1, 2

 측정량 출력량 의 확률 변수: ( )


 : 확률 벡터 곧 확률 변수 ,  를 여러 개 

묶은 것  

 측정량의 확률 변수 : Y의 실현 값

 측정량의 평균값: 

 신뢰의 수준 : p 의 아래쪽 포함 구간%

  측정량 Y의 기댓값이 이면 확장 불확도 0

 신뢰의 수준 : p 의 위쪽 포함 구간%

 측정량 Y의 기댓값이 이면 확장 불확도 0

 : 표준 정규 분포   을 따르는 확률 

 변숫값 난수( )

그리스문자

 몬테카를로 시뮬레이션의 수렴 기준값: 

 자유도: 

서 론1.  

서로 다른 국가에서 이루어지는 측정 결과를 

쉽게 비교하기 위해 국제표준화기구 는 측, (ISO) “

정불확도 표현 지침서(Guide to the expression of 

uncertainty in  measurement, GUM(1) 를 년에 )” 1993

발간하였다 년 개정 년도에는 일부 내용(1995 , 2008

을 보충한 JCGM 100(2)이 발간됨 이후 이 지침). 

서에 따라 측정 불확도를 구하고 표현하는 추세

가 전 세계적으로 확산되었고 이에 따라 우리나, 

라도 을 바탕으로 하는 체계를 GUM KOLAS 2001

년에 도입하여 산업이나 상업적 분야의 교정 시·

험에 적용해오고 있다. 

의 기본 원칙은 불확도 체계는 가능한 한 GUM

단순하게 하되 불확도 평가는 정확하게 하는 것, 

이다 이에 따라 개별 불확도와 합성 불확도 평. 

가는 기존보다 매우 단순화되었고 단순화에 의, 

해 발생하는 합성 표준 불확도(combined standard 

이하 의 불확도는 확장 불확도 uncertainty, CSU)

결정 시 포함인자 를 정규 분포일 (coverage factor)

때보다 크게 함으로써 보상한다 합성 표준 불확. 

도의 불확도가 발생하는 실제 원인은 형 불확A

도 평가 곧 통계적인 분석에 의한 평가 시 분, t-

포의 표준 편차를 고려하지 않은데서 비롯된다.

평가 방법의 독특한 점은 통계량  GUM 

(y-E(Y))/uc(y 의 확률 분포를 ) Welch-Satterthwaite(3-4) 

근사법을 사용하여 분포로 근사시킨 데 있다t- . 

이렇게 함으로써 유효 자유도 곧 불확도의 불확, 

도를 나타내는 잣대가 나타나고 이 자유도를 통

해 의 불확도를 포함 구간CSU (coverage interval) 

또는 확장 불확도 결정 시 고려할 수 있게 된다. 

통계량 (y-E(Y))/uc(y 가 분포가 되기 위해서는 합) t-

성 분산 의 제곱(CSU , uc
2 의 확률 분포가 카이제)

곱 분포 이어야 하는데 실제 (chi-square distribution) , 

합성 분산의 분포는 카이제곱 분포와는 다르다. 

따라서 에서는 근사법을 GUM Welch-Satterthwaite 

이용하여 합성 분산을 카이제곱 분포로 근사시킨

다.

이러한 의 불확도 평가 방법 엄밀히 말GUM ―

하면 근사법 이 적용되기 위Welch-Satterthwaite ―

해서는 반드시 전제되어야 하는 조건이 하나 있

는데 그것은 측정량, (measurand) 의 확률 분포

가 정규 분포이어야 한다는 점이다 이 조건은 . 

중심 극한 정리(5) 에 의해 대(central limit theorem)

부분의 측정량의 불확도 모형에서 만족된다 중. 

심 극한 정리를 대략적으로 말하면 많은 수의 , 

독립 확률 변수 불확도 기여도 를 더하면 그 분( ) , 

포는 정규 분포에 근접한다는 것이다 따라서 . 

급수의 차 도함수 항만으로 근사시킨 측Taylor 1

정량의 불확도 모형 식 에서 측정량 ( (1)) 는 대부

분의 경우 정규 분포를 따르게 된다 여기서 . 
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은 입력량을 나타내고, 은 감도계수 /을 

나타낸다.

  ≃  ⋯  (1)

하지만 의 불확도 평가 체계에는 두 가지 GUM

문제가 있다 첫째는 측정량의 확률 분포가 정규 . 

분포가 아닌 경우 방법을 적용할 수 없는 GUM 

것이고 둘째는 확장 불확도를 산출할 때 측정량 , 

Y의 가정된 확률 분포 곧 근사된 분포를 사용, t-

하는 것이다 는 측정량과 관련된 모든 불확. CSU

도 기여도를 불확도 전파 법칙(law of propagation 

을 통해 그대로 전달 받는다 하지of uncertainty) . 

만 측정량의 확률 분포는 그렇지 않아서 확장 , 

불확도 산출 시 카이제곱으로 근사된 합성 분산

의 확률 분포를 이용하여 측정량의 확률 분포를 

추정하게 되는 것이다 후자가 문제 되는 까닭은 . 

확장 불확도 또는 포함 구간이 과소평가되기 때

문이다 이렇게 되는 이유는 . Welch-Satterthwaite 

방법으로 유효 자유도를 구할 때 형 불확도의 A

자유도는 매우 작아 불확도의 불확도가 상당히 

크지만 일반적으로 형 불확도 곧 통계분석인 , B ―

아닌 방법으로 구한 불확도 가 합성 표준 불확―

도의 크기를 지배하고 자유도 또한 매우 크게 설

정되기 때문에 결과적으로 유효 자유도가 커져서 

형 불확도의 불확도가 과소평가되기 때문이다A . 

이러한 두 가지 문제는 측정량의 정확한 확률 분

포를 몰라서 생기는 문제이므로 의 경우와 , CSU

마찬가지로 측정량의 확률 분포를 확률 분포 전, 

파 방법으로 구하(propagation of distribution, PoD) 

면 풀리게 된다.

측정량의 확률 분포를 구하는 방법으로는 분포 

함수를 이용 방법과 난수를 이용하는 방법 두 가

지를 들 수 있다 분포 함수 방법이란 확률 변수. , 

들의 분포 함수를 콘볼루션 하여 구하(convolution)

는 것을 말하는데 이렇게 할 수 있는 까닭은 측

정량 의 불확도 모형을 식 처럼 덧셈 꼴로 (1)

나타낼 수 있기 때문이다 이를 설명하기 위해 . 

식 을 간략히 나타내면 식 와 같다(1) (2) .

   

   ⋯ (2)

여기서  , , … 은 서로 독립인 불확도 기여

도 곧 입력량의 불확도에 감도계수를 곱한 것을 , 

나타내며 확률론적으로는 확률 변수(random 

이다 그리고 식 는 확률 벡터 곧 확variable) . (2) ―

률 변수를 여러 개 묶은 것 의 차 선형 변환에 1―

해당하므로 이 선형 변환 식을 , 

에 대하여 풀

고 적분하면 식 의 확률 변수의 덧셈은 식 (2) (3)

과 같이 콘볼루션으로 표현된다.

    
∞

∞

   

  
∞

∞

      (3)

그런데 해석적으로 측정량의 확률 분포를 알아

낼 수 있는 경우는 분포 함수가 직사각 분포나 

삼각 분포와 같이 비교적 단순한 경우이다 수치 . 

해석적 방법을 사용하더라도 콘볼루션이 진행됨

에 따라 분포 함수가 매우 복잡해져서 분포 함수

를 정의하는 것 자체가 어렵다 따라서 많은 수. 

의 확률 분포를 합성하는 경우 합성되는 확률 분

포는 콘볼루션이 아닌 다른 방법으로 구해야 하

며 대표적인 방법으로는 난수를 이용하는 몬테, 

카를로 방법(6) 을 들 (Monte Carlo Method, MCM)

수 있다 을 이용한 확률 분포의 계산은 이. MCM

미 다양한 분야에 도입되어 사용되고 있어서 새

로울 것이 없지만 아직까지 우리나라 교정 체계, 

에 거의 들어와 있지 않아 교정 분야에 맞춤형으

로 도입할 필요가 있으며 또 본 공사의 천연가스 

유량계 교정센터의 국제 인증 국제도량형국(

에 등재 예정 에 반드시 필요하여 을 (BIPM) ) MCM

이용한 정형화된 불확도 해석 프로그램을 개발하

고 방법의 결과와 비교하였다GUM .

이 론2. 

몬테카를로 방법 개요2.1 

불확도 해석에서 이란 각 불확도 성분의 MCM , 

확률 분포에 맞는 확률 변숫값 난수 을 생성하고( ) , 

측정량의 불확도 모형에 따라 확률 변숫값을 합

성한 후 그 확률 분포와 모수 곧 기, (parameter)―

댓값 합성 표준 불확도 포함 구간 그리고 포함 , , 

인자 를 구하는 것을 말하며 그 절차를 요약하, ―

면 다음과 같다.

각 불확도 성분의 확률 분포에 맞는 확률 ① 

변숫값을 한 개씩 생성하고 측정량의 불확도 모, 

형에 따라 합성한 후 그 값을 메모리 배열 에 저, ( )

장한다 이러한 과정은 측정량의 확률 분포가 신. 

뢰성 있게 구해질 수 있을 만큼 충분히 반복되어

야 한다.
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측정량의 확률 변숫값 배열 을 오름차(array)② 

순으로 정렬 한다(sorting) .

정렬된 측정량의 확률 변숫값 전체 구간을 ③ 

분할 하고 각 분할별로 도수를 계산한 (partition) , 

후 로 노말라이징한 확률 밀도 함수, 1 (probability 

를 만든다density function, pdf) . 

④ 오름차순으로 정렬된 측정량의 확률 변숫값으

로부터 합성 표준 불확도와 원하는 신뢰 수준에 해

당하는 포함 인자 그리고 포함 구간을 구한다.

난수 발생기2.2 

방법을 구현하기 위해서는 기본적으로MCM , ,  

사이의 난수를 발생시키는 유사 난수 발생기0~1 

가 필요하다(pseudo-random number generator) . C 

언어나 베이직 언어에서 제공되는 난수 함수는 

단일 초기 값 을 이용하여 선형 합동법으로 (seed)

난수를 생성하므로 발생된 난수들 간에는 상관, 

관계가 존재하고 난수 주기가 짧아 방법에 MCM 

적용하기 어렵다.(7) 현재까지 개발된 양질의 난수  

발생기는 백여 가지가 넘는데 이들 대부분은 컴, 

퓨터 언어에 진수  연산자가 없으면 난수 생성 16

시간이 너무 길다는 문제가 있다 따라서 베이직 . 

언어를 사용한 본 연구에서는 이들 난수 발생기 

중에서 진수 연산자 없이도 난수를 빠르게 발16

생시킬 수 있는 L'Ecuyer(8) 발생기를 사용하였다 . 

이 발생기의 한 가지 단점은 난수 주기가 , 1018으

로서 다른 발생기에 비해 그 주기가 짧다는 점, 

이지만 본 연구에 적용하기에는 충분하여 이를 , 

선택하였다. 

확률 분포를 갖는 난수 생성 원리2.3 

불확도 해석에 나타나는 확률 분포는 대체로 5 

가지 정도이다 가장 기초적인 것이 자유도가 작. 

은 분포와 대칭 직사각 분포이고 개별 불확도 t- , 

평가 단계에서 불확도 합성이 진행됨에 따라 대

칭 삼각 분포와 대칭 사다리꼴 분포 그리고 정규 

분포 또는 자유도가 큰 분포 가 나타난다 그런( t- ) . 

데 난수 발생기는 의 균일 분포 난수만을 생[0,1)

성하므로 다양한 확률 분포의 확률 변숫값을 만, 

들기 위한 방법이 필요하다 확률 변숫값 생성 . 

방법으로는 역변환법 변수변환법 거절법 그리고 , , 

합성법이 있다 이들 중 가장 기본이 되는 역변. 

환 방법 곧 누적 분포 함수, (cumulative distri- 

의 역함수를 이용한 방법으로 bution function, cdf)

확률 변숫값 생성 원리를 설명하면 다음과 같다.

은 균일 분포로부터 정규 분포를 만드는  Fig. 1

원리를 나타낸 것으로,  는 균일 분포의 pdf

곧 ―  =  를 나타내고, ―  는 정규 

분포의 를 나타내며pdf ,  는  의 누적 

분포 함수를 나타낸다 그리고 . 
 는 r 축에 

서  를 바라봤을 때의 곧 cdf,  의 역

함수이다 그림에서 점선으로 된 기역자 모. (‘ ’) ㄱ

양의 영역을 보면A, B ,  축의 폭  이 축에

서는 변화되는 것을 볼 수 있다 영역에서는 . A 

보다 가 넓고 에서는 그 반대이다 이것이 , B . 

의미하는 바를 설명하기 위해,  의 전체 영

역이 가로세로 둘 다 인 벽돌 개로 채워져 0.5 20 

있다고 가정을 하자 그리고 와 영역에서 . A B 

에 대한  비를 각각 이라고 하고 곧  1/2, 2 ―

 라고 하고=1/2, 2 ― r 축의   에 층으2

로 균일하게 쌓인 벽돌을  축으로 옮긴다고 하 

면 의 경우는 층으로 의 경우는 층으로 , A 1 B 4  

축 상에 재배치 될 것이다 이러한 방법 곧 . , 

 / 방법으로   의 벽돌을  영역에  

모두 재배치하고 나면,  축의 인  pdf  를 얻

게 된다 이로부터 식 가 성립하는 것을 알 수 . (4)

있고 식 는 확률론의 바탕을 이루는 근본 명제 ( (4)

중에 하나임(5) 이를 적분한 후 역함수를 구하면 ) 

과  간의 변환 규칙인 식 를 얻게 된다 여 (5) . 

기서 식 가 성립하려면 (5)  가 강단조 함수

곧 일대일 대응 함수 이어야 하는데 모든 , cdf― ―

는 강단조 함수이므로 역함수가 존재한다. 

          (4)

   




  →   
  (5)

r

F
X
(x)

0

1

f
X
(x)f

R
(r)

x(r)

A

B

F
X

-1(r)

dx

dr

Fig. 1 Transformation method for generating a 
random number x from uniform distribu- 
tion in r
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확률 변숫값 생성 방법2.4 

정규 분포    를 갖는 확률 변숫값을 역

변환법으로 구하면 식 과 같다 그런데 이 식(6) . 

의 문제는  의 복잡성 때문에 확률 변숫값 

생성에 시간이 오래 걸린다는 점이다 이 때문에 . 

정규 분포의 확률 변숫값 생성에는 빠른 알고리

즘인 Box-Muller(9,10) 변환 방법이 흔히 쓰인다. 

변환의 기본 식은 과 같으며 Box-Muller (7), (8)

이 중 하나를 선택하여 사용하면 된다.

  
        (6)

    ln  cos    (7)

    ln  sin    (8)

분포의 난수 발생 방법은 기본적으로 정규 분t-

포의 방법을 따르지만 자유도를 갖기 때문에 정, 

규 분포의 난수 발생 방법을 변형하여 사용하며 

식 와 같다(9) .(11)

    ∙  



  




    (9)

여기서 는 자유도, 
  




은 자유도가 인 카

이제곱 난수 곧 표준 정규 분포 ,  의 난수

들을 제곱하여 합한 것을 나타내며, 는 형 A

표준 불확도이다 이 방법은 자유도가 낮을 때는 . 

난수 생성 속도에 문제가 없지만 자유도가 높을  , 

때는 난수 생성 속도가 매우 느리므로 높은 자유

도에 대해서는 GUM Sup. 1(10)에 있는 방법을 쓰

는 것이 좋다.

대칭 삼각 분포와 대칭 사다리꼴 이하 대칭 생(

략 의 확률 분포는 합성법으로 쉽게 생성할 수 )

있다 이 방법을 설명하기 전에 먼저 임의 너비. , 

를 갖는 직사각 분포의 확률 변숫값 생성에 대하

여 설명하면 다음과 같다 직사각 분포는 . 

의 난수로 쉽게 만들 수 있는데 이 방법은 역변, 

환법에 해당하므로 직사각 분포의 역변환을 나타

내면 식 과 같다(10) .

     
   ∙             (10)

여기서 는 직사각 분포의 반 너비를 나타내고 

-를 더해준 것은 중심을 영 으로 만들기 위함(0)

이다. 

삼각 분포와 사다리꼴 분포는 직사각 분포의 

확률 변수를 더하여 만들 수 있다 그 이유는 서. , 

론에서도 언급한 바와 같이 서로 독립인 확률 , 

변수를 더한 것은 수학적으로는 콘볼루션이고, 

콘볼루션의 특징은 임의 모양을 갖는 함수의 폭

을 넓게 하고 정규 분포로 근접시키기는 성질이 

있기 때문이다 는 반 너비가 . Fig. 2 인 직사각 

함수 두 개를 콘볼루션한 것을 나타낸다 두 함. 

수의 콘볼루션은 둘 중 하나의 함수를 거울 반사

시키고 반사된 함수를 진행하면서 두 함- ~+∞ ∞ 

수의 겹치는 면적을 진행 함수 중심의 위치별로 

나타낸 것이다 따라서 반 너비가 같은 두 직사. 

각 함수를 콘볼루션하면 에 나타낸 바와 , Fig. 2

같이 삼각 분포 함수가 되며 그 반 너비는 두 , 

배가 된다 이러한 콘볼루션 관계는 확률 변수 . 

간에는 정확히 덧셈이므로 반 너비가 , 이고 중

심이 영 인 삼각 분포의 확률 변숫값은 반 너비(0)

가 인  동일한 직사각 분포를 갖는 확률 변

수 두 개를 더하여 만들 수 있다 식 참조( (11) ).

  



∙ 


 










∙ 


 






   (11)

사다리꼴의 분포는 반 너비가 서로 다른 직사

각 분포의 확률 변수를 더하면 만들 수 있다 중. 

심이 영 이고 아래쪽 반 너비가 (0) 이며 위쪽 반 

너비가 (> 인 사다리꼴 분포의 확률 변숫값은 )

식 를 이용하여 만들 수 있다(12) .





·


 

 






·


 

 


   (12)

    
∞

∞

   

x x+a

t

0x-a a-a

0-2a 2a

 




·    at  ≤   

 




·    at   ≤  ≤ 

Fig. 2 Convolution of two rectangular distributions 
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모수 계산 방법2.5 

측정량 Y의 모수 곧 평균 기댓값 과 합성 표준 , ( )

불확도와 포함 구간 그리고 포함 인자는 오름차

순으로 정렬된 M개의 y값 샘플링 집합으로부터 

직접 구할 수도 있고 로부터 구할 수도 있다pdf . 

여기서는 계산 시간이 빠른 전자에 대해서 설명

하기로 한다 먼저 평균과 합성 표준 불확도는  . , 

통계 방법으로 구하며 이를 수식으로 나타내면 

와 같다(13), (14) .

     
 
  



 (13)

    


 
 

  



 
 (14)

측정량 의 p 의 포함 구간 % (coverage interval)

은 아래쪽과 위쪽으로 구분하는데 아래쪽 포함 , 

구간 와 위쪽 포함 구간 는 각각 식 

으로 구한다(15), (16) .(10) 여기서  Y의 기댓값을 0

으로 놓으면 이들 두 포함 구간의 절댓값은 확, 

장 불확도가 된다. 

    
    (15)

    
    (16)

식 에서 (15), (16) 는 오름차순으로 정렬

된 컴퓨터 프로그램의 배열을 나타내고 괄호 안, 

의 문자는 배열의 번호를 나타낸다 그리고 포함 . 

인자(coverage factor) 는 식 과 같이 구한다(17) .

   

  
(17)

수렴 기준 설정 방법2.6 

덧셈 꼴의 불확도 모형에서 측정량의 샘플 개

수가 백만 개 정도이면 몬테카를로 시뮬레이션 

결과의 유효 자릿수는 보통 두 자리 정도가 된

다 그러나 이것이 항상 보장되는 것이 아니어서. , 

유효 자릿수에 따른 시뮬레이션의 수렴 기준이 

필요하다 수렴 기준을 갖는 몬테카르로 방법을 . 

적합 몬테카를로 방법(adaptive monte calro meth- 

이라고 하며 수렴 기준값od) (10) 를 설정하는 방

법을 설명하면 다음과 같다.

먼저 합성 표준 불확도 , 를 식 처럼 지수(18)

로 표현한다 여기서 . 은 과 사이의 정수이고1 9 , 

은 소수점을 나타내며‘.’ , …은 나머지 숫자

의 순열을 나타낸다 그러면 수렴 기준은 식 . (19)

와 같이 표현된다 이 식에서 는 시뮬레이션 . digit

결과의 유효 자릿수를 나타낸다 보기를 들면. , 

의 값이 1.23×10-1이고 시뮬레이션 결과의 원하는 

유효 자릿수가 세 자리라면 는 5×10-4이 된다. 

      ⋯  ×


(18)

     



 ⋯  ×

  


(19)

일반적으로 불확도 평가 결과에 적용되는 유효 

자릿수는 또는 자리 정도이나 1 2 GUM Sup. 

1(10)에서 권고하는 유효 자릿수는 자리로서 이2.8

에 해당하는 를 식으로 나타내면 과 같다(20) .

    


 ⋯  ×

×


(20)

몬테카를로 시뮬레이션 방법3. 

시뮬레이션 절차3.1 

장에 기술한 이론을 바탕으로 원하는 유효 자2

릿수의 결과를 얻기 위한 몬테카를로 시뮬레이션 

절차를 설명하면 다음과 같다.

시뮬레이션 결과의 유효 자릿수를 결정하고a) , 

이에 맞는 수렴 기준 를 계산한다. 의 계산에

는 가 필요하므로 방법으로 합성 표준 CSU , GUM 

불확도를 프로그램 방법으로 구한다 다만 형 . A

표준 불확도는 식 과 같이 보정하여 적용한(21)

다.

 
′ 


 

    (21)

샘플링 개수 b) M을 104으로 한다. 

수행 순번 c) MCM 를 로 설정한다1 .

각 불확도 성분의 확률 변숫값을 한 개씩 d) 

생성 하고 측정량 , 의 불확도 모형에 따라 합성

한 후 배열에 저장한다 이러한 과정은 . M번 반복

한다.

측정량의 확률 변숫값 배열을 오름차순으로 e) 

정렬한다.

정렬된 배열을 이용하여 f)    , 
  , 
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
 

, 
  를 계산한다.

만약 g)   이라면, 를 만큼 증가시키고   1

절차 부터 반복한다d) .

h) h 개수만큼 구한 측정량의 평균값들   

, ,…   의 표준 편차를 식 와 같이 구한다(22) .

   
 

  



     (22)

    

 
  



  

같은 방식으로 나머지 i) 
 …

  , 


…

 
, 

 …
  에 대한 표준 편차 

 

, 

, 를 구한다.

만일 j) 2 , 2 
, 2, 2값 중 하나라

도 보다 크면, 를 만큼 증가시키고 절차 로 1 d)

돌아간다.

각 표준 편차의 배수 모두가 수렴 기준보k) 2

다 작으면, h×M개의 측정량 샘플 데이터를 모두 

합친 후 오름차순으로 정렬하고 이를 이용하여 

 , ,  , 를 구한다 이 때 . M=h×M 으

로 놓고 푼다.

기타 필요 기법3.2 

방법을 쓰는 주요 이유 중의 하나는 측MCM 

정량의 확률 분포를 확인하는 것이다 따라서 . 3.1

절의 을 수행하기 전에 먼저 Adaptive MCM , 

M=105 정도로 설정하고 시뮬레이션을 수행MCM 

하여 측정량의 를 구하는 과정이 필요하다pdf .

측정량의 샘플링 개수는 그 확률 분포의 모양

과 불확도 성분의 개수 그리고 요구되는 유효 자

릿수에 따라 크게 달라지며 그 범위는 , 104~109 

까지 넓게 분포한다 시뮬레이션에 소요되. MCM 

는 시간의 거의 대부분은 샘플 배열의 정렬에 있

으며 이에 소요되는 시간은 어떤 알고리즘을 쓰, 

느냐에 따라 크게 달라진다. 

정렬 알고리즘은 빠른 정렬 방법이 (Quicksort) 

적정하다 평균적인 비교 횟수는 .  ( log 으)

로서 다른 대부분의 정렬 방법에 비해 비교 회수

가 작을 뿐만 아니라 동일한 비교 회수를 갖는 , 

다른 정렬 방법에 비해서도 매우 빠르다는 특징

이 있다 정렬 방법을 강조하는 까닭은 기본적으. 

로 105~107개의 샘플 배열을 정렬해야 하기 때문

이다 빠른 정렬 방법을 쓰더라도 한 가지 문제. 

가 남는데 그것은 샘플 수가 , 108을 넘으면 정렬 

시간이 매우 길어질 뿐만 아니라 컴퓨터의 32 bit 

경우 메모리 제한을 받게 된다는 점이다 이 경. 

우에는, h×M개의 측정량의 샘플 대신, 개의 

   , 
  , 

 
, 

  데이터를 평균하여   , 

,  , 를 구해도 절의 절차 로 구3.1 i)

한 값과 거의 차이가 나지 않는다.

시뮬레이션 결과4. 

시뮬레이터 검증4.1 

은 개발된 시뮬레이션 프로그램으Fig. 3 MCM 

로서 본 공사의 교정 프로그램 DB(CALSOLVER)

에 구현한 것이다 사용자 인터페이스는 엑셀이. 

고 베이직으로 프로그램 하였다 입력할 수 있는 . 

확률 변수는 개까지이고 그래픽 출력은 입력 15 

변수의 와 합성된 세 가지 곧 측정량pdf pdf , ― 

합성 분산 합성 표준 불확도 중 하나를 선택적, ―

으로 출력할 수 있다 아울러 와 포함 구간 . CSU

그리고 포함 인자도 출력한다. 

시뮬레이션에서는 보통 백만 개 이상의 MCM 

확률 변숫값을 사용하므로 확률 변숫값이 해당 , 

분포를 따르는 지에 대한 별도의 검증은 거의 필

요하지 않다 따라서 본 연구에서는 에 사. MCM

용된 난수 발생기의 안정도 와 결(stability) MCM 

과의 정확도만을 확인하였다.

은 난수 발생기의 안정도를 시Table 1 L'Ecuyer 

험한 결과로서 가지 확률 분포에 대하여 신뢰, 4

의 수준 에 해당하는 포함 구간95 % (coverage  

값을 연속해서 번 시험한 것이며 interval, ci) 5 

사용된 난수 개수(M 는 ) 106 개이다 결과를 보면  . 

정규 직사각 그리고 삼각 분포일 때는 포함 구, 

간의 값이 소수점 둘째 자리까지 전혀 변동이 없

Fig. 3 Simulation program for Monte carlo method
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는 것을 알 수 있다 다만 분포의 경우에는 . t-

까지 값이 변하는 것을 볼 수 있는데2.56~2.58 , 

다른 난수 발생기(10)에서도 이 정도의 변동은 있

는 것으로 확인되었다.

는 해석적으로 구한 값과 으로 구Table 2 MCM

한 값을 비교한 것이다 샘플 개수. 은 유효 숫

자가 자리일 때의 값이고 측정량의 불확도 모4 , 

형은 식 이며 측정량  (2) , 의 기댓값은 영 이(0)

다 결과를 살펴보면 의 결과와 해석적 결. MCM

과가 정확히 일치하고 있는 것을 알 수 있어서 

의 정확도에는 문제가 없는 것을 알 수 있MCM

다.

과 결과 비교4.2 MCM GUM 

과 의 결과 비교를 위해 과 MCM GUM Table 3

같이 가지 경우를 선정하였다 은 측정량3 . Case 1

의 확률 분포가 정규이고 분포의 형 불확도가 t- A

없을 때이며 는 측정량의 확률 분포를 정, Case 2

규 분포로 판단하기 어려운 경우이다 그리고 . 

은 자유도 낮은 분포를 포함한 경우이다Case 3 t- . 

여기서 각 기호는 에 나타낸 것과 같pdf Table 1

고 다만 사다리꼴 분포를 나타내는 , Trap에서만 

은 평균을 는 아래쪽 반 너비 다른 분포에서는 0 , 2 (

두 번째 숫자가 분산을 나타냄 는 위쪽 반 ), 0.5

너비를 나타내는 것이 다르다 그리고 측정량의 . 

불확도 모형은 식 를 사용하였다(2) .

에는 의 세 가지 경우에 대하여 Table 4 Table 3

과 의 비교 결과를 나타내었다 먼저 GUM MCM . 

곧 측정량의 확률 분포가 정규이고 분Case 1, t-

포가 없을 때를 살펴보면 과 의 평가 , GUM MCM

결과가 정확히 일치하는 것을 볼 수 있다. 

는 측정량의 확률 분포를 정규로 보는 Case 2

것이 적정한지 판단하기 어려운 경우이다. CSU 

값은 과 이 같은 반면 포함 구간 은 GUM MCM , (ci)

다소 차이가 나는 것을 볼 수 있다 그 이유를 . 

알아보기 위해 를 살펴보면 에 나타낸 Fig. 4 , (a)

측정량 의 확률 분포는 거의 정규로 보(measurand)

이는데 반해 에 나타낸 합성 분산의 확률 분, (b)

포는 카이제곱 분포와 큰 차이를 보이고 있다.  

물론 합성 분산의 확률 분포가 정확히 카이제곱 , 

분포가 아니기 때문에 다소 차이가 있겠지만 그, 

렇더라도 매끈한 모양의 카이제곱 분포와 유사해

야 한다 그러나 의 합성 분산의 확률 분. Case 2

Condition Analytic MCM

pdf M  ci  ci

(0,12) 2.99×107 1.000 1.960 0.9999 1.960

(0,12) 3.89×106 1.000 1.645 1.000 1.645

(0,12) 1.21×107 1.000 1.902 1.000 1.902

 (0,1
2) 1.09×108 1.291 2.571 1.291 2.571

Table 2 The test results for the accuracy of MCM 
simulator

No. (0,12) (0,12) (0,12)  (0,1
2)

1 1.96 1.65 1.90 2.56

2 1.96 1.65 1.90 2.57

3 1.96 1.65 1.90 2.57

4 1.96 1.65 1.90 2.57

5 1.96 1.65 1.90 2.58
: normal, : rectangular,   : triangular   : student's t
with =5 ;  (0,12) : 0 denotes average, 12 denotes variance, 
 =106

Table 1 The test results for stability of L'Ecuyer 
random number generator 

Case 1 Case 2 Case 3

(0,12) (0,12) (0,82)

(0,12) (0,22) (0,42)

(0,12) (0,32) (0,12)

(0,12) (0,2,0.5) (0,12)

(0,2,0.5) (0,12)

 (0,2
2)

Table 4 The comparison results between GUM 
and MCM (three significant digits)

No. of case  Method result*

 1

GUM
uc = 2.17
ci = 4.25

MCM
uc = 2.17
ci = 4.25
cf = 1.96

2

GUM
uc = 3.84
ci = 7.53

MCM
uc = 3.84
ci = 7.25
cf = 1.89

3

GUM
uc = 9.33
ci = 18.3

MCM
uc = 9.75
ci = 19.0
cf = 1.95

GUM*
uc = 9.75
ci = 19.1
cf = 1.96

* coverage factor is 1.96  at =

Table 3 The conditions for comparing GUM with 
MCM
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포는 그렇지 않은 것을 알 수 있다 이로부터 정. 

규 분포가 아닌 다른 분포들을 합성하는 경우 측

정량의 확률 분포가 대략적으로 정규로 보이더라

도 정규 분포가 아닌 경우가 있는 것을 알 수 있

고 이러한 경우 은 정규 분포 여부를 정확, MCM

히 판단해 줄 수 있을 뿐만 아니라 포함 구간 또

한 정확히 산출할 수 있는 것을 알 수 있다 이. 

는 이 측정량의 확률 분포를 그대로 사용하MCM

기 때문이다.

은 측정량의 확률 분포가 정규 분포를 Case 3

따르지만 자유도가 낮은 분포 곧 형 표준 불t- , A

확도가 있는 경우이다 에서 합성 표준 불. Table 4

확도를 비교해보면 의 값은 이고 , GUM 9.33 MCM

의 값은 로서 다소 차이가 나고 포함 구간9.75 (ci)

도 각각 으로서 무시할 수 없는 차이가 18.3, 19.0

나는 것을 알 수 있다 참조 이러한 차이(Fig. 5 ). 

의 원인은 형 표준 불확도를 산출할 때 분포A t-

의 표준 편차를 고려하지 않은데 있다 이를 확. 

인하기 위해 형 표준 불확도를 식 A (23)(10)과 같

이 분포의 표준 편차로 보정하고 포함 구간을 t-

다시 계산하면 의 의 결과와 같이 Table 4 GUM*

되며 이 포함 구간을 의 결과와 비교해보, MCM

면 서로 거의 일치하는 것을 알 수 있다.


′ 


 






 

 (23) 

(a)

(b)

Fig. 4 pdf of Case 2 : (a) pdf of measurand, (b) 
pdf of combined variance

의 형 표준 불확도 평가에서 형 표GUM A, B B

준 불확도는 그 확률 분포의 표준 편차로 하는데 

반해 형 표준 불확도에서는 측정값의 확률 분, A

포 곧 분포의 표준 편차를 적용하지 않는다, t- . 

방법에서는 형 표준 불확도와 분포로 보GUM A t-

정된 형 불확도의 차이를 불확도의 불확도 로 A ‘ ’

간주하며 이 불확도는 포함 구간 산출 시 유효 , 

자유도를 도입하여 분포 표로 보정하는 방법을 t-

쓴다 그런데 일반적으로 형 표준 불확도는 형. B A

에 비해 상당히 크고 자유도도 매우 크므로 , 

의 유효 자유도는 매우 크게 평가되고 이로 CSU

인해 형 표준 불확도의 불확도는 대부분이 무A

시되게 된다 그러나 식 과 같이 형 표준 불. (23) A

확도를  산출한다면 이러한 포함 구간의 저평가 

문제는 사라지게 된다 이 경우 흥미로운 사실이 . 

하나 발견되는데 그것은 포함 인자 값이 에 , 1.96

매우 근접해 있다는 점이다 결과 참조 실(MCM ). 

제로 방법으로 불확도 기여도 개수에 따라 MCM 

포함 인자를 계산해 보면 에 나타낸 바와 , Table 5

같이 범위에 있는 것을 알 수 있으며 , 1.94~1.96 

이로부터 분포의 표준 편차로 보정한 형 불확t- A

No pdf No. (0,12) sum cf

1 (0,12) 7 (0,22) 1-4 1.941

2 (0,12) 8 (0,22) 1-6 1.945

3 (0,12) 9 (0,22) 1-8 1.950

4  (0,1
2) 10 (0,22) 1-10 1.955

5 (0,12) 11 (0,22) 1-12 1.959

6 (0,12) 12 (0,62)

Table 5 Coverage factor with the number of 
random variables (three and half significant 
digits)

Fig. 5 Comparison of confidence intervals between 
GUM and MCM for case 3
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도를 에 적용할 경우 합성 분산의 유효 자GUM

유도는 불확도 평가에 불필요함을 알 수 있다.

전술한 문제로 인해 현재 산하의 작업 BIPM 

그룹 보급과 개정 담당 에서는 2(WG 2, GUM ) A

형 표준 불확도를 식 과 같이 변경하는 것에 (23)

대한 논쟁이 있는 것으로 알려져 있다 사실 . 

의 과 의 결과의 차이는 에Case 3 GUM MCM BIPM

서 신속히 해결해야 하는 숙제이기도 하다 왜냐. 

하면 방법도 의 체계에 포함되기 때MCM GUM

문에 다시 말해 보충서 로 되어 있기 때, , GUM 1

문에 두 방법 간의 유의미한 차이는 서로 모순되

기 때문이다.

결 론5. 

의 불확도 평가 방법을 보완하기 위ISO GUM

해 이론을 불확도 평가에 맞도록 맞춤형으MCM 

로 정리하고 을 적용한 프로그램을 개발하, MCM

였다 그리고 과 의 평가 결과를 비교. MCM GUM

를 하였으며 그 결과를 요약하면 다음과 같다.

(1) 방법이 적용될 수 없는 경우 곧 측정GUM , 

량의 확률 분포가 정규 분포가 아닌 때에도 MCM 

방법은 정확한 포함 구간을 제공할 수 있다.

측정량의 확률 분포를 정규 분포로 판단하(2) 

기 어려운 경우 또는 측정량의 확률 분포를 알더

라도 정규인지 판단하기 어려운 경우 을 , MCM

이용하면 정규 분포 여부를 정확히 판단할 수 있

다 판단 방법은 합성 분산의 확률 분포가 카이. 

제곱 분포와 유사한 지를 확인하는 것이다.

형 불확도가 불확도 평가에 포함된 경우(3) A , 

방법은 일반적으로 포함 구간을 다소 작게 GUM 

평가하게 되는 것을 알 수 있었고 이러한 저평, 

가 문제는 형 표준 불확도에 분포의 표준 편A t-

차를 곱해 주면 사라지는 것을 알 수 있었다 이. 

럴 경우 의 유효 자유도 계산은 불확도 평, CSU

가에서 불필요하게 되며 포함 인자는 인 적, 1.96

정한 것도 알 수 있었다.
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