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요 약

본 논문은 실험자료에 대한 분석모형으로 이원 분산분석모형을 가정한다. 확률효과 모형의 가정

하에 분산성분의 추정량을 구하기 위한 방법으로 적률법을 가정하고 있다. 분산성분의 적률 추정방법

인 Henderson의 방법 I과 방법 III을 다루고 있다. Henderson의 두 방법에서 소개되는 제곱합 대

신에 벡터공간에서의 사영을 활용하는 방법을 제시하고 있다. 또한 제곱합의 기대값 계산을 위해 두

방법 모두 Hartley의 합성법을 제공하고 있으나 본 논문에서는 관련행렬의 고유근을 이용할 수 있음

을 제시하고 있다. 분산성분의 해를 얻기 위한 방법의 차이에서 유도되는 연립방정식들은 같지 않으

나양수의분산성분들에대한해는유사함을보여주고있다.

주요용어: 고유근, 분산성분, 사영, 이차형식, 확률효과.

1. 서론

실험에 이용되는 처리가 요인들의 수준결합으로 주어지는 경우를 가정해 본다. 실험에서 고려되는 처

리요인들이 모두 확률요인일 때 처리조합은 이들 요인의 수준결합으로 구성된다. 확률요인의 의미는 그

요인의 수준들의 모집단에서 수준이 임의로 추출됨을 의미한다. 임의로 추출된 수준의 효과는 고정효과

가 아닌 확률효과로 간주되고 확률변수로 취급된다. 따라서 확률효과의 분포로 일반적으로 N(0, σ2)을

가정하게 된다. 실험에 이용되는 처리조합이 확률요인들의 수준결합으로 구성되고 실험이 행해지는 경

우를 생각한다. 실험에서 얻어진 자료를 분석하기 위한 선형모형으로 ANOVA 모형을 가정할 때 분산

분석모형은 확률모형 또는 확률효과 모형으로 간주된다. 확률효과 모형의 가정하에서 자료를 분석할 때

관심모수들은분산성분의추론에있다.

선형모형의 가정하에서 분산성분을 추론하는 방법들에 관한 논의는 Graybill (1976), Milliken과

Johnson (1984) 그리고 Searl 등 (1992)의 문헌에서 찾아볼 수 있다. 관심모수인 분산성분에 대한

추론방법은 적률법, 최대우도법과 Rao (1971)의 MINQUE방법 등을 이용할 수 있다. 최대우도법과

MINQUE방법은 계산이 힘들고 일반적으로 연산알고리즘을 이용해야 하는 어려움이 있는 반면에 적률

법은 상대적으로 계산이 간단하게 행해지는 이점이 있다. 본 연구에서는 분산성분의 추정을 위한 방법

으로 적률법에 의한 추정방법을 생각하고 있다. 적률법으로 분산성분을 추정할 때 요구되는 두 가지 계

산은 변동요인에 따른 제곱합의 계산과 평균평방합의 기대값에 대한 계산이 필요하게 된다. 변동요인에

따른 제곱합의 계산을위해 Henderson (1953)의 방법 I인 ANOVA 방법 또는 Henderson의 방법 III으

로 불리우는 상수적합방법 (fitting constants method)을 적용할 수 있다. Henderson (1953)의 방법

I은 제곱합의 계산을 위해 분산분석법을 이용하고 있다. 처리간에 관측수가 동일한 균형자료인 경우에
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주로 ANOVA 방법을 이용하나 불균형자료의 경우 여러 가지 분석방법들이 이용된다. Searle (1971)은

균형자료의 경우에는 단일의 분산분석이 가능하나 불균형자료인 경우에는 다양한 유형의 분산분석이 가

능하게 되어 분산의 추정값도 같지 않게 됨을 기술하고 있다. 본 논문에서는 Henderson의 방법 I 또는

방법 III에서 이용되는 제곱합 계산방식과는 달리 사영 (projection)에 의해 제곱합을 구하는 방법을 논

의한다. 사영을 이용하여 자료를 분석하는 방법들에 관한 논의는 Choi (2011, 2012a, 2012b, 2013)에

서 살펴볼 수 있다. 평균평방합의 기대값 계산을 위한 방법으로는 확률모형의 가정을 이용한 대수적방

법과 Hartley (1967)의 합성법 (synthesis)이 있다. 본 연구에서는 분산성분의 계수계산을 위한 합성법

대신에이차형식과관련된행렬의고유근을이용하는방법을다루고자한다.

2. 이원 확률모형의 가정

실험의 처리조합을 구성하는 두 확률요인을 A와 B라 두자. 요인 A는 수준들의 모집단에서 임의로

추출된 i = 1, 2, · · · , a개의 수준들로 구성되고 요인 B는 모집단에서 임의로 추출된 j = 1, 2, · · · , b개
의 수준들로 구성된다고 가정한다. 따라서, 요인 A의 수준 i와 요인 B의 수준 j와의 수준결합으로 주

어지는 처리조합을 (i, j)로 나타낸다. 실험에 이용되는 실험단위들은 동질적이라 가정한다. 처리조합

(i, j)는 nij개의 실험단위에 임의로 배정된다고 가정한다. 처리조합 (i, j)가 행해진 실험단위에서의 관

측반응을 yijk라 두자. 처리조합을 구성하는 두 요인이 확률요인이므로 실험단위의 관측반응에 대한 모

형으로 확률효과 모형을 가정한다. 요인 A의 수준 i에서의 수준효과를 αi라 두면, a개의 αi들은 확률

효과들 이다. 요인 B의 수준 j에서의 수준효과를 βj라 두면, b개의 βj들도 확률효과를 나타낸다. 요인

A의수준 i, 요인 B의수준 j의처리조합 (i, j)에서의확률효과들의교호작용을 (αβ)ij로나타낸다. 자

료를분석하기위한확률모형은다음과같이주어진다.

yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + ϵijk (2.1)

단, µ는 전체평균을 나타낸다. 요인들의 수준이 각 모집단에서 임의로 추출되므로 요인 A의 수준효

과 αi, i = 1, 2, · · · , a는 상호독립이고 N(0, σα
2)을 따른다고 가정한다. 요인 B의 수준효과 βj , j =

1, 2, · · · ,b의 분포로 N(0, σβ
2)을 가정하고 효과들은 상호독립이라고 가정한다. ab개의 교호작용

(αβ)ij는 상호독립이고 N(0, σαβ
2)인 분포로 부터의 확률표본으로 가정한다. 오차 ϵijk, k = 1, 2, · · · ,

nij에 대한 분포로 N(0, σϵ
2)을 가정하고 오차들은 상호독립이라 가정한다. 확률모형의 가정하에 추정

해야 할 모수는 모평균 µ와 분산성분을 나타내는 σ2
α, σ

2
β , σ

2
αβ과 σ2

ϵ이다. ab개의 처리조합에서 수집된

자료를다차원상의공간벡터를 y라두자. y의크기는 n× 1이다. n =
∑

ij nij이다. 식 (2.1)에해당하

는다차원상의공간벡터 y에대한모형식은다음과같이주어진다.

y = jµ+XAα+XBβ +XAB(αβ) + ϵ (2.2)

단, 모평균 µ의계수벡터 j는 n개의원소가모두 1인열벡터이다. XA는크기가 n× a인 0과 1로구성

되는계수행렬이다. α는요인 A의 a개확률효과를나타내는 a× 1인열벡터이다. XB는 n× b인계수

행렬이다. β는 요인 B의 b개 확률효과를 나타내는 b × 1인 열벡터이다. XAB는 n × ab인 계수행렬이

다. (αβ)는요인 A와요인 B의 ab개교호작용을나타내는 ab×1인열벡터이다. 다차원상의관측벡터

y에대한일반적인가정은 MVN(jµ,Σ)로주어진다. 처리조합 (i, j)의실험모집단에대한분포로각기

평균 µ이고분산 σ2
ij인정규분포를가정할때,크기 n인실험자료를나타내는벡터 y는MVN(jµ,Σ)인

분포로 부터의 한 관측벡터로 간주된다. 식 (2.2)의 모형행렬을 X라 둘 때, X=(j,XA,XB ,XAB)이

다. 모평균 µ와 두 요인들의 확률효과 벡터를 포함하는 벡터를 θ라 두면 θ′=(µ,α,β, (αβ))임을 나타
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낸다. 모형행렬X는크기가 n×p인계수행렬이고 θ는 p×1인모수벡터이다. 단, p = (1+a+b+ab)개

로주어진다.

확률모형의 가정하에 분산성분을 구하는 방법으로 적률법을 가정한다. 적률법에 의한 추정은 두 가지

계산과정을 필요로 한다. 하나는 확률요인의 변동에 따른 제곱합의 계산과 다른 하나는 제곱합의 기대

값을계산하는과정이다. 확률모형의가정하에적률법으로분산성분을추정할때 Henderson (1953) 방

법 I인 ANOVA방법이나 Henderson 방법 III을 적용할 수 있다. Henderson의 방법 III 또는 상수적합

법 (fitting constants method)은완전모형 (full model)과부분모형 (sub model)의적합에따른제곱합

의 차로 해당요인의 변동량을 구한 다음에 Hartley (1967)의 합성법 (synthesis)을 이용하여 분산성분

의계수를구한다. 그러나, 본논문에서는확률요인의변동에따른제곱합의계산을위해확률벡터의계

수행렬로 생성된 벡터공간에서 사영행렬을 이용한다. 변동요인에 따른 평균평방합의 기대값을 계산하

기위해고유근을어떻게활용할수있는가를구체적으로살펴보기로한다.

3. 사영을 이용한 확률요인의 제곱합

이원 확률모형의 행렬모형식 (2.2)의 가정하에 사영을 이용한 요인별 제곱합을 구해본다. 분산성분의

추정에 필요한 제곱합을 Henderson의 방법 III은 완전모형의 적합에 따른 제곱합과 부분모형의 적합에

따른 제곱합간의 차로 확률요인별 변동에 따른 제곱합을 계산하게 된다. Henderson의 방법 III을 적용

할 때, 변동요인별 제곱합 계산은 완전모형과 부분모형의 적합에 따른 변동량간의 차에 대한 계산으로

행해진다. 이러한번거로운계산과정은사영행렬의이용으로단순화될수있다.

Henderson의 방법 III이 고정효과모형의 요인별 변동량을 구하는 방법중 순차적 적합에 따른 제1종

제곱합과 일치함을 살펴본다. 식 (2.2)에 Henderson 방법 III을 적용할 때 모형에서 추정되어야 할

분산성분들은 σ2
α, σ2

β , σ2
(αβ)과 σ2

ϵ이다. 분산성분들의 선형함수로 주어지는 제곱합을 R(·)로 표기한
다. R(·)는 (·)로 표시된 효과들을 포함한 모형의 적합에 따른 제곱합에서의 감소 (reduction in sum

of squares)를 나타내는 표기이다. 추정해야 할 분산성분이 넷이므로 관련된 제곱합도 네개이다. 네

개의 제곱합을 구하기 위해 모형행렬 X에 따른 제곱합을 SST라 두자. SST=R(µ,α,β, (αβ))이다.

SST=y′XX−y이다. 평균 µ의 적합에 따른 제곱합의 감소를 SSM이라 두자. SSM을 R(µ)로 나타내

면 R(µ)=y′jj−y이다. 따라서, 평균에 따른 적합량을 제외한 제곱합의 감소를 R(α,β, (αβ)|µ)로 표
현하면 R(α,β, (αβ)|µ)=SST-SSM를나타낸다. 관련된사영행렬로표현하면

R(α,β, (αβ)|µ) = y′(XX− − jj−)y (3.1)

이다. 식(3.1)의 2차형식과관련된사영행렬은모형행렬 X에의해생성된벡터공간 χ에서 j에의해생

성된부분공간과직교하는부분공간으로의사영을나타내는행렬이다. 행렬 X1을 X1 = (j,XA)라두

자. X1에 의해 생성된 부분공간으로의 사영까지의 제곱거리는 R(µ,α)=y′X1X1
−y이다. 벡터공간

χ에서 X1에 의해 생성된 부분공간과 직교하는 부분 공간으로의 사영에 이르는 제곱거리는 다음과 같

다.

R(β, (αβ)|µ,α) = y′(XX− −X1X1
−)y (3.2)

식 (3.2)의 2차형식과 관련된 사영행렬 (XX− − X1X1
−)는 X1의 사영행렬 X1X1

−과 직교함

을 보여주고 있다. 식 (3.2)는 두 확률효과 벡터 β와 (αβ)의 변동에 따른 제곱합을 나타내고 있다.

행렬 X2를 X2 = (j,XA,XB)라 두자. X2에 의해 생성된 벡터공간으로의 사영까지의 제곱거리는

R(µ,α,β)=y′X2X2
−y이다. 벡터공간 χ에서 X2에의해생성된벡터공간과직교하는부분벡터공간

으로의사영에이르는제곱거리는다음과같다.

R((αβ)|µ,α,β) = y′(XX− −X2X2
−)y (3.3)
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식 (3.3)은 행렬 X2에 의한 벡터공간과 직교하는 χ의 부분 벡터공간으로의 사영을 하였을 때 사영까

지의거리제곱합을나타내고있다. 오차벡터 ϵ에의해생성된벡터공간으로의사영행렬은 I −XX−이

다. 사영까지의거리제곱합을 SSE라두자.

SSE = y′y −R((µ,α,β, (αβ)) = y′(I −XX−)y (3.4)

식 (2.1)의확률모형의가정에따른 Henderson 방법 III의적용에서 R(·)로표기된해당제곱합은 2차

형식과관련된사영행렬로표시될수있음을보여주고있다. 또한, 식 (3.1)에서식 (3.4)의제곱합은모

형행렬 X의 벡터공간 χ가 상호직교하는 벡터공간의 합공간으로 구성될 때, 부분 벡터공간에서의 사영

행렬로주어지는 2차형식임을보여준다.

4. 고유근을 이용한 기대값

적률법으로 확률모형에 내포된 분산성분을 추정하기 위한 또 하나의 계산과정은 변동요인에 따른 제

곱합의 기대값 계산이다. 요인별 제곱합의 기대값을 구하기 위한 방법으로 Hartley의 합성법을 이용할

수있다. 먼저, 2차형식의기대값을살펴보기로한다. 행렬모형식 (2.2)에서 V (y)를구해보자.

V (y) = V (jµ+XAα+XBβ +XAB(αβ) + ϵ) (4.1)

이다. 확률모형의가정을이용할때,

Σ = σ2
αXAX

′
A + σ2

βXBX
′
B + σ2

(αβ)XABX
′
AB + σ2

ϵI (4.2)

이다. 분산성분을 구하기 위한 제곱합은 y의 이차형식으로 주어진다. 이차형식을 y′My로 나타내면

M은양반정치행렬이며멱등행렬이다.

E(y′My) =tr(MΣ) + µ2j′Mj

=σ2
αtr(MXAX

′
A) + σ2

βtr(MXBX
′
B) + σ2

(αβ)tr(MXABX
′
AB) + σ2

ϵ tr(M) (4.3)

으로 구해진다. y′My의 M은 사영공간으로의 사영행렬로 주어지고 j와의 곱은 Mj = 0이다. 식

(4.3)에의한제곱합들의기대값을구해보기로한다. 식 (3.1)의제곱합을 Q1이라두면

E(Q1) =σ2
αtr((XX− − jj−)XAX

′
A) + σ2

βtr((XX− − jj−)XBX
′
B)+

σ2
(αβ)tr((XX− − jj−)XABX

′
AB) + σ2

ϵ tr(XX− − jj−) (4.4)

로구해진다.식 (3.2)의제곱합을 Q2라두면

E(Q2) =σ2
αtr((XX− −X1X1

−)XAX
′
A) + σ2

βtr((XX− −X1X1
−)XBX

′
B)+

σ2
(αβ)tr((XX− −X1X1

−)XABX
′
AB) + σ2

ϵ tr(XX− −X1X1
−) (4.5)

이다. 식 (3.3)의제곱합을 Q3라두면

E(Q3) =σ2
αtr((XX− −X2X2

−)XAX
′
A) + σ2

βtr((XX− −X2X2
−)XBX

′
B)+

σ2
(αβ)tr((XX− −X2X2

−)XABX
′
AB) + σ2

ϵ tr(XX− −X2X2
−) (4.6)

로구해진다. 식 (3.4)의제곱합을 Qϵ이라두면

E(Qϵ) = σ2
ϵ tr(I −XX−) (4.7)
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로 구해진다. Hartley (1967)는 식 (4.3)에서 분산성분들의 계수들로 주어지는 대각합를 구하기 위한

방법으로 합성법을 제공하고 있으나 계산과정이 간편하지 않다. Hartley의 합성법 대신에 제곱합의 기

대값과 관련된 행렬의 성질을 이용하면 분산성분의 계수는 간편하게 구해진다. 즉, 대각합내 행렬은 정

방행렬이므로 대각합은 고유근의 합이 되는 성질을 이용할 수 있다. 고유근을 이용할 때 식 (4.3)은 다

음과같은형태로주어진다.

E(y′My)=σ2
α

n∑
i=1

λi(MXAXA
′)+σ2

β

n∑
j=1

λj(MXBXB
′)+σ2

(αβ)

n∑
k=1

λk(MXABXAB
′)+σ2

ϵ

n∑
l=1

λl(M) (4.8)

단, λi(·)는 (·)내 행렬의 고유근을 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn으로 나타낼 때 i번째 고유근이다. 불균형자료의

경우에 균형자료와는 달리 총제곱합을 분해하는 다양한 방법들로 인해 동일한 모형의 분산성분들에 대

한 해는 일정하지 않다. Searle (1971)은 분산성분을 추정하기 위한 목적으로 다양한 방법중 하나를 이

용하게 될 때 그 중 하나를 선택할 수 있는 기준이 없기 때문에 다양한 이차형식들이 이용될 수 있음을

논의하고 있다. 다시말하면, Henderson의 방법 I 또는 Henderson의 방법 III으로 부터 주어지는 이차

형식의집합들이동일모형의분산성분추정에이용될수있음을의미하고있다.

5. 자료분석의 예

이원 확률모형의 분산성분을 구하기 위한 방법으로 사영과 고유근의 활용을 Milliken과 Johnson

(1984)의자료를통해구체적으로살펴보기로한다. Milliken과 Johnson (1984)은 Henderson방법 I의

제곱합과 Henderson 방법 III의 제1종 제곱합을 이용하여 분산성분을 추정하는 방법으로 다음의 이원

자료를들고있다.

Table 5.1 Two way data

A � B 1 2 3

1 10,12,11 13,15 21,19

2 16,18 13,19,14 11,13

Table 5.1의 자료에 대한 확률모형으로 식 (2.1)을 가정하고 있다. Henderson 방법 I의 제곱합은 식

(2.1)의 가정하에 분산분석법에 의해 계산된다. 3절에서 Henderson 방법 III의 제곱합을 사영을 이용

한 제곱합으로 나타내고 있다. Henderson 방법 III은 효과에 따른 제곱합을 계산하기 위해 완전모형

(full model)과 부분모형의 적합에 따른 제곱합에서의 감소량을 이용하고 있다. 행렬모형식 (2.2)의 적

합은 R(·)으로 나타낼 때 R(µ,α,β,αβ)이고 이는 y를 X로의 사영을 생각할 때 사영까지의 거리제곱

인 y′(X ′X)−X ′y가된다.

식 (3.1)의 제곱합 Q1 = 124.5476, 식 (3.2)의 제곱합 Q2 = 123.9048, 식 (3.3)의 제곱합 Q3 =

109.14150이고식 (3.4)의제곱합 Qϵ = 30.6667로구해진다. 식 (4.4), (4.5), (4.6)과 (4.7)로부터구한

기대값은다음과같이얻어진다.

E(Q1) =7σα
2 + 9.2857σβ

2 + 11.5714σ2
(αβ) + 5σ2

ϵ

E(Q2) =9.1429σ2
(αβ) + 4σ2

ϵ

E(Q3) =4.5176σ2
(αβ) + 2σ2

ϵ

E(Qϵ) =8σ2
ϵ (5.1)
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적률법을 이용하는 상수적합법에서 사영을 이용한 연립방정식의 해는 σ2
α = −2.9026, σ2

β = −3.8503,

σ2
(αβ) = 13.9465이고 σ2

ϵ = 3.8475이다. Henderson의 방법 I에 의한 Milliken과 Johnson의 해를 살펴

보면 σ2
α = −8.2523, σ2

β = −10.8817, σ2
(αβ) = 15.8593이고 σ2

ϵ = 3.8333 이다. 사영을 이용하는 방법

에서의 연립방정식과 Hartley의 합성법에서의 연립방정식은 서로 다른 식을 제공하므로 해의 값은 같지

않게 된다. 왜냐하면 사영을 이용하는 방법에서는 고유근을 활용하고 있기 때문이다. 그러나 방법 간의

차이가있으나양수의분산성분에대한추정값들은거의유사함을알수있다.

Henderson의 방법 III에서 제1종 제곱합을 이용한 경우의 제1종 추정치는 σ2
α = −8.0329, σ2

β =

−10.5877, σ2
(αβ) = 22.4620이고 σ2

ϵ = 3.8333으로 구해짐을 Milliken과 Johnson (1984)에서 볼 수

있다. Henderson의 방법 III에서 제1종 제곱합을 사영으로 구한 경우의 추정값들은 σ2
α = −8.0414,

σ2
β = −10.1684,σ2

(αβ) = 22.4627이고 σ2
ϵ = 3.8333으로거의동일하게구해짐을알수있다.

6. 결론

본 논문은 실험자료의 분석을 위한 이원 분산분석모형으로 확률효과 모형을 가정하고 있다. 모형에

내포된 모수가 확률변수로 간주되기 때문에 분산성분의 추정에 관심을 두고 있다. 분산성분의 추정을

위해 적률법을 이용하는 Henderson의 두 방법인 분산분석법과 상수적합방법을 다루고 있다. Hender-

son의 방법 I과 III으로도 불리우는 이들 방법은 분산성분의 적률추정량을 얻기 위해 필요한 제곱합과

기대값의 계산방법을 제공하고 있다. Henderson의 방법 I은 제곱합의 계산을 위해 고정효과의 모형에

서 이용되는 분산분석법을 이용하여 구하고 있다. Henderson의 방법 III은 제곱합을 모형의 적합을 통

해 구하게 된다. 이때 모형의 적합은 완전모형과 완전모형의 부분인 부분모형의 적합에 따른 제곱합간

의 차로 구해야 하는 방식을 따르고 있다. 두 방법 모두 기대값의 계산은 Hartley의 합성법을 이용하여

구하게된다.

본 논문의 주안점은 Henderson의 방법들에서 제공되는 제곱합의 계산방식을 벡터공간에서의 사영을

이용하여 효율적으로 계산할 수 있음을 논의하고 있다. 특히 상수적합법 또는 Henderson의 방법 III은

다양한 선형모형들을 자료에 적합시켜 해당하는 제곱합을 구하는 방식을 이용하고 있다. 이 방법은 완

전모형과 부분모형들의 적합에 따른 제곱합에서의 감소를 이용하고 있다. 본 논문에서는 Henderson의

방법 III에 따른 제곱합과 일치하는 사영공간으로의 사영제곱합 뿐만아니라 다양한 방법들에서 사영이

이용될 수 있음을 보여주고 있다. 또한, 제곱합의 기대값 계산을 위해 Hartley의 합성법 대신에 관련된

행렬의 고유근을 이용하는 방법을 제공하고 있다. 사영에 의한 제곱합의 계산과 관련행렬의 고유근의

활용에 대한 타당성을 입증하기 위해 Milliken과 Johnson (1984)에서의 자료결과와 거의 동일하게 주

어짐을보여주고있다.
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Abstract

This paper discusses a method of estimating variance components for random ef-

fects model. Henderson’s method I and III are discussed for the esimation of variance

components. This paper shows how to use projections instead of using Henderson’s

methods for the calculation of sums of squares which are quadratic forms in the ob-

servations. It also discusses that eigenvalues can be used for getting the expectations

of sums of squares in place of using the method of Hartley’s synthesis. It shows the

suggested method is much more effective than those methods.

Keywords: Eigenvalue, projection, quadratic form, random effects, variance compo-

nents.
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