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Abstract

For a sensitive survey in which the population is composed by several strata with quantitative attributes,

we present an additive stratified quantitative attribute randomized response model which applied stratified

random sampling instead of simple random sampling to the models of Himmelfarb-Edgell’s additive quanti-

tative attribute model and Gjestvang-Singh’s. We also establish theoretical grounds to estimate the stratum

mean of sensitive quantitative attributes as well as the over all mean. We deal with the proportional and

optimal allocation problems in each suggested model and compare the relative efficiency of the suggested

two models; subsequently, Himmelfarb-Edgell’s model is more efficient than Gjestvang-Singh’s model under

the condition of stratified random sampling.

Keywords: Additive randomized response model, quantitative attribute, stratified sampling, sample alloca-

tion.

1. 서론

Warner (1965)가 응답자들의 신분이나 사생활을 보호할 수 있는 확률장치를 통해 민감한 속성의 모비

율을 추정할 수 있는 확률화응답모형을 처음으로 제안한 이후 많은 연구자들이 모집단내 민감한 속성을
추정하기위한연구로서 Warner모형을발전시켜왔다.

특히, Himmelfarb와 Edgell (1980)은 민감한 양적인 변수의 정보를 얻기 위하여 가법 모형(additive

model)을 제안하였다. 이와 같은 가법 모형은 응답자들에게 자신들의 응답에 변환된 변수를 사용하여

개인적인 민감한 정보를 보호하도록 하고 있다. 즉, 민감한 변수 X에 대한 모평균 µx를 추정하고자

할 때 변환된 변수 Z의 모평균 µz와 모분산 σ2
z을 알고 있다고 가정한 후, 단순임의추출된 응답자들은

자신들의 진실된 응답에 변환된 변수의 분포로부터 얻어진 일정한 값을 더하여 응답하게 된다. 그리고
Gjestvang과 Singh (2009)은두개의알고있는양의실수값 α와 β를변환된변수 Z에곱한후민감한

변수 X에 더하거나 빼는 가법 모형을 제안하였다. 이 가법 모형은 단순임의추출된 i번째 응답자들에게
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p = β/(α+β)의확률로 Xi+αZ라는변환된응답하도록하고, 1−p = α/(α+β)의확률로 Xi−βZ라

는변환된응답을하도록하여모형의효율성이높이고있다.

이와 같은 대표적인 두 가법 모형은 응답자들을 추출하는 데 있어서 모두 단순임의추출법을 사용하고

있다. 하지만 우리가 관심을 가지고 있는 모집단이 층으로 구성되어 있고, 층의 크기를 알고 있는 경

우라면 단순임의추출법을 이용하는 것보다는 층화임의추출법을 사용하는 것이 보다 더 효율적일 것이

다. 이러한 층화추출법을 확률화응답모형에 적용하는 연구는 Ahn과 Lee (2003, 2004), Kim과 Warde

(2004), Son 등 (2008), Lee (2012) 등에의해이루어졌다.

본 논문에서는 사회적으로나 개인적으로 매우 민감한 조사에서 조사하고자 하는 모집단이 여러 개의

층으로 구성되어 있고, 각 층이 양적인 속성으로 되어 있는 경우에 Himmelfarb-Edgell의 가법 모형과

Gjestvang-Singh의 가법 모형에 단순임의추출법 대신에 층화추출법을 적용한 층화 가법 양적속성 확률

화응답모형을 제안하고자 한다. 제안한 두 모형으로부터 각 층의 양적속성에 대한 모평균의 추정뿐만
아니라모집단전체모평균에대한추정을할수있는이론적체계를마련하고자한다. 그리고층화추출
에 있어서 각 층의 표본배분에 대하여 비례배분과 최적배분을 다루고자 한다. 마지막으로 두 층화 가법

양적속성확률화응답모형들간의효율성을비교해보고자한다.

2. Himmelfarb와 Edgell의 층화 가법 양적속성 확률화응답모형

이장에서는 Himmelfarb와 Edgell (1980)의가법양적속성모형에서사용한단순임의추출법대신에층

화추출법을 적용하여 각 층의 양적속성에 대한 모평균의 추정뿐만 아니라 모집단 전체 모평균을 추정할
수 있는 층화 가법 양적속성 확률화응답모형을 제안하고자 한다. 또한 제안한 층화 가법 양적속성 확률

화응답모형에있어서비례배분과최적배분의표본배분문제를다루고자한다.

크기 N인모집단이각층의크기가 Nh (h = 1, 2, . . . , L)인상호배반인 L개의층으로구성되어있으며
이때, 모집단의 각 층의 크기를 알고 있다고 가정한다. 각 층 Nh (h = 1, 2, . . . , L)로부터 단순임의복원

으로크기가 nh인표본을추출한다. 각층에서추출된응답자들은

Yhi = Xhi + Zh

라는 변환된 응답(scrambled response)을 기록하도록 요구받게 되는데, 여기서 Xhi (≥ 0)는 h층의 i번

째 민감한 양적변수의 참값이며, Zh는 ER(Zh) = µhz이고 VR(Zh) = σ2
hz인 분포를 따르는 변환변수로

양수값을갖고알고있다고가정한다.

그러면, h층의민감한양적속성의모평균 µhx의추정량 µ̂hx과그분산은다음과같이얻어진다.

µ̂hx =
1

nh

nh∑
i=1

(Yhi − µhz),

V (µ̂hx) =
1

nh

(
σ2
hz + σ2

hx

)
,

여기서 σ2
hx은 Xh의모분산이다.

또한모평균 µx의추정량 µ̂x(A)은다음과같다.

µ̂x(A) =

L∑
h=1

Whµ̂hx =

L∑
h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

(Yhi − µhz),

여기서 Wh = Nh/N이다.
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정리 2.1 추정량 µ̂x(A)는 민감한 양적속성의 모평균 µx의 비편향추정량이다.

증명:

E(µ̂x(A)) = E

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

(Yhi − µhz)

]

= E

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

{(Xhi + Zh)− µhz}

]

=

L∑
h=1

Whµhx

= µx.

따라서 µ̂x(A)는모평균 µx의비편향추정량이다. �

정리 2.2 서로 다른 층으로부터 응답자들을 독립적으로 복원추출한다면, 모평균 µx의 추정량 µ̂x(A)의 분산은 다

음과 같다.

V (µ̂x(A)) =
L∑

h=1

W 2
h

nh

(
σ2
hz + σ2

hx

)
.

증명:

V
(
µ̂x(A)

)
= V

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

(Yhi − µhz)

]

= V

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

{(Xhi + Zh)− µhz}

]

=

L∑
h=1

W 2
h

nh

(
σ2
hz + σ2

hx

)
.

�

다음은 층화추출에 있어서 표본의 크기 n을 각 층의 크기 nh에 비례하여 배분하는 비례배분과 일정한

비용하에서분산을최소화시키는최적배분에대해살펴보자.

첫째, 비례배분은 층화추출에 있어서 각 층의 크기 Nh를 알 수 있으나 층내변동에 관해서는 알 수 없는
경우, 표본의 크기 n을 각 층의 크기 Nh에 비례하여 배분하는 방법이다. 비례배분에 있어서 h층의 표

본크기는 nh = n(Nh/N)이므로추정량 µ̂x의분산은다음과같다.

V (µ̂x(A))p =
1

n

L∑
h=1

Wh

(
σ2
hz + σ2

hx

)
.

둘째, 층화 최적배분은 표본의 크기 n을 각 층에 배분하는데 있어서 일정한 비용 하에서 V (µ̂x(A))을 최

소로하거나, 일정한분산 V (µ̂x(A))하에서비용을최소로하는각층의표본크기 nh를결정하는방법이

다. 층화추출에있어서다음과같은비용함수를사용한다.

C = c0 +
L∑

h=1

chnh,
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여기서 c0는고정비용이고, ch는 h층의단위당비용이다.

Cauchy-Schwarz의 부등식을 이용하여 고정된 비용 C에 대해 V (µ̂x(A))을 최소로 하는 nh는 다음과 같

으므로

nh = n ·
Wh

√
σ2
hz + σ2

hx/
√
ch

L∑
h=1

Wh

√
σ2
hz + σ2

hx/
√
ch

.

최적배분의경우에추정량 µ̂x(A)의분산은다음과같다.

V
(
µ̂x(A)

)
o
=

L∑
h=1

Wh

√
σ2
hz + σ2

hx

√
ch

n
·

L∑
h=1

Wh

√
σ2
hz + σ2

hx√
ch

.

3. Gjestvang, Singh의 층화 가법 양적속성 확률화응답모형

이 장에서는 Gjestvang과 Singh (2009)의 가법 양적속성 모형에 층화추출법을 적용한 층화 가법 양적

속성 확률화응답모형을 제안하고자 한다. 또한 제안한 층화 가법 양적속성 확률화응답모형에 있어서 비

례배분과최적배분의표본배분문제를다루고자한다.

크기 N인 모집단이 각 층의 크기가 Nh (h = 1, 2, . . . , L)인 상호 배반인 L개의 층으로 구성되어 있으며
이때, 모집단의 각 층의 크기를 알고 있다고 가정한다. 각 층 Nh (h = 1, 2, . . . , L)로부터 단순임의복원

으로크기가 nh인표본을추출한다.

h층의 i번째응답자들은 ph = βh/(αh+βh)의확률로민감한변수 Xhi+αhZh라는변환된응답하도록

하고, 1 − ph = αh/(αh + βh)의 확률로 Xhi − βhZh라는 변환된 응답을 하도록 한다. 이때, αh, βh는

h층의양의실수값으로알고있다고가정한다.

응답자들의응답의분포는다음과같이주어진다.

Yhi =


Xhi + αhZh, 선택확률 : ph =

βh

αh + βh
,

Xhi − βhZh, 선택확률 : 1− ph =
αh

αh + βh
.

h층의민감한양적속성의모평균 µhx의추정량 µ̂hx과그분산은다음과같이얻어진다.

µ̂hx =
1

nh

nh∑
i=1

Yhi,

V (µ̂hx) =
1

nh

[
σ2
hx + αhβh

(
σ2
hz + µ2

hz

)]
.

다음으로추정하고자하는모평균 µx의추정량 µ̂x(G)은다음과같다.

µ̂x(G) =

L∑
h=1

Whµ̂hx =

L∑
h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

Yhi,

여기서 Wh = Nh/N이다.

정리 3.1 추정량 µ̂x(G)는 민감한 양적속성의 모평균 µx의 비편향추정량이다.
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증명: E1을 모든 가능한 표본들에 대한 기대값이라 하고, E2를 확률장치에 대한 기대값이라고 하면,

µ̂x(G)의기대값은다음과같다.

E
(
µ̂x(G)

)
= E1E2

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

Yhi

]

= E1

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

E2(Yhi)

]
에서

E2(Yhi) = phE2(Xhi + αhZh) + (1− ph)E2(Xhi − βhZh)

= phXhi + (1− ph)Xhi + αhphµhz − βh(1− ph)µhz

= Xhi +
αhβhµhz

αa + βh
− µhzαhβh

αa + βh

= Xhi

이므로

E(µ̂x(G)) = E1

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

Xhi

]

=
L∑

h=1

Whµhx

= µx

이된다. 따라서 µ̂x(G)는모평균 µx의비편향추정량이다. �

정리 3.2 서로 다른 층으로부터 응답자들을 독립적으로 복원추출한다면, 모평균 µx의 추정량 µ̂x(G)의 분산은 다

음과 같다.

V
(
µ̂x(G)

)
=

L∑
h=1

W 2
h

nh

[
σ2
hx + αhβh

(
σ2
hz + µ2

hz

) ]
. (3.1)

증명: V1을 모든 가능한 표본들에 대한 분산이라 하고, V2를 확률장치에 대한 분산이라고 하면,

µ̂x(G)의분산을다음과같이표현할수있다.

V (µ̂x(G)) = E1V2(µ̂x(G)) + V1E2(µ̂x(G)) (3.2)

= E1

[
L∑

h=1

W 2
h

n2
h

nh∑
i=1

V2(Yhi)

]
+ V1

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

E2(Yhi)

]
.

여기서

V2(Yhi) = E2

(
Y 2
hi

)
− [E2(Yhi)]

2

= phE2(Xhi + αhZh)
2 + (1− ph)E2(Xhi − βhZh)

2 −X2
hi

=
(
σ2
hz + µ2

hz

) [
phα

2
h + (1− ph)β

2
h

]
+ 2Xhiµhz(phαh − (1− ph)βh)

=
(
σ2
hz + µ2

hz

) [ α2
hβh

αh + βh
+

αhβ
2
h

αh + βh

]
+ 2Xhiµhz

[
αhβh

αh + βh
− αhβh

αh + βh

]
= αhβh

(
σ2
hz + µ2

hz

)
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이다. 따라서

E1

[
L∑

h=1

W 2
h

n2
h

nh∑
i=1

V2(Yhi)

]
= E1

[
L∑

h=1

W 2
h

n2
h

nh∑
i=1

{
αhβh

(
σ2
hz + µ2

hz

)}]
(3.3)

=

L∑
h=1

W 2
h

nh

[
αhβh

(
σ2
hz + µ2

hz

)]
,

V1

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

E2(Yhi)

]
= V1

[
L∑

h=1

Wh

nh

nh∑
i=1

Xhi

]
(3.4)

=

L∑
h=1

W 2
h

nh
σ2
hx

이므로식 (3.3)과식 (3.4)를식 (3.2)에대입하면, 분산식 (3.1)을얻을수있다. �

다음은 층화추출에 있어서 표본의 크기 n을 각 층의 크기 nh에 비례하여 배분하는 비례배분과 일정한

비용하에서분산을최소화시키는최적배분에대해살펴보자.

첫째, 비례배분에있어서 h층의표본크기는 nh = n(Nh/N)이므로추정량 µ̂x(G)의분산은다음과같다.

V (µ̂x(G))p =
1

n

L∑
h=1

Wh

[
σ2
hx + αhβh

(
σ2
hz + µ2

hz

)]
.

둘째, 층화 최적배분에 대한 비용함수식 (2.1)으로부터 Cauchy-Schwarz의 부등식을 이용하여 고정된

비용에대해 V (µ̂x(G))을최소로하는 nh을구해보면다음과같다.

nh = n ·
Wh

√
σ2
hx + αhβh(σ2

hz + µ2
hz)/

√
ch

L∑
h=1

Wh

√
σ2
hx + αhβh(σ2

hz + µ2
hz)/

√
ch

.

그러므로최적배분을했을때 µ̂x(G)의분산은다음과같다.

V (µ̂x(G))o =

L∑
h=1

Wh

√
σ2
hx + αhβh(σ2

hz + µ2
hz)

√
ch

n
·

L∑
h=1

Wh

√
σ2
hx + αhβh(σ2

hz + µ2
hz)√

ch
.

4. 효율성 비교

두 모형 간의 효율성을 비교하기 위하여 Himmelfarb-Edgell의 층화 가법 모형에 대한 Gjestvang-

Singh의층화가법모형의상대효율을구해보면다음과같다.

RE =
V (µ̂x(A))

V (µ̂x(G))
=

L∑
h=1

(σ2
hz + σ2

hx)

L∑
h=1

[σ2
hx + αhβh(σ2

hz + µ2
hz)]

(4.1)

=

L∑
h=1

(1 + V Rh)

L∑
h=1

[
αhβh(1 + C−2

hz ) + V Rh

] ,
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Table 4.1. Efficiency Comparison

C1z C2z
V R1 = 0.5 V R1 = 1.0 V R1 = 1.5

V R2 = 0.5 V R2 = 1.0 V R2 = 1.0 V R2 = 1.5 V R2 = 1.5 V R2 = 2.0

0.5 2.7522 2.2012 1.9138 1.7374 1.6181 1.5320

0.5
1.0 2.8222 2.2392 1.9389 1.7557 1.6323 1.5436

1.5 2.8355 2.2464 1.9436 1.7591 1.6350 1.5458

2.0 2.8402 2.2489 1.9452 1.7603 1.6359 1.5465

0.5 2.8222 2.2392 1.9389 1.7557 1.6323 1.5436

1.0
1.0 2.8957 2.2786 1.9646 1.7744 1.6469 1.5554

1.5 2.9097 2.2860 1.9694 1.7779 1.6496 1.5576

2.0 2.9147 2.2887 1.9711 1.7791 1.6505 1.5584

0.5 2.8355 2.2464 1.9436 1.7591 1.6350 1.5458

1.5
1.0 2.9097 2.2860 1.9694 1.7779 1.6496 1.5576

1.5 2.9239 2.2935 1.9743 1.7814 1.6523 1.5598

2.0 2.9289 2.2962 1.9760 1.7827 1.6533 1.5606

0.5 2.8402 2.2489 1.9452 1.7603 1.6359 1.5465

2.0
1.0 2.9147 2.2887 1.9711 1.7791 1.6505 1.5584

1.5 2.9289 2.2962 1.9760 1.7827 1.6533 1.5606

2.0 2.9339 2.2988 1.9777 1.7839 1.6542 1.5613

여기서 V Rh = σ2
hx/σ

2
hz, Chz = σhz/µhz이다.

두 모형간의 효율성을 수치적으로 비교하기 위하여 모집단이 2개의 층으로 구성되어 있고, α1 = α2 =

0.09, β1 = β2 = 0.1이라 가정하였다. 그리고 h (h = 1, 2)층의 분산비(V Rh)와 Chz를 0.5에서 2.0까지

변화시켜가면서상대효율을구해보면다음 Table 4.1과같다.

Table 4.1에서 1보다큰값은 Gjestvang-Singh의층화가법모형이 Himmelfarb-Edgell의층화가법모

형보다 효율성이 좋음을 나타낸다. Table 4.1로부터 전반적으로 Gjestvang-Singh의 층화 가법 모형이

Himmelfarb-Edgell의 층화 가법 모형보다 효율적인 것으로 나타났다. 또한 식 (4.1)에서 알 수 있듯이

αhβh값이 작을수록 즉, 제시한 모형의 특성이 직접질문에 가까워질수록 Gjestvang-Singh의 층화 가법

모형이효율적임을알수있었다.

5. 결론

본 논문에서는 사회적으로나 개인적으로 매우 민감한 조사에서 조사하고자 하는 모집단이 여러 개의

층으로 구성되어 있고, 각 층이 양적인 속성으로 되어 있는 경우에 Himmelfarb-Edgell의 가법 모형과

Gjestvang-Singh의 가법 모형에 단순임의추출법 대신에 층화추출법을 적용한 층화 가법 양적속성 확률

화응답모형을 제안하였다. 제안한 두 모형으로부터 각 층의 양적속성에 대한 모평균의 추정뿐만 아니
라 모집단 전체 모평균에 대한 추정을 할 수 있는 이론적 체계를 마련하였다. 그리고 제안한 두 모형에
서 비례배분과 최적배분 문제를 다루었으며, 각 배분법에 따른 분산식을 도출하였다. 마지막으로 두 층

화 가법 양적속성 확률화응답모형들 간의 효율성을 비교해 본 결과 Gjestvang-Singh의 층화 가법 모형

이 Himmelfarb-Edgell의 층화 가법 모형보다 효율적으로 나타났고, 특히 αhβh값이 작을수록 즉, 제시

한 모형의 특성이 직접질문에 가까워질수록 Gjestvang-Singh의 층화 가법 모형의 효율성이 커짐을 알

수있었다.
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요 약

본 논문에서는 사회적으로나 개인적으로 매우 민감한 조사에서 조사하고자 하는 모집단이 여러 개의 층으로 구성
되어 있고, 각 층이 양적인 속성으로 되어 있는 경우에 Himmelfarb-Edgell의 가법 모형과 Gjestvang-Singh의 가

법 모형에 단순임의추출법 대신에 층화추출법을 적용한 층화 가법 양적속성 확률화응답모형을 제안하였다. 제안

한 두 모형으로부터 각 층의 양적속성에 대한 모평균의 추정뿐만 아니라 모집단 전체 모평균에 대한 추정을 할 수
있는 이론적 체계를 마련하였다. 그리고 제안한 두 모형에서 비례배분과 최적배분 문제를 다루었으며, 각 배분법

에 따른 분산식을 도출하였다. 마지막으로 두 층화 가법 양적속성 확률화응답모형들 간의 효율성을 비교해 본 결
과 Gjestvang-Singh의 층화 가법 모형이 Himmelfarb-Edgell의 층화 가법 모형보다 효율적으로 나타났고, 특히

αhβh값이 작을수록 즉, 제시한 모형의 특성이 직접질문에 가까워질수록 Gjestvang-Singh의 층화 가법 모형의 효율

성이커짐을알수있었다.
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