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Abstract

In order to overcome the key shortcoming of Hamilton's principle, recently, the extended framework of Hamilton's 

principle was developed. To investigate its potential in further applications especially for material non-linearity problems, 

the focus is initially on a classical single-degree-of-freedom elasto-viscoplastic model. More specifically, the extended 

framework is applied to the single-degree-of-freedom elasto-viscoplastic model, and a corresponding weak form is 

numerically implemented through a temporal finite element approach. The method provides a non-iterative algorithm along 

with unconditional stability with respect to the time step, while yielding whole information to investigate the further 

dynamics of the considered system.  
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1. 서  론1)

과거 연구를 통해, 동역학에 관한 새로운 변분이

론인 확장 해밀턴 이론이 정립되었고1)
, 현재 탄성, 

점소성 연속체에 대해 그 적용 알고리즘이 제안되

어 있다. 이 이론의 큰 장점은 그 원리가 매우 간단

해 적용이 쉽다는 것이다. 곧, 확장 해밀턴 이론은 

해밀턴 이론2),3)의 가장 큰 문제점인 적절한 초기치

(initial conditions)사용을 혼합변수의 사용과(mixed 

formulation) 초기치의 순차적 적용을 통해 해결함

으로 시공간(space-time)에 대해 유한요소를 적용시

킬 수 있는 variational weak form을 제공한다.

해밀턴 이론은 그 근원이 태양계 행성의 움직임

을 하나의 범함수(functional)로 나타내고자한 천체
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물리학이 시발점으로, 오랫동안 수물리학을 비롯한 

여러 분야에 걸쳐 중요하게 쓰이고 있다4)-8)
. 하지만, 

해밀턴 이론은 두 가지의 큰 이론적 약점이 있다. 

첫째, 해밀턴 이론은 end-point constraints의 조건

을 가지고 있는데, 이는 범함수의 변분(variation)에 

대한 제한 조건으로 시간 간격의 매 끝점에(end 

points of the time interval) 대한 변분은 없다는 것

이다. 곧, 시간 간격의 처음과 마지막에 동적 시스

템의 위치는 알려져 있다고 보는 것으로, 이는 대부

분 동적 문제가 주어진 초기치에 대해 마지막 시간

까지 어떻게 변화하는 지를 살펴보는 것에 비춰 적

절치 않음을 알 수 있다. 둘째, 여러 실제적 현상들

(phenomenological models)은 종종 수학적으로 에

너지 비보존계로 모델링되는 데, 이 에너지 비보존

계(non-conservative system)를 해밀턴 이론은 직접 

다룰 수 없다. 별도의 범함수인 Rayleigh's 

dissipation
9)-13)을 통해 에너지 비보존계를 다룰 수 

있으나, 이는 하나의 범함수로 경계치 문제를
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(boundary value problems) 정의하는 다른 정역학

의 변분이론(Principle of virtual work, Principle of 

minimum total potential energy, etc.)과는 다른 해

밀턴 이론이 지닌 한계라 할 수 있다.

과거 해밀턴 이론의 단점을 극복하고자 한 대표

적인 연구로는, 합성적분(convolution)을 적용한 연

구14)-16)와 fractional derivative(non-integer order 

differentiation)를 적용한 연구 등이17)-21)
 있다. 하지

만, 합성적분을 적용한 Tonti의 접근은16) 초기값이 

0이 아닌 경우는 제대로 적용할 수 없는 어려움이 

있고, Gurtin의 방법은14),15)
 초기치 문제

(initial-value problem)를 등가의 경계치 문제

(equivalent boundary-value problem)로 환원시킴

으로 완전한 strong form을 회복할 수 없는 단점이 

있다. 또한, fractional derivative를 적용한 어떤 연

구도 가장 간단한 경우인 선형 탄성 단자 유도계에 

관해서 조차도 검증된 바가 없다.

본 논문은 해밀턴 이론의 적절한 초기치 사용 문

제를 해결한 확장해밀턴 이론의 향후 구조체 및 연

속체의 재료 비선형문제에 대한 적용성을 살펴봄을 

목적으로, 이를 위해 가장 기본적인 탄점소성 단자

유도계에 확장 해밀턴이론을 적용, 시간에 대한 유

한요소 수치해석법을 이끌어 내었고, 기본적인 수치 

해석법의 특징과 그 방법의 적절성을 알고리즘 분

석과 수치해석 예제를 통해 검증하였다.

2. 확장해밀턴 이론의 적용

2.1 탄 소성 단자유도계

<Fig. 1> Single degree of freedom 

elasto-viscoplastic model

<Fig. 1>의 탄점소성 단자유도계는 질량 과 연

결된 선형 탄성 단자유도계(harmonic oscillator)와 

스프링의 내력이 항복 강도 를 넘어설 때 이를 

규제하는 슬라이더 부분의 두 부분이 직렬로 조합

된 것이다. 곧, 선형 탄성 단자유도계의 스프링의 

내력이 를 넘어서는 힘은 점성(viscosity) 에 의

해 소산되며, 이 탄점소성 단자유도계의 운동방정식

과 변위는 다음의 식으로 표현되며,

    (1)

     (2)

초기조건은 다음과 같이 주어진다.

  
 (3)

(1)-(2)식에서,  ,  , 는 각각 질량 의 전체 

변위, 슬라이더의 변위, 스프링 내력을 의미하며, 

와 는 스프링 상수(stiffness)와 외력을 나타낸다.

확장 해밀턴 이론은 <Fig. 1>의 운동방정식을 두 

가지 범함수인 action 와 Rayleigh's dissipation 

을 다음과 같이 혼합변수인 변위 와 스프링내 

힘의 충격량(impulse) 로 정의해 이끌어낸다.

 




    (4)

  
 〈∥∥〉  (5)

(4)식에서, Lagrangian 은 다음식과 같고,

  

 


    (6)

는 스프링 상수의 역수로, 스프링의 연성

(flexibility)을 나타낸다. 또한, (5)식의 〈∙〉는 

Macaulay bracket을 ∥∙∥은 절대값을 의미한다.

확장 해밀턴 이론은 (4)식의 변분(first variation)

을 다음과 같이 정의하는 데,

  




 








 

 
    

  

(7)

여기서, 



은 슬라이더의 소성 변형률(plastic 

strain rate) 을 나타내며 이는 부호함수(signum 

function) 로 다음과 같이 표현된다.

 



 
〈∥∥ 〉 (8)

(7)식에서 더해지는 항인  
에서 은 정해지

지 않은 미지의 값으로 초기와 마지막 시간에서의 
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모멘텀( )을  
에서 은 정해지지 않

은 미지의 값으로 초기와 마지막 시간에서의 슬라

이더의 변위를 나타낸다. 

이것은 탄점소성 단자유도 시스템이 정해지지 않

은 하나의 초기값인 ()과 정해지지 

않은 하나의 마지막값인 ()으로 

움직이게 제한하는 역할을 한다. 여기에, 정해지지 

않은 초기값 ()을 주어진 초기값인 

(
 )이 다음과 같이 순차적으로 부가된다

고 간주함으로

  
    (9)

  혹은      (10)

확장해밀턴 이론은 초기값을 적절히 사용할 수 

있다. 곧, (9)식과 (10)식은 (7)식에 더해 암묵적으로 

사용되며, (10)식의  은 (7)식에 명백하게 

나타날 필요가 없다. 

(7)식이 제대로 (1)-(2)식을 나타내는지를 확인코

자, (5)식과 (6)식을 (7)식에 대입하면, 다음과 같이 

표현된다.

  




  






    

  
   

  

(11)

(11)식에 부분적분(integration by parts)을 적용

하면, 다음의 식을 갖는다.

  




    






   

 
      

(12)

(12)식에서 시간간격  내에 임의로 변하는 

변분값   및 를 고려하면, 다음의 두 식이 성립

함을 알 수 있다.

              (13)

(13)식에서, 스프링 내의 힘 이 다음의 식으로

 

           (14)

표현됨을 감안하면, 확장 해밀턴 이론에서 (1)식

이 성립함을 알 수 있다. 또한, (2)식의 변형률식

(rate-constitutive relation)도 동시에 성립함을 확인

할 수 있다.

2.2 시간에 한 유한요소 수치해석법

식(11)은 탄점소성 시스템에 있어 시간에 대한 다

양한 유한요소 해석법 개발에 단초가 된다. 곧, 변

분항(variational term)을 가상 필드(virtual field)로 

변분항이 아닌 항을 실제 필드(real field)로 간주하

면, (11)식은 가상일의 원리가 혼합변수를 통해 적

용됨을 알 수 있다: 곧, (11)식과 동등한 (12)식에서 

보듯, (11)식은 탄점소성 단자유도계의 운동방정식

과 rate-constitutive relation을 동시에 만족시키며, 

가상 필드와 실제 필드는 같은 연속성 요구조건

(temporal continuity requirement)을 갖는다. 

(11)식을 통해 개발될 수 있는 여러 가지 시간에 

대한 유한요소 수치해석법 중, 본 논문의 해석법은 

주요변수에 대해 근사 차수를 달리한 방법을 통해 

개발되었다.

2.2.1 혼합변수의 근사

먼저, (11)식은 하나의 균일한 time-step 를 통해 

시간간격    에 대한 변분 로 다음과 같이 

표현된다(곧,       ).

  
  



 (15)

곧, (14)식에서 은 다음을 의미하며,





   






     

   
     



(16)

(16)식의 은  를 나타내며, 이는 하나의 

time-step내의 시간        에 대한 주요 

변수인 와 가 최소 연속성 요구조건을 만족시키

는 다음과 같이 근사시키고,

≈ 
 ⌊      ⌋

  
  (17)

≈ 
 ⌊      ⌋

  
   (18)

시간에 대해 직접 적분할 경우, 아래와 같이 세가
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지 경우로 표현된다.











 
        



 
        



(19)

(17)-(18)식에서,   와 는 각각   과 일 

때의 실제 필드에서 스프링내 힘의 충격량을   

와 는 가상 필드에서 스프링내 힘의 충격량을 

나타내며, ⌊∙⌋과 ∙은 각각 행벡터(row 

vector)와 열벡터(column vector)를 나타낸다. 또한, 

(19)식의 세 가지 경우는 다음을 나타낸다.









 
     

 
     



(20)

이와 유사하게 실제 필드의 와 가상 필드 도 

최소의 연속조건을 만족하는 (17)-(18)식과 같이 선

형의 근사법을 적용할 수 있다. 하지만, 본 연구에

서는 확장 해밀턴 이론이 혼합 변수를 사용한 것을 

감안, 시간간격    의 중간 시간인 

 
    

 
 를 사용해, 아래와 같이 2차식

의 와 를 근사하였다.

≈⌊    ⌋










  












(21)

≈⌊    ⌋










  













(22)

(21)-(22)식에서,    , , 은 각각 다음의 2

차식을 나타낸다. 

   


   (23)

 


     (24)

 


     (25)

이 주요 변수의 근사치에 따른 시간에 대한 미분

항은 순차적인 미분으로 근사될 수 있다. 곧, 실제 

필드와 가상필드의 속도의 경우, 다음과 같이 표현

된다.

≈⌊   

⌋











  












(26)

≈⌊   

⌋











  













(27)

마찬가지로, 과 은 (17)-(18)을 에 대해 미분

함으로써 근사시킬 수 있다.

주요 변수 근사에서 유의할 점은 확장해밀턴 이

론에서 각 시간의 시작과 마지막에 대한 모멘텀은 

별도로 다루고 있는 점인 데, (16)식의 은 시간의 

시작과 마지막의 대표값인   과 로 근사

되며, 마찬가지로 은   과 으로 별도

로 근사된다. 덧붙여, 시간        에 대

한 외력 은 다음과 같이 근사된다.

≈ 
 ⌊      ⌋

  
  (28)

2.2.2 시간에 한 직  분 

앞의 실제 필드와 가상 필드의 혼합변수의 근사

식 (17)-(28)을 (16)식에 대입하여 시간간격 

   에 대해 직접 적분을 하고, 식(19)의 가상 

필드   와 를 제외한 계수를 로 놓으면  

은 다음의 다섯 개 식의 합으로 표현된다. 

   










   

 

 

     

      










(29)

 










   

 

 
 
     

 










   (30)

 









   

 

 
 
     

    










(31)

   









    

 
      

   










(32)

 








 
    

 
       










(33)
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확장 해밀턴 이론에 근거한 시간에 대한 유한요

소 수치해석법은 전체 시간 간격에서 범함수 의 

정상성(stationarity)이 각 시간 간격에서의 정상성, 

곧   을 통해 만족한다는 것에 근거하고, 각 

시간 간격의 정상성은 (29)-(33)식의 각 가상 필드의 

계수가 0이라는 것에 근거해 얻을 수 있다. 

(29)-(33)식 가운데, 변수 가 (31)식에서 다른 변

수들로 표현될 수 있고, 이를 다른 식에 대입하면 

(20)식의 각 조건에 따른 다음의 매트릭스 방정식을 

얻을 수 있다.

  






















  








  
  
  
  










   (34)

(34)식에서, (20)식의 (i)인 경우, 매트릭스  , 

과 벡터 는 다음과 같다.

 















 

 





 

 









 



 







  

(35a)

 















 

 





 











  

 

 







 

(35b)

 










    

 


    

 



   

 






   

 




(35c)

(20)식의 (ii)인 경우, 매트릭스 과 은 (35a) 및 

(35b)와 같고, 벡터 는 다음과 같다.

 










    

 


    

 



   

 






   

 




(36)

또한, (20)식의 (iii)의 경우, 매트릭스  , 과 벡

터 는 다음과 같다.

 















 

 





 

 






 



 




  

(37a)

 















 

 





 








  

 

 




 

(37b)

 










    

 


    

 



   

 



   

 

(37c)

(34)-(37)식에서 보듯, 확장 해밀턴 이론을 근거로 

개발된 시간에 대한 유한요소해석법은 기존의 

transient analysis에 쓰이는 방법(Newmark's 

methods, Central difference, etc.)이 재료 비선형을 

다룰 때, iterative method를 사용하는 것과는 달리 

non-iterative method임을 알 수 있다. 더욱 중요한 

것은 새로운 해석법은 해석의 결과로 변위, 속도(모

멘텀)와 스프링내 충격량은 물론, 잔류 변형 을 

직접적으로 산정한다는 것이다. 이는 곧, 잔류 변형

을 가진 시스템의 향후 동적 해석을 가능케 하는 것

으로 주목할 필요가 있다.
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   3. 수치해석 예제 및 분석

이상에서 유도한 해석법은 해석법의 기본적 특성 

분석과 예제를 통해 그 타당성이 입증되었다. 

3.1 안정성(Unconditionally stability) 

제안된 해석법은 (20)식과 (34)식에서 이끌어내지

는 각 경우에 대한 매트릭스     의 

eigenvalues를 통해 안정성을 검증할 수 있으며

(  은 의 역행렬을 의미), 이는 <Table 1>에 정

리되었다.

<Table 1> Eigenvalues for each case

Case Eigenvalues

Case (i)

Case (ii)

1

1

    

        

    

        

Case (iii)

1

1


     


      

<Table 1>에서 보듯, time-step 의 크기가

 ≤   (38)

일 경우, eigenvalues는 1보다 크지 않음을 알 수 

있고, 이는 곧 제안된 수치해석법이 (38)식을 만족

하는 한 무조건적 안정성을 갖고 있음을 의미한다.

3.2 수치 제

해석법의 타당성을 검증키 위해, 제안된 해석법은 

Newmark's constant average acceleration method

에 Newton Raphson iteration method가 고려된 기

존의 방법과 비교되었다. 기존 해석법에 대한 결과

는 OpenSees software
22)를 통해 도출되었으며, 

OpenSees가 <Fig. 1>의 기본적인 탄점소성 단자유

도계에 대해서는 고려할 수 없기에, <Fig. 2>의 모

델이 수치예제로 사용되었다. 

<Fig. 2> Numerical simulation model

<Fig. 2>의 모델에 대한 제안된 해석법은 다음의 

매트릭스와 벡터가 각각 앞의  ,  ,  (식(35)-(37)

에 더해짐)에 더해짐으로 고려될 수 있다.

 


















 









 




  




  

(39a)

 


















 









 




  




  

(39b)

 











    

  



    

  




(39c)

OpenSees를 이용한 기존의 해석에서, iteration에 

사용된 기준은 positive force convergence criterion

으로 10
-7
 보다 작은 오차허용 혹은 최대 10회의 

iteration 회수로 제한하였다.

해석상 편의를 위해, 고려된 예제는 <Fig. 2>에서 

질량   , 스프링 강성    , 항복힘   

의 무차원 값으로 고정하였다. 그 외 해석에 대한 

주요정보는 Table 2와 같다.
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<Table 2> Numerical simulation cases

    El-Centro loading

Parameter 

changes

  

  

  

    

    

    
Parameters 

fixed
       

Loading 

duration
30 31.16

Analysis 

time
40 40

<Table 2>에서 보듯, sine loading에서는 

time-step 가 주요변수로 El-Centro loading에서

는 감쇠상수(damping coefficient) 가 주요변수이

며, 각 해석에 대한 결과는 다음과 같다.

<Fig. 3> Displacement history results for 

sinusoidal loading

<Fig. 4> Displacement history results for 

El-Centro loading

<Fig. 3>-<Fig. 4>에서 보듯, 제안된 해석법에 의

한 결과는 기존의 iteration을 사용한 방법의 결과와 

잘 대응되는 것을 알 수 있다. 특히, <Fig. 3>은 제

안된 해석법이 time-step이 큰 경우에 기존 해석에 

비해 바람직한 결과를 도출하는 것을 알 수 있다.

향후 이 시스템의 동적거동을 알아보는 데 필요

한 잔류 변형은 제안된 해석법에서 <Table 3>과 같

이 산정되었다.

<Table 3> Residual displacements from 

the new method

Loading case Parameter 

   
 

 

 

1.1047e-004

9.2358e-005

9.1018e-005

El-Centro

  

  

  

-0.0027

 -0.0026

-0.0018

4. 결  론

본 논문에서는 확장 해밀턴 이론의 향후 구조체 및 

연속체의 재료 비선형문제에 대한 적용성23)을 목적

으로 가장 기본적인 탄점소성 단자유도계에 그 이론

을 적용, 시간에 대한 유한요소 수치해석법을 이끌어 

내었고, 기본적인 수치 해석법의 특징과 그 적절성을 

알고리즘 분석과 수치해석 예제를 통해 검증하였다.

제안된 해석법은 기존의 iterative methods가 아

닌 non-iterative method로 unconditional stability

의 바람직한 해석법 특성을 가지고 있고, 향후 동적 

거동해석에 필요한 잔류변형을 직접적으로 산정하

는 장점이 있음을 확인할 수 있었다.

또한, sinusoidal loading의 경우, 제안된 해석법

이 time-step이 큰 경우에도 바람직한 해석결과를 도

출하는 것을 확인할 수 있었는데, 이는 기존 해석법

에서 time-step의 크기가 커지면 convergence 

criterion과 number of iterations 중에서 number of 

iterations에 의해 해석값이 결정되어 그 정확도가 떨

어지기 때문으로 판단된다. 

이 기본 연구를 근거로 한 해석법은 앞으로 구조

체와 연속체에 적용될 예정이다.
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