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인식의 시간성-무시간성과 수학적 지식의 교육

임재훈1)

칸트에 의하면 인간은 현상을 시간의 틀 속에서 수용한다. 이로부터 시간적 현상의 
무시간화와 무시간적 현상의 시간화라는 이해의 두 차원을 추출할 수 있다. 이 논
문에서는 무시간적인 현상의 시간화와 시간적 현상의 무시간화가 수학적 지식 이
해의 문제를 논하는 하나의 관점이 될 수 있음을 몇 가지 예를 들어 고찰한다. 먼
저 무시간적 현상의 시간화의 의의를 수식과 도형을 예로 하여 고찰한다. 이어서 
시간적 현상의 무시간화의 의의를 자연수의 합, 패턴, 확률 등을 예로 하여 고찰한
다. 이러한 고찰을 바탕으로 수학교육에서 무시간적 현상을 시간화하여 이해하려는 
성향과 시간적 현상을 무시간화하여 이해하려는 성향의 함양이 중요함을 논한다. 

주제어: 현상, 인식, 시간, 수학적 지식의 이해, 시간성, 무시간성

Ⅰ. 서   론

인간은 현상을 잇따른 것으로 또는 동시인 것으로 파악한다. 시간의 본질은 흐름 또는 

순서이므로, 현상을 잇따른 계열로 파악하는 것, 잇따름의 관점에서 현상을 수용하는 것을 

시간적인 인식이라고 할 수 있다. 이와 대비되는 것으로, 시간 흐름의 계열을 벗어나 동시

에의 관점에서 현상을 수용하는 것을 무시간적인 인식이라고 할 수 있다. 

인식의 시간성과 무시간성은 수학적 지식의 이해와도 관련 있다. 예를 들어, 분수 

는 

주어진 대상을 3등분하는 행동과 2부분을 취하는 행동을 나타내는 것으로 이해될 수 있

다. 일련의 행동은 시간 속에서 순서에 따라 행해지므로, 

를 두 행동의 표현으로 이해하

는 것은 잇따름의 관점에서 파악하는 것이라고 할 수 있다. 이때 

는 그 자체로 단일한 

수나 대상이라기보다 각각 고유한 행동을 나타내는 두 기호 3, 2를 줄 아래 위에 구분하

여 써놓은 것이라고 볼 수 있다. 다른 한편, 

는 그 자체로 1보다 작은 하나의 수 또는 

하나의 양을 나타내는 단일한 수로 이해될 수 있다. 이와 같이 분수를 단일한 수로 이해하

는 것은 분수를 시간 속에서 잇따라 행해지는 두 조작으로 이해하는 것과 관련되지만 구

별된다. 
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다른 예로 동전 던지기를 생각해 보자. 두 개의 동전을 던지는 사건은 동시에, 한 개의 

동전을 두 번 던지는 사건은 잇따름에 대응된다. 그런데 똑같은 모양과 크기의 두 동전을 

던질 때 가능성이 같은 경우가 앞면이 두 개 나오거나 앞면 뒷면이 하나씩 나오거나 뒷면

이 두 개 나오는 세 가지라고 생각하는 학생이 한 개의 동전을 두 번 던질 때는 1회-2회

의 결과가 앞면-앞면, 앞면-뒷면, 뒷면-앞면, 뒷면-뒷면인 네 가지라고 다르게 생각할 수 

있다. 이 학생이 동전을 두 번 던지는 시간적 상황을 무시간화할 수 있다면 또는 거꾸로 

두 개의 동전을 동시에 던지는 무시간적 상황을 시간화할 수 있다면 이와 같은 혼란을 벗

어날 수 있을 것이다.

이 글에서는 시간적 현상의 무시간화와 무시간적 현상의 시간화가 학교수학의 이해 및 

교육을 고찰하는 하나의 관점이 될 수 있음을 몇 가지 예를 통하여 확인한다. 그리고 무시

간적 현상을 시간화하여 이해하려는 성향과 시간적 현상을 무시간화하여 이해하는 성향을 

길러주는 교육의 중요성을 주장한다.

Ⅱ. 인식의 시간성과 무시간성

인식의 시간적 특성과 관련하여 칸트(1781/2006)의 순수이성비판에 나타난 인간 인식의 

특성에 주목할 필요가 있다. 칸트에 의하면 순수이성은 감성, 지성, 이성이라는 세 부분으

로 이루어져 있다. 감성은 직관을 도구로 하여 세계를 수용하는 기능을 수행한다. 인간은 

사물들 그 자체를 직접 대면하여 탐구할 수 없으며, 오로지 직관이라는 필터를 거쳐 마음

에 수용된 현상만을 탐구할 수 있다. 이때 현상은 잡다가 뭉뚱그려져 있는 하나의 덩어리

로 마음에 나타난다. 지성은 잡다의 덩어리인 현상을 개념적으로 이해하는 작업을 수행한

다. 순수이성의 가장 깊은 부분인 이성은 신이나 자연의 합목적적인 통일성과 같은 이념

을 도구삼아 지성의 개념적 탐구를 규제하고 인도한다. (신이 순수이성의 이념이라는 것은 

실체로서의 신을 인정도 부정도 하지 않는다.) 

인간의 인식은 시간의 틀 안에서 시작된다. 칸트에 의하면, 인간의 감성에 의한 현상 수

용은 시간의 틀 안에서 이루어진다. 감성은 외적 실체가 아닌 인간 내감의 형식인 시간 직

관을 도구로 하여 외부 세계를 마음에 수용한다. 칸트는 다음과 같이 말한다.

시간은 오로지 하나의 차원을 갖는다. 서로 다른 시간들은 동시에 있지 않

고, 잇따라 있다...... 우리가 그 표상들을 마음에서 세우는 방식의 형식적인 

조건으로서 기초에 놓여 있는 것인 시간 자체도 이미 잇따름의 관계, 동시적

임의 관계 그리고 잇따름과 더불어 동시적인 것(고정불변인 것)의 관계를 표

현한다. (Kant, 1781/2006: 251, 268)

인간은 현상을 시간 속에서, 과거-현재-미래, 1-2-3과 같이 계열로 파악한다. 시간 속에

서 현상을 수용하는 인간 인식의 특수성을 뚜렷이 하기 위해 다음과 같은 질문을 해볼 수 

있다. 아메바와 같은 하등 생물도 현상을 시간 속에서 잇따른 것으로 파악할까? 시간의 흐

름을 지각하지 못하는 하등 생물이 있다면, 그에게 현상은 일련의 계열이 아닌 따로따로 

흩어진 파편처럼 나타날지 모른다. 거꾸로 시공을 초월한 신과 같은 존재가 있다면, 그도 

과거-현재-미래라는 시간 계열로 현상을 파악할까? 신은 알파와 오메가라거나 신에게는 
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하루가 천년 같고 천년이 하루 같다는 신과 시간의 관련에 관한 성경의 서술(International 

Bible Society, 1984: 1072, 1079)은 신의 인식이 시간의 계열에 제한받지 않음을, 신에게는 

처음과 나중 곧 모든 시간이 마치 한 점처럼 응축되어 인식됨을 시사한다. 하등 생물에게 

모든 시점이 파편화되어 있다면, 인간에게는 과거-현재-미래라는 계열로 지각되고, 신에게

는 모든 것이 웅축되어 한 점처럼 파악된다. 모든 시점들이 응축되어 하나의 점처럼 보인

다면, 모든 시점들을 응축되기 이전의 원래의 계열과 다른 계열로 재배열하는 것도 가능

할 것이다. 신은 지금 여기 있는 돌로 이미 과거에 죽은 아브라함의 자손을 만들 수 있다

(International Bible Society, 1984: 853)는 표현은 신이 모든 시점을 응축된 하나의 점처럼 

인식하기 때문에 모든 시점을 임의로 재배열, 재구성할 수 있음을 시사한다.

이상으로부터 인식의 시간성에 관하여 다음과 같은 논점을 얻을 수 있다. 첫째, 무시간

적인 현상을 시간화하는 것이다. 예를 들어 △과 같은 도형이 시각을 통하여 지각될 때, 

가장 초보적인 수준에서 그것은 하나의 덩어리로 표상된다. van Hiele(1986)의 시각적 수준

이 이에 해당한다고 볼 수 있다. 이 덩어리로 지각된 도형을 구성요소로 분해하여 이해하

는 과정은 △를 시간 속에 풀어 헤치는 시간화의 과정이라고 할 수 있다. (덩어리로 표상

된 시각적 이미지를 분석하여 구성요소를 파악하면 van Hiele의 분석적 수준으로 수준 상

승이 일어난다.) 칸트에 의하면 수학적 인식은 개념의 구성에 의한 인식이다. 삼각형의 개

념은 세 선분을 차례로 긋는 작도 과정을 통해 일련의 시간 속 대상으로 구성된다. 그리고 

이와 같은 구성 과정을 통해 세 변이라는 구성요소로 이루어진다는 삼각형의 성질을 파악

하게 된다. 이러한 것을 무시간적 현상의 시간화라고 부르기로 한다.

둘째, 잇따른 현상을 응축하여 동시에로 인식하는 것의 중요성이다. 플라톤의 에로스론

에 의하면, 신은 지자이지만 인간은 애지자이다. 무지자와 지자의 중간자인 애지자는 완전

한 지자가 될 수 없지만 지자를 지향한다. 이를 인식의 시간성에 관하여 말한다면, 인간은 

신처럼 모든 시점을 모조리 응축하여 동시에로 인식하지는 못하지만, 부분적으로나마 잇

따른 시점들을 응축하여 한 순간처럼 인식하고 이를 바탕으로 기존 시점들을 재배열, 재

구조화하는 인식을 지향할 수 있다. 이것을 시간적 현상의 무시간적 탐구 또는 시간적 현

상의 무시간화라고 부르기로 한다. Sfard(1991), Gray와 Tall(1994), Dubinsky와 

McDonald(2001)의 논의에서 보이는 수학적 개념의 과정 조작적 측면과 대상 구조적 측면

도 시간적 현상의 무시간화와 관련된 특수한 논의로 볼 수 있다. 시간 속에서 일어나는 일

련의 행동에 기초한 개념 형성 과정은 그것을 점차 무시간적인 것으로 압축하는 과정으로 

볼 수 있기 때문이다.

다음에서는 무시간적 현상의 시간화와 시간적 현상의 무시간화를 수학적 지식을 예로 

하여 더 자세히 고찰한다.

Ⅲ. 무시간적 현상의 시간화

3×4=4×3과 같은 수식이나 △과 같은 도형은 초보적인 수준에서, 우리 앞에 있는 물체

가 하나의 덩어리로 지각되듯, 한 덩어리로 지각된다. 무시간적으로 한 덩어리로 지각된 

수식이나 도형은 주체의 해석을 통해 잇따른 과정으로 시간화된다.
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1. 수식 

예를 들어 종이에 쓰여 있는 3×4=4×3이라는 수식은 시각에 의해 덩어리로 지각되어 

현상으로 마음에 수용된다. 이 덩어리로서의 수식을 이해 또는 해석하는 과정은 무시간적

인 수식을 시간 속에 펼쳐놓는 과정이라 할 수 있다. 예를 들어, 이 수식은 [그림 1]의 ①, 

②, ③, ④의 계열로 시간 속에 펼쳐질 수 있다. 또 [그림 2]와 같이 곱셈의 결과인 12를 

매개로 하지 않고 3×4를 4×3으로 곧바로 변형하는 시간화 과정으로 펼쳐질 수도 있다.2)

④

3×4 = 4×3

①↓ ↓②

12 = 12

③
    

[그림 1] 3×4=4×3의 시간화 (1)

[그림 2] 3×4=4×3의 시간화 (2)

이와 같이 하나의 무시간적 대상의 시간화는 다양하게 이루어질 수 있다는 점에 주목할 

필요가 있다. 주어진 무시간적 대상에 대하여 미리 정해진 고정된 유일의 시간화는 존재

하지 않는다. 각각의 시간화는 주어진 무시간적인 대상에 대한 주체의 고유한 능동적 해

석의 결과이다.

각각의 시간화가 인식 주체의 고유한 해석으로서 자체로 나름의 의미를 지니기는 하지

만, 여러 관점에서 비교되고 평가될 수 있다. 예를 들어 [그림 1]의 시간화는 구구단을 학

습하여 3×4와 4×3의 결과를 이미 알고 있는 아동들 입장에서 받아들이기 쉽다. 또 7×6

과 6×7, 9×5와 5×9와 같은 다른 곱셈 구구 복습을 겸하면서, 2학년 아동들이 귀납적으

로 곱셈 구구의 공통성질로서 곱셈의 교환법칙을 알게 하는 데에 유용하다. 한편 [그림 2]

의 시간화는 [그림 1]의 시간화와 달리, 곱셈의 결과가 얼마인지 몰라도 곱셈의 교환법칙

이 성립한다는 것을 확인할 수 있으며 곱셈의 교환법칙이 지닌 일반성과 필연성을 드러낼 

수 있다는 점에서 유용하다.

2) [그림 2]는 윗줄의 각 묶음에서 첫째 별을 꺼내 아랫줄에 있는 4개의 별로 이루어진 묶음을 만드
는 과정을 나타낸다. 이어서 각 묶음에서 둘째 별을 꺼내 4개의 별로 이루어진 둘째 묶음을 만들
고, 각 묶음에서 셋째 별을 꺼내 4개의 별로 이루어진 셋째 묶음을 만든다. 이와 같이  3개씩 4묶
음을 4개씩 3묶음으로 바꿀 수 있고 마찬가지로 4개씩 3묶음을 3개씩 4묶음으로 바꿀 수 있다(임
재훈, 2014).
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[그림 3] 성냥개비

개수 문제

2. 도형 (그림)

성냥개비로 만든 [그림 3]과 같은 모양에서 한 변에 n개의 성냥개비가 있다고 할 때, 이 

모양을 만드는 데 필요한 성냥개비의 개수를 구하는 문제를 생각

해 보자. 이 문제는 수치적 전략이나 시각적 조직화 방법에 의해 

해결될 수 있다(Driscoll, 1999; Hershkowits, Arcavi, & Bruckheimer, 

2001)

주어진 그림은 처음에 어느 성냥개비를 놓고 그 다음에 어느 성

냥개비를 놓는 등의 모종의 일련의 시간적 과정을 통하여 만들어

졌을 것이다. 그러나 주어진 그림은 그렇게 하여 만들어진 결과만 

나타내고 있을 뿐, 어떤 시간적인 과정을 통하여 이 그림이 만들어

졌는지 보여주지 않는다. 이 시간적 과정은 이 그림을 해석하는 인

식 주체에 의하여 새롭게 부여되어야 한다.

이 문제의 다양한 풀이 중 일부는 이 무시간적인 그림을 시간화한 결과로 볼 수 있다. 

주어진 그림을 세로로 n개씩 성냥개비를 차례로 배열하고, 그 다음에 잇따라 가로로 n개

씩 성냥개비를 배열하여 구성된 것으로 시간화할 수 있다([그림 4]). 이 시간화로부터 (전

체 성냥개비의 개수)=(세로로 놓인 성냥개비의 개수)+(가로로 놓인 성냥개비의 수)=2×(세

로로 놓인 성냥개비의 수)라는 풀이를 부산물로 얻을 수 있다.

[그림 4] 성냥개비 그림의 시간화(1)

주어진 무시간적인 그림은 다르게 시간화될 수도 있다([그림 5]). 주어진 그림을 이렇게 

시간화하면, 성냥개비의 개수를 (2+4+6+ .. +2n)×2로 구할 수 있다. 이 외에도 주어진 그

림은 다양하게 시간화될 수 있다. 이 문제를 여러 가지 방법으로 해결해 보는 것의 일정 

부분은 무시간적인 그림을 어떻게 시간화할 것인가와 관련되어 있다.

[그림 5] 성냥개비 그림의 시간화(2)

도형 문제의 해결에서도 비슷한 상황을 볼 수 있다. [그림 6]과 같은 별모양 도형에서 
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∠A, ∠B, ∠C, ∠D, ∠E의 합을 구하는 문제를 생각해 보자. 이 도형 자체는 그것이 어떤 

시간적 과정을 거쳐서 만들어진 것인지 말해 주지 않는 무시간적인 대상이다. 이 문제를 

푸는 과정은 주어진 무시간적인 도형을 시간화하는 과정과 관련 있다. [그림 6]의 (a)는 주

어진 도형을 오각형에 세모 모양의 뿔이 다섯 개 붙어 만들어진 것으로 시간화하여 파악

한 것이다. 이 시간화로부터, 다섯 개의 뿔에 차례로 주목하여 △AFJ에서 ∠A=180-(∠J+∠

F), ∠B=180-(∠F+∠G), ∠C=180-(∠G+∠H), ∠D=180-(∠H+∠I), ∠E=180-(∠I+∠J)로부터 

180×5-2×(오각형 FGHIJ의 외각의 합)=180을 구할 수 있다.

[그림 6] 별 오각형의 시간화

[그림 6]의 (b)는 주어진 도형을 △ACI와 같은 삼각형 5개를 차례로 엇갈려 겹쳐 만든 

것으로 시간화한 것이다. 이렇게 시간화하면, 차례로 ∠A+∠C+∠I=180, ∠B+∠D+∠J=180, 

∠C+∠E+∠F=180, ∠D+∠A+∠G=180, ∠E+∠B+∠H=180으로부터 2(∠A+∠B+∠C+∠D+∠

E)+(오각형 FGHIJ의 내각의 합)=900에서 ∠A+∠B+∠C+∠D+∠E=180을 구할 수 있다. 주어

진 도형을 점 A에서 시작하여 차례로 C, E, B, D, A로 돌아가며 이어 별 모양을 그린 것

으로 시간화한다면 또 다른 풀이를 얻을 수 있다.

3. 논의

무시간적인 현상의 시간적 탐구의 의의를 교사가 수행하는 교재 연구의 성격과 관련하

여 생각해 볼 수 있다. 수식 3×4=4×3이나 성냥개비 그림이나 별 다각형과 같은 도형은 

지식의 최초 구성자가 시간 속에서 한 경험에서 시간 과정을 제거하여 탈시간화한 결과라

고 할 수 있다. 수학적 지식의 최초 구성자가 지식 구성 이후 하는 일에는 시간 속에서 일

어나는 개인의 주관적 경험을 탈시간화하여 객관적인 무시간적 표현으로 기술하는 것이 

포함된다.

탈시간화

시간적 경험 →→→→→→→→ 무시간적 표현

[그림 7] 시간적 경험의 무시간화

교사가 하는 교재 연구는 이와는 성격이 다르다. 교사는 이미 존재하는 수학적 지식, 즉 
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무시간적인 수식과 도형과 같은 상징으로 나타내어진 지식에서부터 탐구를 시작한다. 무

시간적인 것을 무시간적으로 수용하는 것은 단순한 지각 또는 기억 이상의 것이 되지 못

하므로, 무시간적인 지식을 어떻게 시간화하는가가 사고 교육과 관련하여 중요하다. 교사

가 무시간적인 지식을 제대로 시간화하지 못하면, 무시간적인 지식의 단순 전달과 수용 

수준의 교육에서 벗어나기 어렵다. 무시간적인 지식의 시간화는 시간 속에 일어나는 일련

의 동적인 정신적인 조작의 연쇄로 나타나므로, 시간화는 정신적인 조작에 바탕을 둔 활

동적인 수학 교수 학습의 바탕이 된다고도 할 수 있다. 교사는 응축된 덩어리와 같은 무시

간적인 지식을 시간 속에 풀어내는 시간화 작업을 철저히 수행할 필요가 있다. 교사가 펼

쳐낸 시간화는 다양할 수 있으며, 이때 교사가 펼쳐낸 시간화가 최초의 지식 구성자의 시

간적 경험과 같은 것인가의 여부는 그다지 중요하지 않다.

[그림 8] 무시간적 지식의 시간화

무시간적인 수학적 표현으로부터 그 표현 이면에 내재된 일련의 정신적 조작에 초점을 

맞추어 다양한 시간화를 구성할 수 있는 교사의 능력은 그 수학적 지식에 잠재된 교육적 

가능성을 수업에서 높은 정도로 구현할 수 있게 하는 기초가 된다. 이와 같은 능력은 실지

로 무시간적인 수학적 지식을 시간화하는 경험 속에서 길러질 수 있다. 그러므로 이와 같

은 능력을 갖출 수 있도록 교사 양성 기관의 수학교육 강좌에서 예비교사들이 무시간적인 

수학적 지식을 다양하게 시간화해 보는 경험을 제공할 필요가 있다.

또한 구성된 다양한 시간화는 수학교육학의 특정한 이론적 관점에서 비교, 평가될 수 

있다. 예를 들어 3×4=4×3의 [그림 2]의 시간화는 전형적인 예를 통한 포괄적 정당화가 

경험적 증거에 입각한 귀납적 정당화보다 높은 수준의 것이라는 관점에서(Simon & Blume, 

1996; 허지연, 2006) [그림 1]의 시간화보다 높은 수준의 것으로 평가될 수 있다. 또 

Freudenthal(1978)의 전형적인 예에 의한 각지라는 관점에서, 전형적인 하나의 예에서 자연

수 곱셈의 교환법칙의 일반적 구조를 파악하게 하는 것으로 평가될 수 있다. 각각의 시간

화에 대한 교사의 평가는 이들을 수업에서 어떻게 활용할 것인지를 결정하는 데 중요한 

영향을 미친다. 두 시간화의 장단점을 종합적으로 고려하여 둘 중 한 시간화만을 사용한

다는 결정을 내릴 수도 있다. 두 시간화를 모두 사용하되 수업 전반부에 [그림 1]의 시간

화를 사용하고 수업 후반부에 [그림 2]의 시간화를 사용한다는 결정을 내릴 수도 있다. 모

든 아동을 대상으로 [그림 1]의 시간화를 사용하고 수준이 높은 아동들에게만 [그림 2]의 

시간화를 수준별 자료로 제공한다는 결정을 내릴 수도 있다. 교사 양성 기관의 교육에서 

예비교사들이 수학교육의 다양한 이론적 관점을 이해하고, 그 관점을 적용하여 다양한 시

간화를 비교, 평가하고, 실제 수업에 각각의 시간화를 어떻게 활용하면 좋을지 생각해보는 

기회 또한 제공할 필요가 있을 것이다.
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Ⅳ. 시간적 현상의 무시간화

무시간적인 것을 시간화하는 경험과 더불어 주어진 시간적인 순서를 벗어나는 경험도 

중요하다. [그림 9]와 같은 최단경로 개수 구하기 문제를 초등학교에서는 출발점에서 시작

하여 도착점까지 가는 경로들을 빠짐없이 조사해 나가는 방법으로 해결한다. 우수한 아동

이라면 이와 같은 조사 활동을 하면서 ㉲지점을 지나는 경로의 수는 ㉯지점을 지나는 경

로의 수와 ㉱지점을 지나는 경로의 수의 합과 같다는 파스칼 삼각형과 관련된 규칙을 찾

아낼 수도 있을 것이다. 출발점에서 시작하여 앞으로 나아가는 길을 따라가면서 경로의 

수를 조사한다는 점에서 이 풀이법은 시간적이다.

[그림 9] 최단경로 개수 문제 (교육과학기술부, 2011c: 75)

고등학교에서는 같은 것이 있는 순열을 이용하여 이와 같은 문제를 해결한다. 예를 들

어 집과 학교가 가로로 5블록 세로로 3블록 떨어져 있다고 하자. 이때 집과 도서관을 잇

는 최단거리의 수는 a, a, a, a, a, b, b, b를 일렬로 배열하는 순열의 수와 같다. 이 풀이

는 출발점에서 시작해 순차적으로 길을 따라가며 조사하는 것이 아니라는 점에서 앞의 풀

이에 비해 문제에 주어진 시간적 맥락을 상대적으로 벗어난 풀이라고 할 수 있다.

방정식도 시간적인 것의 무시간화라는 관점에서 볼 수 있다. 예를 들어, [그림 10]의 문

제는 처음 연필의 개수를 모르기 때문에 주어진 시간 순서에 따른 계산으로 풀 수 없다.

[그림 10] 방정식의 활용 (교육과학기술부, 2011c: 98)

이 문제는 거꾸로 풀기 전략으로 해결할 수 있다. 주어진 시간 순서를 존중하면서 그 

순서를 역으로 돌려 5+3=8; 8×2=16과 같이 주어진 문제를 산수 문제로 바꾸어 푸는 것이

다. 이 문제를 방정식 ÷2-3=5 또는 

   를 세워 풀 수도 있다. 이 방정식은 

÷2-=5+3과 같이 거꾸로 풀기와 일치하는 순서의 조작으로 풀 수도 있지만, 양변에 2를 

곱해 -6=10과 같이 문제 상황 자체에 주어진 시간적 순서를 벗어난 독립적인 식의 조작

을 통해 풀 수도 있다. 이 점에서 방정식은 거꾸로 풀기 전략에 비해 문제 상황 자체에 주

어진 시간적 순서로부터 상대적으로 더 자유롭다고 할 수 있다.
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이 외에도 학교수학에는 시간적 현상의 무시간화라는 관점에서 고찰해 볼 수 있는 지식

들이 있다. 다음에서는 세 수의 덧셈, 자연수의 합, 패턴, 확률을 예로 하여 시간적 현상의 

무시간적 탐구에 대해 더 자세히 살펴본다.

1. 세 수의 덧셈

시간적 현상을 무시간적으로 탐구하는 학습 경험은 초등학교 1학년부터 시작된다. 초등

학교 1학년에서 아동들은 세 수의 덧셈을 학습한다. [그림 11]의 활동 1에서는 동화책이 4

권, 위인전이 6권, 만화책이 7권 있을 때 책은 모두 몇 권인지 알아본다. 이 문제를 풀 때 

식은 4+6+7과 같이 세운다. 앞의 두 수 4와 6의 합이 10이 되므로, 앞에서부터 순서대로 

계산을 하면 문제를 쉽게 풀 수 있다.

[그림 11] 4+6+7 (교육과학기술부, 2010: 82)

활동 1에 이어 활동 2에서는 뒤의 두 수를 먼저 더해야 쉽게 해결할 수 있는 5+3+7이 

나온다. 활동 3에서는 처음 수와 세 번째 수를 먼저 더해야 하는 2+7+8이 나온다([그림 

12]).

[그림 12] 2+7+8 (교육과학기술부, 2010: 83)

시간성과 무시간성의 관점에서 볼 때, 활동 1과 활동 2, 3 사이에는 차이가 있다. 활동 

1에서 아동들은 주어진 순서를 받아들이며 계산을 하여 문제를 해결하지만, 활동 2, 3에서

는 주어진 순서를 벗어나게 된다.



임  재  훈388
2. 자연수의 합

[그림 13]은 초등학교 수학 5-2 익힘책에 나오는 문제이다. 문제 상황은 시간적 상황이

며, 이 상황을 반영하여 11+12+13+…+20과 같은 식을 세우게 된다.

[그림 13] 11에서 20까지의 합 (교육과학기술부, 2011b: 135)

식 11+12+13+…+20은 11, 11+12, 11+12+13, ...와 같이 하나씩 잇따라 수가 더해져 가는 

시간적 과정을 중첩하여 나타내고 있다. 이 과정은 다음과 같이 표현될 수 있다.

(...(((11+12)+13)+14)+ ... +19+20)

11에서 20까지의 자연수의 합을 구하는 문제를 이와 같은 구조로 파악하였을 때 떠오르

는 자연스런 풀이는 11+12=23, 23+13=36, ... 과 같이 계산을 하는 것이다.

수학자 가우스의 어린 시절 일화를 통해 가우스의 방법이라고 알려져 있는 다른 방법

은, 예를 들어 1부터 100까지의 자연수의 합을 다음과 같은 구조로 파악한다: 

(1+100)+(2+99)+(3+98)+ ... + (50+51). 이 방법을 위의 문제에 적용하면 11+12+13+…+20은 

(11+20)+(12+19)+(13+18)+(14+17)+(15+16)=31×5=155로 해결할 수 있다. 이 풀이는 처음부터 

수를 차례로 잇따라 더해간다는 원래 문제의 시간적 구조를 벗어나 있으며, 일반적으로 

자연수의 합을 구하는 문제 해결에 더 효율적이다.

위의 두 가지 풀이는 경제성이나 효율성의 면에서 낮은 수준의 풀이, 높은 수준의 풀이

와 같이 구분될 수도 있지만, 인식의 시간성과 무시간성 면에서 다음과 같이 구별될 수 있

다: 처음 풀이는 문제 상황 및 식 11+12+13+ ... +20이 나타내는 시간 순서에 종속되어 있

으나, 두 번째 풀이는 그 시간 순서를 벗어나 있다.

3. 패턴

패턴 문제에서 무시간적 탐구를 하노이탑 문제를 예로 하여 살펴 보자. 하노이탑 문제

는 세 개의 막대 중 한 막대에 몇 개의 원판이 큰 것이 아래쪽에 오도록 쌓여 있을 때 한 

번에 원판을 한 개씩 큰 원판이 작은 원판 위에 올라가지 않도록 하면서 다른 막대로 모

두 옮기는 데 필요한 원판의 최소 이동 횟수를 구하는 것이다. 원판을 하나하나 이동해 가

는 상황은 그 자체로 잇따름의 시간성을 지니고 있다.

패턴 문제는 귀납, 점화, 구조적 통찰과 같은 방법으로 해결할 수 있다(임재훈, 2009). 원

판의 개수를 1, 2, 3, 4, 5, ... 와 같이 하나씩 늘려 가며 실제로 원판을 움직이는 활동을 

해 각각의 경우의 최소이동횟수를 알아내고, 이를 바탕으로 일반적인 규칙을 찾는 것은 

귀납에 해당한다. 점화는 이웃한 두 항 사이의 관계, 원판이 n-1개인 경우와 n개인 경우의 

관계에 주목한다. n개의 원판을 옮기는 과정은 n-1개의 원판을 옮기는 과정, 맨 아래 제일 
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큰 원판을 옮기는 과정, (n-1)개의 원판을 다시 옮겨 오는 과정의 순차적 결합으로 이루어

진다( =  +1+ ). 귀납에 의한 풀이와 점화에 의한 풀이는 공통적으로 하노이탑 

문제 상황에 드러나 있는 시간 순서를 따른다.

하노이 탑 문제를, 원판의 개수가 1, 2, 3, 4, ... 일 때나 n-1과 n의 관계에 주목하지 않

고, 바로 n일 때의 구조를 통찰하여 해결할 수도 있다. 큰 원판이 이동하기 위해서는 바로 

위의 원판이 자리를 비켜주어야 한다. 그리고 이 원판은 언젠가 다시 큰 원판 위로 올라와

야 한다. 즉 아래 원판이 한번 이동할 때 바로 위의 원판은, 순서를 논외로 하고, 두 번 

이동해야 한다. 마찬가지로 생각하면 그 위의 원판은 번, 그 위의 원판은 번, .... , 맨 

위의 원판은  번 이동해야 한다. 따라서 원판의 총 이동회수는 1+2++... + 이다. 

시간적 현상의 무시간적 탐구와 관련하여 주목해야 할 것은 이 구조적 통찰에 의한 풀

이이다. 실제 하노이 탑 교구를 가지고 원판의 개수가 1, 2, 3, 4, 5일 때 이동을 해보면 

다음과 같은 순서로 원판을 옮기게 된다(오민아, 2014).

원판의 

개수
원판이 옮겨진 순서

1 1
2 1 2 1
3 1 2 1 3 1 2 1
4 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1
5 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 5 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1

<표 1> 원판이 옮겨진 순서

구조적 통찰에 의한 풀이는 <표 1>에 나타난 원판들의 시간적 이동 순서에 얽매이지 않

는다. 구조적 통찰은 이 모든 시간적 이동 순서를 뭉뚱그려 무시간적으로 파악하고, 나아

가 다음 [그림 14]와 같은 새로운 비시간적인 순서 구조를 부여한다(오민아, 2014). 기존의 

시간 순서와 다른 새로운 순서 구조를 창조할 수 있는 것은 기존 시간 순서를 무시간적으

로 파악하면서 벗어나기 때문이다.

[그림 14] 원판 이동 과정의 재순서화

이상의 논의는 [그림 15]와 같은 그림 패턴 문제 해결에 일반적으로 적용될 수 있다. 10

번째 그림의 조개껍데기의 개수를 구할 때, 첫 번째, 두 번째, 세 번째 그림의 조개껍데기

의 개수 5, 10, 15를 구하고 이로부터 귀납으로 규칙 5×을 추측하고 에 10을 대입하여 
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문제를 해결할 수도 있다. 이와 같은 풀이는 첫째, 둘째, 셋째 그림의 조개껍데기의 수를 

순서대로 조사한다는 점에서 시간적이라고 할 수 있다.

[그림 15] 조개껍데기 개수 문제 (교육과학기술부, 2011a: 123)

이와는 달리 10번째 또는 번째의 조개껍데기의 개수를 구조적으로 바로 알아보려는 

접근이 있을 수 있다. 예를 들어 번째에는 한 줄에  개의 조개껍데기가 있다는 것을 

이용하여  × 와 같이 조개껍데기의 개수를 구할 수 있다. 시간적 상황의 무시

간적 탐구라는 관점에서 볼 때, 아동들이 귀납적 접근에서 머물지 않고 이와 같은 구조적 

접근까지 하도록 지도할 필요가 있다.

4. 확률

흰 공 6개, 검은 공 4개가 들어 있는 주머니에서 공을 차례로 두 개 꺼낼 때, 두 번째에 

꺼낸 공이 검은 공일 확률을 구하는 문제를 생각해 보자. 이때 꺼낸 공은 주머니에 다시 

넣지 않는다고 하자. 이 문제는 다음과 같이 해결할 수 있다.

(풀이 1) 두 번째에 검은 공을 꺼내는 경우는 (i)처음에 흰 공을 꺼내고 두 

번째 검은 공을 꺼내는 경우와 (ii)처음에 검은 공을 꺼내고 두 번째 검은 공

을 꺼내는 경우가 있다.

 (i)처음에 흰 공을 꺼내고 두 번째 검은 공을 꺼낼 확률은 

× 

 


.

 (ii)처음에 검은 공을 꺼내고 두 번째 검은 공을 꺼낼 확률은 



× 

 


.

   따라서 두 번째 꺼낸 공이 검은 공일 확률은 



 

 

.

이 문제의 상황과 (풀이1)은 시간적인 성격을 강하게 띠고 있다. (i)의 

× 

에서 앞의 




은 초기 시점에서 10개의 공 중에 흰 공을 하나 뽑을 확률을 나타낸다. 뒤의 

는 나
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중 시점에서 9개의 공 중에 검은 공을 뽑을 확률을 나타낸다. 곱셈식 

× 

는 시간 순

으로 처음 시점에서 10개 중에 흰 공을 뽑는 것을 먼저 생각하고, 이어서 다음 시점에서 

9개 중에 검은 공을 뽑는 것을 생각한다는 점에서 시간 순차적이다.

이 문제를 다음과 같이 표를 그려 해결할 수도 있다.

(풀이 2) 공 두 개를 뽑을 때 가능한 모든 경우를 다음과 같이 [그림 

16](a)의 표로 나타내어 보자. 가능한 모든 경우의 수는 9×10=90이다. 두 번

째에 검은 공을 뽑는 경우는 v 표시된 부분으로, 9×4=36가지이다. 따라서 

두 번째에 검은 공을 뽑을 확률은 

 

이다.

2

회

1회

1 2 3 4 5 6 A B C D
1

2
3

4
5

6
A v v v v v v v v v

B v v v v v v v v v
C v v v v v v v v v

D v v v v v v v v v

(a)

      

2

회

1회

1 2 3 4 5 6 A B C D
1

2
3

4
5

6
A ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ◇ ◇ ◇

B ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ◇ ◇ ◇
C ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ◇ ◇ ◇

D ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ☆ ◇ ◇ ◇

(b)

[그림 16] 표를 이용한 확률 문제의 풀이

(풀이 2)의 표에서 1회 다음에 2회라는 시간 순서는 그다지 중요하지 않다. 1회와 2회가 

이것과 저것, 가로와 세로처럼 서로 구분되기만 하면 된다. (풀이 2)의 표는 처음에 뽑는 

시점과 두 번째 뽑는 시점이라는 서로 다른 두 시점이 한 시점에 겹쳐진 것처럼 동시적으

로 나타내고 있다. 첫 번째 공을 뽑는 사건과 두 번째 공을 뽑는 사건을 동시적으로 나타

낸 결과, 90가지의 모든 경우가 구체적으로 드러나게 되므로 모든 경우의 수
어떤 사건이 일어날 경우의 수

라

는 확률의 정의에 의해 문제를 해결할 수 있다.

표본공간을 구체적으로 구성하고 특정한 사건이 일어날 경우의 수를 구해 확률의 뜻에 

따라 해를 구한다는 점에서 보면, (풀이 2)는 (풀이 1)보다 기본적인 풀이라고 할 수 있다. 

그러나 그 자체로 시간적인 순차성을 지니고 있는 상황을 무시간적인 관점에서 파악하는 

것은 쉬운 일이 아니다. 시간적 상황을 무시간적인 관점에서 탐구하는 마인드가 형성되어 

있지 않은 학생이라면, 시간적인 (풀이 1)보다 무시간적인 (풀이 2)를 생각해내기 어려울 

수 있다.

(풀이 1)과 (풀이 2)를 서로 연결하는 경험을 제공하는 것도 시간적 관점과 무시간적 관

점을 종합적으로 다룬다는 점에서 고려할 수 있다. (풀이 1)의 수식 

× 

+

× 

=
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×
×

+×
×

=




=


의 의미를 표에서 찾아 보게 할 수 있다. [그림 16](b)에서 

☆로 표시된 부분은 

× 

 


를 나타내며, ◇로 표시된 부분은 

× 

 


를 나

타낸다.3) 나아가, 두 사람이 공을 한 개씩 뽑을 때, 먼저 뽑든 나중 뽑든 누가 더 유리할 

것이 없는 이유, 복원추출로 하든 비복원추출로 하든 두 번째 검은 공을 뽑을 확률이 같은 

이유를 표에 의한 풀이와 관련짓게 할 수도 있을 것이다. [그림 16](a)에서 1회 흰 공 60

칸, 검은 공 40칸(흰 공:검은 공=6:4)으로 이루어진 전체 100칸에서 2회 검은 공인 칸이 차

지하는 비율은 


이다. 거기서 ×표 표시가 된 대각선 부분 흰 공 6칸, 검은 공 4칸(흰 

공:검은 공=6:4)을 따로 떼어내고 남은 90칸(여전히, 흰 공:검은 공=54: 36=6:4)에서 2회 검

은 공이 나오는 칸은 36칸이다. 따라서 두 비율(


, 


)이 같음을 직관적으로 확인할 

수 있다.

확률과 관련하여 알려져 있는 오개념 중 하나는 시간 순서와 관련된 것이다. ‘주머니 

속에 흰 공 2개와 검은 공 2개가 들어 있다. 공 두 개를 차례로 비복원추출할 때 첫 번째 

공이 흰 색일 때 두 번째 공이 흰 색일 확률과, 두 번째 공이 흰 색일 때 첫 번째 공이 흰 

색일 확률은 얼마인가’라는 문제를 풀 때 학생들은 오류를 범한다(Shaughnessy, 1992; 나

귀수, 이경화, 한대희, 송상헌, 2007). 두 번째 공이 흰 색일 때 첫 번째 공이 흰 색일 확률

은 

이지만, 어떤 학생들은 두 번째 공이 흰 색일 때 첫 번째 공이 흰 색일 확률이 


라

고 생각한다. 이 문제를 (풀이 2)와 같이 표를 만들어 무시간적인 관점에서 고찰하면, 답이 



이라는 것을 쉽게 확인할 수 있다. 이 오개념은 확률적 사고의 특수성을 드러내는 예로 

거론되어 왔는데, 일반적으로 시간적 현상을 무시간적으로 파악하지 못할 때 생기는 여러 

양상 중 하나로 볼 수 있다.

5. 논의

시간적 현상을 무시간적으로 파악하는 것은 주어진 시간 순서에 얽매이는 데서 생기는 

오류를 벗어날 수 있게 하고, 더 효율적인 해결 방안을 찾게 하기도 하고, 새로운 관점에

서 문제를 통찰할 수 있게 하기도 한다. 이러한 점에서 볼 때, 시간적 현상을 무시간적으

로 파악하려는 성향과 실지로 그와 같은 파악을 할 수 있는 능력을 길러주는 것이 중요하

다. 시간적 현상을 시간적으로 파악하는 성향이 일차적인 자연스런 성향이라면, 시간적 현

상을 무시간적으로 파악하는 성향은 교육을 통해 형성될 수 있는 이차적인 성향일 것이

다.

시간적 현상을 무시간적 차원에서 파악해 보려는 의식적인 마인드를 형성하기 위해서는 

3) (풀이 1)과 (풀이 2)를 관련짓는다는 점에서 보면, 

×


나 


×


를 계산할 때 약분하여 계산하

는 것은 바람직하지 않다. 

×


+

×


=×
×

+×
×

 와 같이 미리 약분하지 않은 채 분모는 

분모끼리 분자는 분자끼리 곱하는 분수 곱셈 알고리즘을 적용하는 것이 전체 표본공간의 구성과 
관련지을 수 있다는 점에서 바람직하다.



인식의 시간성-무시간성과 수학적 지식의 교육 393
그와 같은 탐구 경험을 할 수 있는 상황을 제공해야 한다. 앞의 확률 문제처럼 잇따라 일

어나는 사건은 학생들로 하여금 시간적 현상의 무시간적 탐구를 경험해 볼 수 있게 하는 

좋은 소재이다. 그러나 교사가 주어진 문제 상황을 시간적인 상황으로만 파악하면 (풀이 

1)에서 만족할 것이고, 시간적 현상의 무시간적으로 탐구와 관련하여 문제 상황이 지닌 잠

재력을 살려내지 못할 것이다. 시간적 현상의 무시간적 탐구의 관점에서 문제 상황의 잠

재력을 의식하고 있는 교사라면, 그것을 학생들이 무시간적인 관점에서 탐구해보는 경험

을 할 수 있는 기회로 사용하려 할 것이다.

하노이탑 문제에서 교사가 학습목표를 다양한 방법으로 최소이동횟수를 구하는 것으로 

설정하였다면, 귀납과 점화에 의한 풀이를 찾아내는 것으로 만족할 수 있다. 이러한 학습 

목표는 원판 이동 조작 자체에 드러나 있는 시간적 순서를 벗어나지 않은 채 달성될 수 

있다. 시간적 현상을 무시간적으로 탐구하는 성향의 형성을 중요하게 생각하는 교사라면, 

하노이탑 원판 이동 순서 자체에 드러나 있는 시간성을 벗어나는 재구조화까지 목표에 포

함할 것이다.

패턴 문제와 자연수의 합 구하기 문제에서 볼 수 있듯이, 문제 상황에 드러나 있는 시

간 순서에 매여 있는 상태에서는 통찰에 의한 풀이를 찾기 어렵다. 학생들이 구조적 통찰

에 의한 풀이를 찾지 못한다면, 그것은 막연히 그것이 다른 풀이보다 어려워서가 아니라, 

이 풀이를 찾아내기 위해 필요한 정신적 준비, 즉 주어진 시간 순서로부터의 탈피해야겠

다는 의식이 없기 때문일 수 있다. 주어진 시간 순서라는 틀 안에 매여 있는 상태에서 무

시간적인 풀이를 찾아낸다는 것은 요행에 가까울 것이다. 그러므로 교사는 학생들이 문제 

상황의 표면에 드러나 있는 시간성을 벗어나 생각해 보도록 도와 줄 필요가 있다. 예를 들

어 자연수의 합 구하기 문제에서, “수를 몇 개씩 그룹지어서 더해 보면 어떨까?”라는 특

수한 발문에 앞서, “문제에 겉으로 드러나 있는 시간 순서를 벗어나서 생각해 보면 어떨

까?”와 같은 일반적인 발문을 할 수 있을 것이다.

하노이탑 문제와 자연수의 합 문제에서 풀이의 경제성과 효율성의 차이는 문제의 표면

에 드러나 있는 시간 순서를 벗어난 정도와 대응한다. 이것은 많은 문제에서 문제 표면에 

드러나 있는 시간 순서를 벗어나는 사고를 할 때에 경제적이고 효율적인 풀이를 찾아낼 

수 있음을 시시한다.

어린 가우스가 1부터 100까지의 자연수의 합을 창의적인 방법으로 구했을 때, 주어진 

시간 순서에 매여 있는 다른 아동들은 가우스가 어떻게 그런 풀이를 생각해낼 수 있었는

지 이해할 수 없었을 것이다. 교사나 동료 아동들은 어쩌면 “가우스는 우리와 다른 수학

적인 두뇌를 타고 났다.”와 같이 선천적인 능력 탓으로 돌렸을지 모른다. 가우스가 선천

전인 수학적인 재능을 타고난 것은 사실일 것이나, 가우스와 다른 아동들의 차이를 선천

적인 재능의 차이로만 환원해서는, 모든 아동들이 가우스와 같은 창의적인 풀이를 발견할 

수 있도록 돕는 교육적 노력을 지속적으로 경주하기 힘들다.

시간성과 무시간성이라는 관점에서 보면, 가우스와 다른 아동들의 차이는 문제에 겉으

로 드러나 있는 시간 순서를 벗어나 무시간적으로 탐구하려는 의식적인 성향을 가지고 있

는가 아닌가의 차이라고 할 수 있다. 주어진 시간 순서를 벗어나서 생각해 보려는 의식적

인 성향이 교육적 경험을 통해서 형성될 수 있는 것이라면, 선천적인 수학적 재능이 가우

스만 못한 아동이라도 그런 지속적인 교육적 경험을 제공받음으로써 그러한 성향을 형성

할 가능성이 있다.
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Ⅴ. 결   어

인식의 시간성과 무시간성은 학교수학의 지식을 고찰하는 한 관점이 될 수 있다. 인식

의 시간성-무시간성의 관점에서 다음 네 가지를 생각할 수 있다.

    ․ 시간적 현상의 시간적 이해

    ․ 시간적 현상의 무시간적 이해

    ․ 무시간적 현상의 무시간적 이해

    ․ 무시간적 현상의 시간적 이해

시간적 현상의 시간적 이해와 무시간적 현상의 무시간적 이해는 주어진 것을 그대로 받

아들이는 단순 수용에 가까운 것이므로 의식적인 교육적 노력을 기울일 것이 아니다. 의

식적인 교육적 노력이 필요한 것은 시간적 현상의 무시간적 이해와 무시간적 현상의 시간

적 이해이다.4)

수학적 지식의 교육에서 시간적 현상을 무시간적으로 탐구하는 경험, 무시간적 현상을 

시간적으로 탐구하는 경험을 학생들에게 제공할 필요가 있다. 이를 통해 시간적 현상을 

무시간적으로 탐구하려는 성향, 무시간적 현상을 시간적으로 이해하려는 성향이 학생들 

마음에 자리잡게 해야 할 것이다. 교육을 통해 이와 같은 이차적인 성향이 형성된다면, 학

생들은 무시간적 현상을 볼 때 다양하게 시간화하려고 시도할 것이다. 또 시간적 현상을 

볼 때 그것을 응축하여 무시간적으로 파악하고 이를 바탕으로 문제 상황의 표면에 드러난 

시간 순서와는 다른 구조를 부여하려 할 것이다. 교사는 인식의 시간성과 무시간성의 관

점에서 수학적 지식이나 문제 상황이 지닌 잠재력을 볼 수 있어야 하며, 이를 바탕으로 학

생들에게 시간적 현상을 무시간화하고 무시간적 현상을 시간화하는 성향을 길러 주어야 

한다.

4) 시간화와 무시간화는 상보적으로 서로 교차하고 얽히며 복잡한 양상으로 전개되는 듯하다. 이에 
관한 고찰은 다음으로 미룬다.
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<Abstract>

The Perspective of Temporality and Atemporality and Mathematics Education

Yim, Jaehoon5)

According to Kant, time is integral to all human cognitive experiences. Human beings 

perceive things in the frame of time. Phenomena are perceived in  successive way or in 

coexistent way. In this paper, I argue that the perspective of temporality and 

atemporality can be a framework to consider the issues of teaching and understanding of 

mathematical knowledge. Significance of temporal inquiry of atemporal phenomena is 

discussed with examples of mathematical expressions and geometric figures. Significance 

of atemporal inquiry of temporal phenomena is also discussed with examples of the sum 

of natural numbers, geometric pattern, and the probability of two events. Teachers 

should understand the potential of mathematical tasks from the perspective of temporality 

and atemporality and provide students with opportunities to inquire temporal phenomena 

atemporally and atemporal phenomena temporally.

Key words: phenomenon, cognition, time, mathematical knowledge, temporality, 

atemporality.
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