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Edge Wave 고유파형의 비교

Comparison of Edge Wave Normal Modes

서승남

Seung Nam Seo

요 지 :선형과 천해 edge wave로 구분되는 이들의 거동을 더 잘 이해하기 위해 비교하였다. 본 연구에서는 변

수분리법을 사용하여, Ursell (1952)이 해의 유도과정 없이 제시한, 선형 edge wave의 해를 얻었다. 천해 edge wave

는 비록 천해방정식으로부터 유도되지만 분산특성을 갖는다. 완만한 해저경사의 경우, 천해 파형은 선형 파형과 거

의 같게 되고 천해 파형은 다루기가 쉬운 장점이 있다. Gaussian 분포형태의 이동체에 의해 생성되는 edge wave

를 계산하기 위해 천해 고유파형으로 전개한 해를 구성하였고, 이에 대한 결과를 제시하고 특성을 기술하였다.

핵심용어 :선형 edge wave, 천해 edge wave, 변수분리법, 고유파형

Abstract : Both full linear and shallow water edge waves are compared to get a better understanding of edge wave

behavior. By using method of separation of variables, we are able to get solution of full linear edge wave presented

by Ursell (1952) without derivation. The shallow water edge waves show dispersive features despite being derived

from shallow water equations. When bottom slope is mild enough, shallow water edge wave tends to linear edge

wave and has some advantages of manipulation. Solution of edge wave generated by a moving landslide of Gaussian

shape is constructed by an expansion of shallow water normal modes. Numerical results are presented and discussed

on their main features.

Keywords : Full linear edge wave, shallow water edge wave, separation of variables, normal modes

1. 서 론

연안에서 대규모 열대성 저기압 또는 해안사태에 의해 생

성된 장파는 굴절에 의해 연안에 구속되어 해안을 따라 전파

한다. 허리케인에 의해 발생되어 미국 동부연안에서 관측된

edge wave는 대략 1 m의 진폭, 수백 km의 파장 그리고 대여

섯 시간의 주기를 갖는 장파이다(Munk et al., 1956). 이는 폭

풍에 동반된 고파랑에 비하면 edge wave의 진폭은 크지 않으

나, 연안의 표고가 낮은 점을 고려하면 장주기의 1 m 수위 상

승 또는 만조와의 중첩은 연안범람을 일으킬 수 있으며 이로

인한 상당한 피해를 예상할 수 있다(Greenspan, 1956).

Eckart (1951)는 선형 천해방정식으로부터 일정한 경사의

지형에서 생성되는 edge wave의 해를 유도하였으며, 해면은

해안선에서 지수적으로 감소하는 성분파의 무한급수로 나타내

었다. Ursell (1952)은 속도포텐셜로 표현된 선형파 이론에 근

거한 edge wave의 해만을 유도과정이 없이 제시하였으며, 천

해 edge wave와 달리 해저경사에 따라 성분파의 수가 제한됨

을 보였다. 선형 edge wave의 성분파 가운데 기본 파형은

Stokes (1846)에 의해 제시한 것과 일치한다. Whitham (1979)

은 Laplace 식을 만족하는 미지함수가 포함된 적분식을 제안

하여 미지함수를 경계조건으로부터 정하는 방법으로 해를 얻

었고, 여기에는 Ursell의 해가 포함되기 때문에 이것은 보다

포괄적인 해가 된다. 이 방법은 Evans (1989)에 의해 그 적

용성이 좀 더 확장되었으나, 적분식으로 표현된 성분파형의

계산이 용이하지 않은 단점이 있다. 본 연구에서는 edge

wave 해의 유도에 포함된 가정과 배경을 살펴, 선형과 천해

edge wave 고유 파형의 특성을 기술하고자 한다.

위의 천해 또는 선형 edge wave의 고유 파형은 각기 주어

진 고유치 문제의 해이다. 이 보다 복잡한 경우인, 즉 외력이

가해져 생성되는 edge wave의 해를 고유파형에 미지수를 곱

한 성분파들을 더한 형태로 표현하여 초기조건과 경계조건을

이용하여 미지수를 결정하는 고유함수 전개법이 많이 사용된

다(Greenspan, 1956; Sammarco and Renzi, 2008; Seo and

Liu, 2013). 이 기법을 보다 효율적으로 사용하기 위해서는 그

토대를 이루는 고유파형에 대한 충분한 이해가 필요하다. 본

연구에서는 edge wave 고유파형의 특성 분석에 초점을 두어

edge wave의 생성과 변형에 대한 이해를 넓히고자 한다.

천해 edge wave의 해에 포함된 가정과 유도의 주요 과정을 간
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추려 기술하였다. 그리고 직선해안에 직교입사하는 파랑이 완전

반사에 의해 생성되는 정현파(standing wave)와 천해 edge wave

외해방향 파형의 유사성을 밝히고 이들의 특성도 기술하였다. 선

형 edge wave의 해를 구하기 위해 기존 연구와 달리, 간단하고

도 명료한 변수분리법을 사용하였다. 선형과 천해 edge wave로

부터 각각 해면을 계산하여 비교하고 그 특성을 분석하였다.

마지막으로 Gauss 분포형상의 이동체가 일정경사의 사면 위

를 미끄러지면서 생성되어 전파하는 edge wave의 해면 변화

를 계산하기 위해 Seo and Liu (2013)가 사용한 천해 edge

wave 파형을 이용한 고유함수 전개법을 사용하고 해면의 시

간에 따른 변화를 다시 구하였다. 이 가운데 고유파형의 특성

을 가장 잘 나타내는 결과들을 제시하고 이를 분석하였다.

2. 선형 천해파 이론에 근거한 edge wave

x축은 외해방향을 향하고, y축은 해안선과 일치하는 직교

좌표계를 이용한 천해 방정식은 식 (2.1)로 주어진다.

(2.1)

여기서 ζ는 해면, u는 파랑 운동에 의한 유속벡터이며, h(x)

는 수심이다. 일정 경사 α의 수심 h = αx에서, 식 (2.1)의 u

를 소거하여 해면만의 식으로 변환하면 식 (2.2)가 된다.

(2.2)

해안방향으로는 수심의 변화가 없는 것으로 가정하였기

때문에 이 방향으로 파형이 일정하여 파수는 k로, 각주파

수 ω인 파랑의 해면은 식 (2.3)으로 표현할 수 있다.

(2.3)

식 (2.3)을 (2.2)에 대입하면 x방향의 파형 f(x)에 대한 식을

얻는다.

(2.4)

여기서 ( )'은 x에 대한 미분을 의미한다. Whitham (1979)이

보인 바와 같이 해안선 x = 0에서 식 (2.4)의 해 가운데 하나는

logx 거동을 보이는 특이함수(singular function)이 되나, 다른 하

나는 일반함수(regular function)이 된다. 그리고 x→ ∞ 에서는

식 (2.4)는 근사적으로 가 되어 이 경우 해는 e
−kx
와

e
kx
의 결합으로 표현된다. 그러나 현상에 부합되는 해는 크기가

유한해야 함으로 e
−kx
만이 의미를 갖는다. 즉, 해면의 진폭은 해

안선에서 최대가 되고 외해방향으로는 지수적인 감소를 보여

파랑은 연안에만 존재하게 된다.

식 (2.4)에 변수변환을 하여 Laguerre 미분식을 얻을 수 있

고 이 과정은 기존 문헌(Eckart, 1951; Whitham, 1979;

Mei, 1989; Schaffer and Jonsson, 1992; Seo and Liu,

2013)에 기술되어 있어 그 결과만 나타내면 식 (2.5)가 된다.

(2.5)

여기서 은 Fourier 적분에서 k가 음수가 되는 경우도 포함

하기 위해 취해졌다. 그리고 ω는 k의 함수인 파랑분산식 (2.6)

으로 정해지고, Laguerre 다항식 Ln은 식 (2.7)로 정의된다.

, (2.6)

(2.7)

식 (2.6)에서 파속 C = ω/k은 k의 함수가 되어 파장에 따라

파속이 달라지게 된다. 결국 파장이 다른 파형들로 구성된 파

랑은 파속의 차이로 인해 분산을 겪게 된다. 식 (2.5)의 edge

wave는 비록 천해 파랑식에서부터 유도되었지만 분산특성을

갖는 특이한 파랑이며, 이 파랑의 특성을 좀 더 살펴보기 위

해 이와 유사한 일정사면 위에 완전 반사에 의해 형성되는 천

해 정현파의 특성을 고찰하기로 한다.

비교를 위해 y방향의 파수성분이 없는 경우, 식 (2.4)는 식

(2.8)로 바뀌게 된다.

(2.8)

변수변환을 이용하여 구한 식 (2.8)의 일반해는 0차 Bessel 함

수들의 결합으로 표현할 수 있다(Whitham, 1979). 해안선에서

의 해면조건을 적용하여 특이함수를 제외하면, 해는 다음 정

현파가 된다.

(2.9)

여기서 미지수 A는 초기조건으로부터 구할 수 있다. 함수 J0(x)

의 x → ∞경우 점근식으로부터 식 (2.9)는 식 (2.10)이 된다.

, (2.10)

식 (2.10)에서 진폭은 x
−1/4에 비례하기 때문에 에서는 파

랑이 존재하지 않게 된다. 이를 바꾸어 기술하면, 이 정현파는

에서 진폭이 0이 아닌 입사파에 의해 형성될 수 없으며,

Whitham (1979)은 이를 수심이 매우 깊은 에서 천해파

이론을 적용한 것이 모순이라 지적하였다. 한편 중복파의 식

(2.10)의 cosine 함수를 지수함수로 나타내면, 해안과 외해쪽으

로 진행하는 진행파의 합으로 표현할 수 있고, 이 가운데 외해

∂ζ
∂t
------ ∇ uh( )⋅+ 0=
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쪽으로 진행하는 파랑성분의 위상함수는 식 (2.11)로 표현된다.

(2.11)

식 (2.11)로부터 으로 접근하는 경우 파장이 짧아지며,

파속은 이 되어 이는 수심 h의 천해파 파

속과 같다. 이것이 의미하는 것은 수심이 깊어지면, 파속이 빨

라짐으로 파봉이 굽어지기 때문에 결국 파랑은 연안에서만 존

재하게 된다.

또한 J0(x)는 식 (2.12)의 급수로 나타낼 수 있다 (Abramo-

witz and Stegun, 1972).

(2.12)

식 (2.7)과 (2.12)의 비교로부터, 의 경우 두 식은 거이

같으며, 따라서 다음 근사식을 얻을 수 있다.

, (2.13)

Fig. 1에 천해 edge wave의 x방향 파형과 천해 정현파 파형

을 비교하였으며 대략 n > 10인 경우 3 파장 내에서 두 파형

은 거의 같다. 기본 파형은 이므로 천해

edge wave는 로 감소하나, 정현파는 1로 해안선 인접 구

간을 제외하면 큰 차이를 보인다. 그리고 의 경우, 해안

선에서 중복파는 해면 기울기가 0이나, 천해 edge wave는 0

이 아닌 값을 가진다.

3. 선형파 이론에 근거한 edge wave

제 2절의 방법과 달리 edge wave의 분산을 처음부터 고려하

기 위해서는 미분방정식 (3.1)을 사용하여 해를 구하여야 한다. 속

도포텐셜 (φ)의 첨자는 미분을 의미한다. 이 해는 Ursell (1952)이

유도과정 없이 n번째 파형을 식 (3.2)로 제시하였고, 기존 연구와

달리 본 연구에서는 변수분리법을 사용하여 해를 구하고자 한다.

(3.1)

여기서 해저경사는 이고 경사각의 범위는 0 < β < π/2

로 주어진다.

(3.2)

속도포텐셜에서 y방향과 시간 성분을 분리하고, φ(x, y, z, t)

= ϕ(x, z)e
i(ky−ωt), 연직면의 함수를 변수분리 형식 ϕ(x, z) =

X(x) Z(z)으로 표현한다. 그리고 위의 가정된 함수를 지배방정

식에 대입하고 x방향의 경계조건 (3.3)을 사용한다.

(3.3)

그러면 해는 식 (3.4)가 되며 미지수 c1과 c2는 경계조건을 사

용하여 정하고자 한다.

, (3.4)

해저 경계조건은 Evans (1988)이 보인 다음 회전좌표계를

사용하면 편리하다. 시계방향으로 β 회전한 좌표계 와

원 좌표계의 관계식은 식 (3.5)가 된다.

(3.5)

이 경우 회전 좌표계의 해저면 에서 조건은 

으로 간결하게 되며 이를 만족하는 n번째 파형의 형태는 식

(3.6)이 된다. 여기서 파형의 개수는 기본파형을 포함하여

가 되나, 나중의 해면조건으로부터 n개가 없어져 최종

만 남는다.

(3.6)

식 (3.5)을 이용하여 식 (3.6)을 원 좌표계로 환원하여 다시

쓰면 식 (3.7)이 된다.

(3.7)
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Fig. 1.Modal surface elevation profiles of shallow water edge

wave and standing wave in on-off shore cross-section.
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식 (3.7) 우변의 둘째식을 홀수와 짝수의 합으로 나타낸 뒤 해

면조건을 위해 새로운 조합으로 다시 정리하면 식 (3.8)을 얻

는다.

(3.8)

식 (3.8)을 해면조건에 대입하여 정리하면 항등식이 성립하기

위해서 우변의 둘째 식에서 β의 짝수 배의 계수는 0이 되어야

한다. 그리고 식 (3.8) 우변의 첫 식인 홀수 배의 합에서는 미지

상수 B를 A로 바꾸고 동시에 지수 2m을 m로 변경한다. 그러면

Ursell (1952)이 제시한 해 (3.2)가 되고, 다음 관계식이 얻어진다.

(3.9)

식 (3.9)의 둘째 식을 첫 식에 대입하여 정리하면 계수 Am,n

는 A0,n에 곱으로 표현된다.

(3.10)

그리고 둘째 식에서

(3.11)

선형 edge wave의 파랑분산식 (3.11)은 상응하는 천해 파랑

분산식 (2.6)과 sine 함수의 존재 유무의 차이를 보인다.

인 경사가 매우 작을 경우, 두 식은 같게 된다.

선형 edge wave의 x방향 파형도 해안선에서부터 외해쪽으로

지수형 감소형태를 취하여야 하기 때문에 식 (3.2)로부터 조

건 를 얻을 수 있다. 이로부터 주어진 경

사각에 따라 유한한 개수의 단속적인 파형 (discrete modes)

이 정해진다.

(3.12)

식 (3.2)가 주어진 미분방정식 (3.1)의 해가 됨을 변수분리

법을 이용하여 보였고, 그 계수는 식 (3.10)으로 주어진다. 식

(3.2)에 동력학 해면조건을 이용하고, n번째 해면의 x성분 진

폭을 1로 정하면 식 (3.13)이 된다.

(3.13)

       

식 (3.13)으로 표현된 선형 edge wave의 n번째 해면은 이에

상응하는 천해 edge wave 해면 (2.5)와 서로 상이하기 때문

에 직접 비교가 어렵다. 다음 절에서는 직접 비교를 위한 수

치계산 결과를 제시하고자 한다.

4. Edge wave 해면 비교

천해 edge wave의 x성분 n번째 해면 (2.5)는 해안선에서 1

을 가진다.

(4.1)

반면에 선형 edge wave의 상응하는 해면을 나타내기 위해 식

(3.13)을 (4.2)와 같이 표준화한다.

(4.2)

이들로부터 기본파형의 해면은 식 (4.3)이 된다.

(4.3)

천해 edge wave는 해저경사의 함수가 아니나 선형 edge

wave는 경사각에 따라 변하기 때문에 이들의 해면을 비교하

기 위해 선형 edge wave의 파수 kU를 기준으로 kE의 크기를

조정한다.

(4.4)

이제 선형 edge wave의 x성분 n번째 해면을 풀어쓰기 위

해 식 (3.13)을 이용하면 식 (4.2)는 (4.5)가 된다.

(4.5)

식 (4.5)의 분모는 Seo and Liu (2013)가 보인 바와 같이 파형

의 번호 n이 증가하면 급격하게 감소한다. 즉,  as

. 이러한 경향은 해저경사가 완만해질수록 더욱 강해져,

완만한 경사의 지형에서는 수치오차 (round-off error)로 인해

계산이 불가능하게 된다. 이를 방지하기 위한 방안으로는 유

효숫자를 증가시키는 방안을 사용하였고, 본 계산에서는 모

든 변수를 real*16 (4 배정도)으로 정하였다.

자연해안의 경사로는 아주 급한 1/10과 1/30에 대한 파형

을 비교하였다. 우선 경사 1/10의 경우 조건 (3.12)로부터 최

대 7개의 파형이 선형 edge wave에 존재하고, 경사 1/30에

서는 최대 23개가 존재한다. 이 범위 내에서 계산한 파형을

Fig. 2에 나타내었다. 해저경사가 급할수록 천해 파형은 선형

φ
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파형과 차이가 커지며 따라서 천해 edge wave 파형의 오차

가 증가함을 보인다. 이 그림은 천해 edge wave 파형의 오

차를 나타내 선정한 파형의 적정성을 평가할 수 있다.

한편, 위에 기술한 바와 같이 선형 edge wave 파형은

round-off 오차 때문에 그 계산이 쉽지 않다. 그러나 적정한

천해 edge wave 파형을 선정하면 이는 상응하는 선형 파형

과 거의 같게 되며 또한 파형 계산도 아주 용이하다. 지금까

지는 미분방정식에 외력이 존재하자 않는 경우만을 대상으로

하였으며 해로부터 직접 또는 간접으로 구한 해면의 성분은

고유 파형이 된다. 보다 복잡한 외력이 존재하는 경우, 구하

고자 하는 해와 주어진 외력을 이 고유 파형으로 각각 전개

하여 해를 구하는 고유함수 전개법은 일반적이고 유용한 기

법이다 (Greenberg, 1978). 예를 들면, 해안선과 평행하게 일

정한 속도로 움직이는 이동성 기압장이 일정 경사의 해안에

작용하여 생성되는 edge wave에 대해 Greenspan (1956)은

고유함수 전개법을 이용하여 그 해를 구하였다.

외력이 작용하여 생성되는 edge wave에 대한 해를 고유함수

전개법으로 구할 때 외력과 해를 고유파형으로 분리하는 과정

이 필요하고, 이 때 파형을 구하기 쉬운 천해 edge wave가 사

용된다. Seo and Liu (2013)는 Gauss 분포형상의 물체가 일정

경사의 사면 위에서 일정한 속도로 이동하는 경우, 이동체에 의

해 생성되는 edge wave를 고유함수 전개법으로 구하였다. 해

는 적분으로 표현되며, 이 경우 해는 일반적으로 3중 적분으로

주어진다: Fourier-Laplace 역변환에 의한 적분들과 해의 고유

함수 전개에 포함된 미정계수를 구하는 과정에서 형성되는 적

분으로 구성된다. 이 가운데 Laplace 역변환에 의한 적분은 해

석적으로 구해지나, 나머지 두 적분은 수치적분이 필요하고 적

분구간이 무한대이기 때문에 빠르고 정밀한 기법이 요구된다.

Fig. 3은 무차원 시간 5에서 11까지 2 간격으로 계산한 해

면변위이다. 여기서 모든 변수를 이동체의 대표길이와 edge

wave의 대표진폭으로 무차원한 변수를 사용하였고, ζ의 첨자

9는 파형 0에서 9까지 더한 계산해면을 의미하고 해면의 최

대치와 최소치도 그림에 나타내었다.

언급한 바와 같이 edge wave는 파속이 로 주어져 수

심 (또는 x)가 증가할수록 파속이 빨라지며, 시간이 지남에 따

라 생성된 파봉이 휘어지게 된다. 동시에 edge wave의 분산특

성에 의해 시간이 경과함에 따라 새로운 파형이 형성된다. 이

특성은 해안선에서의 시간에 대한 해면변위를 분석하면 분명

히 알 수 있다. 마지막으로 해면의 높이는 해안선에서 가장

크고 외해로 갈수록 감소하는 경향을 볼 수 있다. 이러한 해

면의 특성은 앞에서 기술한 성분파형의 특성을 그대로 반영

하고 있다.

5. 결 론

일정 경사면 위에 존재하는 edge wave는 해안선에서 해면

이 최대가 되고 외해쪽으로 지수적으로 감소한다. 이 특성은

해안에 직교입사한 파랑이 완전 반사하여 형성되는 정현파에

서도 나타나며, 특히 파형이 고차로 갈수록 두 파랑의 해면

은 일치한다. 또한 정현파에서 외해쪽으로 진행하는 성분파

의 위상에서부터 파속은 천해파속 가 되어 수심이 깊은

곳에서 파속이 빨라져 파봉이 휘게 되고 이로 인해 edge

wave는 연안부근에만 존재하게 된다. 또한 edge wave의 분

gh

gh

Fig. 2. Modal surface profiles of full linear and shallow water edge

waves for slopes 1/10 and 1/30.

Fig. 3. Snapshots of edge wave surface elevation generated by a Gaussian landslide.
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산식에서부터 파속이 파장의 함수가 되기 때문에 분산특성을

갖는다.

선형파 이론에서부터 유도한 선형 edge wave의 해를 기존

연구와 달리 변수분리법을 사용하여 그 유도과정을 기술하였

다. 천해 edge wave의 파형은 무한개로 해저경사와는 무관

하나 선형 edge wave 파형은 해저경사에 따라 제한된다. 그

러나 완만한 경사에서는 선형 edge wave 파형의 수가 증가

하며 또한 두 파형은 거의 같게 된다. 이 경우 천해 edge

wave의 파형이 다루기 쉽기 때문에 고유함수 전개법에서 이

를 주로 사용한다.

외력이 존재하지 않은 고유치 문제로부터 구한 천해 edge

wave 고유파형은 이동성 저기압 또는 사면 위에서 미끄러지

는 이동체의 작용과 같은 외력에 의해 생성되는 edge wave

의 해를 구하는 데 사용된다. 일정 사면 위에서 이동하는

Gauss 분포형상의 이동체에 의해 생성된 edge wave의 해면

을 계산하여 시간변화를 나타내었고, 이를 고유파형의 특성

과 연관하여 분석하였다. 여기서 다룬 선형 edge wave는 해

안선에서의 해면 높이만을 계산하게 되기 때문에, 해안선 부

근의 해면의 변동 예를 들면 처오름을 구하는 경우는 분산을

포함한 비선형 파랑모형이 필요하다.
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