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일반화된 라그랑지 다항식을 사용하는

FIR 하 밴드 필터 설계 

( Design of FIR Halfband Filters using Generalized Lagrange  

Polynomial )

 정 식
*
,   

***

( Jeongsik Bong and Joonhyeon Jeonⓒ )

요  약

일반 으로 최 평탄 하 밴드 필터들은 다른 필터들에 비해 넓은 주 수 역을 가지고 있다. 이것은 필터의 주 수 응답

을 직 으로 제어하기 한 필터 차수의 여분이 없이 단지 z =±1에서 최  가능한 제로 수를 갖도록 설계된 것으로 독립된 

라미터가 없기 때문이다. 본 논문에서는 천이 역폭 직  제어가 가능한 FIR 하 밴드 필터들의 설계를 한 새로운 방법

을 제안하 다. 제안된 방법은 필터의 0번째 계수인 h0를 라미터화한 일반화된 라그랑지 하 밴드 다항식(g-LHBP)을 기반

하고 있으며, h0를 제어함으로써 요구되는 주 수 응답을 갖는 필터를 설계하는 방식이다. 이때 h0는 g-LHBP 재귀 계의 이

론  분석을 통하여 천이 역의 경사도 라미터로 모델링하 다. 한, 이 방식은 요구된 필터 특성(:천이 역의 경사도와 

역 평탄도 사이의 균형) 선택과 련된 설계 라미터들(:필터 계수들)의 직 인 계산을 한 명확한 공식을 제공한다. 설계 

시들은 제안된 방식이 최 평탄 하 밴드 필터들 보다 상 으로 날카로운 천이 역 경사도를 가진 하 밴드 필터의 설계

에 합한 솔루션임을 보여 다.

Abstract

 Maximally flat (MAXFLAT) half-band filters usually have wider transition band than other filters. This is due to the 

fact that the maximum possible number of zeros at z=±1 is imposed, which leaves no degree of freedom, and thus no 

independent parameters for direct control of the frequency response. This paper describes a novel method for the design of 

FIR halfband filters with an explicit control of the transition-band width. The proposed method is based on a generalized 

Lagrange halfband polynomial (g-LHBP) with coefficients parametizing a 0-th coefficient h0, and allows the frequency 

response of this filter type to be controllable by adjusting h0. Then, h0 is modeled as a steepness parameter of the 

transition band and this is accomplished through theoretically analyzing a polynomial recurrence relation of the g-LHBP. 

This method also provides explicit formulas for direct computation of design parameters related to choosing a desired filter 

characteristic (by trade-off between the transition-band sharpness and passband & stopband flatness). The examples are 

shown to provide a complete and accurate solution for the design of such filters with relatively sharper transition-band 

steepness than MAXFLAT half-band filters.

      Keywords : Halfband filters, Maximally flat halfband filters, Linear phase filters, FIR digital filters, Lagrange 
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Ⅰ. 서  론

최 평탄(maximally-flat: MAXFLAT) 필터는 non- 

recursive FIR 필터들 가운데 요한 필터 종류의 하나

로, 높은 정지 역감쇄(stopband attenuation) 는 완

만한 주 수 응답(frequency response)이 요구될 때 응

용된다[1-4]. MAXFLAT FIR 필터 설계의 기본 아이디

어는 주 수 역 에지에서의 MAXFLAT 제약을 만족

하고 수학 으로 증명된 폐쇄형 다항식(closed-form 

polynomial)을 사용하는 것이다[5～11]. 일반 으로 

Hermite[5], Miller[6], Bernstein[7] 는 Krawtchouk[8] 다

항식들이 사용되며, 설계된 필터는 요구되는 차단 주

수 응답의 근사화 오차를 포함한다. 이것은 필터 설계

에 사용되는 폐쇄형 다항식들이 주로 정확한 주 수 응

답이 아닌 필터의 평탄함을 목 으로 하기 때문이다
[9～

11]. MAXFLAT FIR 하 밴드 필터(halfband filters)의 

설계를 해 다양한 구  방식들이 제안되었다[12-～8]. 

이러한 필터는 하 밴드 주 수   에서 정확한 

차단 주 수(cutoff frequency)를 갖으며 임펄스 응답 

계수(impulse response coefficient)의 반 정도가 

0(zeros)이기 때문에 효율 인 구 이 계산 으로 가능

하다. 한 천이 역폭(transition bandwidth)은 다른 필

터들에 비해 비교  넓지만 필터의 길이를 늘려 좁힐 

수 있다. MAXFLAT FIR 하 밴드 필터들의 설계에는 

일반 으로 라그랑지 하 밴드 다항식(Lagrange 

halfband polynomial-LHBP)[13～14]을 가장 많이 사용되

며, 이때 LHBP 필터는   에서 최  제로(zeros) 

수를 갖으며 2 채  필터 뱅크를 이용한 웨이블릿 변환 

 다분활(multi rate) 기술 등에 많이 응용된다[15～16]. 

그럼에도 불구하고 LHBP 필터들은 패쇄형 다항식을 

사용하는 기존의 MAXFLAT 필터들처럼 필터 길이 외

에 천이 역폭의 주 수 응답을 직 제어 할 수 있는 

어떠한 독립된 라미터를 가지고 있지 않다. 따라서 

폐쇄형 다항식 속에서 필터의 천이 역 가 름

(steepness of transition band)을 명확하게 조 할 수 

있는 필터의 설계에 한 문제가 아직 남아있다
[18]
. 

본 논문에서는 폐쇄형 LHBP 다항식을 사용하 을 

때 천이 역 가 름 즉, 경사도 날카로움(sharpness of 

slop) 제어가 가능한 FIR 하 밴드 필터의 설계 방법을 

제시하 다. 설계 방법은 하 밴드 다항식에서     

에서 최  제로 수 이하로 하여 주 수응답을 제어할 

수 있는 독립 라미터를 제공한 것이다. 그 결과 모든 

임펄스 응답 계수들이 0-번째 임펄스 응답 계수인 h0로 

표 되는 일반화된 라그랑지 하 밴드 다항식

(g-LHBP)이 제시되었다. 이 때 h0는 g-LHBP의 선형 

순환(linear recursive) 계식으로 부터 필터의 천이

역의 가 름( 는 경사도)의 함수로 표 된다. 본 논문

에서 제안한 g-LHBP 기반의 하 밴드필터 설계는 진

폭 평단도와 천이 역 가 름 간의 "trade-off"를 이용

한 필터 선택의 유연성을 제공한다. 뿐만 아니라 정확

하게 유도된 필터 계수 등의 라미터 공식들을 통하여 

직 이고도 효율 인 계산을 허용토록 하 다. 

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. Ⅱ장에서는 

h0를 가진 일반화된 라그랑지 하 밴드 다항식을 설명

하 다. Ⅲ장에서는 g-LHBP 재귀 계 분석과, 이를 

바탕으로 h0를 천이 역의 가 름 제어인자(steepness 

control factor)로 모델링하는 과정을 설명하 다. 한 

상 으로 좁은 천이 역폭을 가진 필터를 효과 이

고 정확하게 설계하는 다양한 공식들이 제안되었다. Ⅳ

장에서는 제안된 방법의 우수성을 입증하는 설계 시

를 설명하 으며, 마지막으로 Ⅴ장에서는 결론을 도출

하 다.

Ⅱ. 일반화된 라그랑지 하프밴드 다항식
   차수의 실계수임펄스응답(real impulse 

response) 을 가진 type II의 FIR 하 밴드 필터가 

일 때, 식 (1)에서 나타낸 바와 같이 식 (2)의  제

로 상 하 밴드 역통과 필터(zero-phase halfband 

lowpass filter)를 사용하여 나타낼 수가 있다.

        (1)

     
 



   
        (2)

이때 MAXFLAT FIR 하 밴드 필터의 설계는 식 (2)

의 필터 함수로 변환이 가능한 폐쇄형 다항식[8～11, 14]을 

사용하면 쉽게 구 이 가능하다. 재까지 라그랑지 솔

루션을 이용한 LHBP[17～18]이 가장 많이 사용되고 있으

며, 이를 이용한    차수의 MAXFLAT FIR 하

밴드 필터를 표 하면 다음과 같다.
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×


 

  


    




(3)

여기서 는

     × 
  

(4)

식 (3)의 LHBP 필터는   에서 최  제로(zero)의 

수인 2K개를 갖기 때문에 아래와 같이   에서 최

평탄 응답(maximally flat response)을 갖는다고 할 

수가 있다.




  
  

      

(5)

이는 LHBP 필터가 식 (3)에 나타난 바와 같이 주 수 

응답을 직 으로 제어할 수 있는 라미터를 가지고 

있지 않음을 한 설명하고 있다. 

이제까지 설명한 것을 바탕으로 식 (2)에서 나타낸 

FIR 하 밴드 필터 속에 주 수응답 제어 라미터를 

제공하기 하여, 우선   가   에서 

 의 제로를 갖는 다고 가정하면, 식 (2)는 다음

을 만족한다.




  
  

       (6)

식 (6)의 조건을 식 (2)에 용하고   가 식 (3)

과 유사하게 재귀 계를 갖도록 주요 들(coincident 

points)[17～18]에서 라그랑지 첩(Lagrange 

interpolation)을 용하 을 때 (부록 A에서 식 (A.12) 

참조),   는 아래 식과 같이 에 하여 표 되

는 일반화된 LHBP (g-LHBP) 다항식으로 구할 수가 

있다.

    
  

  
  


 

  

  
    





     





 
    

(7)

   
    




   

만일 가 식 (8)과 같이 주어진다면 식 (7)은 식 (3)의 

LHBP와 동일하다.

   
  

 
  

(8)

한 식 (8)은 식 (7)의   에서 제로를 추가함으로

써 얻어질 수 있다. 의 g-LHBP을 폐쇄형 일반 해

(general solution of closed from)로 표 하기 해  식 

(7)을 다음과 같이 변환하면

    
  

   
  

×  
 



  
   

(9)

식 (9)의 첩 계수(interpolation coefficients) ′
   은 와 에 하여 아래 식과 같이 

얻을 수 있다(부록 A의 식 (A.13)를 참조).

   
  

 




  
       

 

       
 

 
   

(10)

식 (10)을 이용한 IR 계수들인 ′의 계산은 참고문헌[11]
과 유사한 방법으로 식 (9)를 식 (2)에 입함으로 써 얻

어진 아래 계식을 이용하여 쉽게 구할 수가 있다.

 
  
 

 



  
 

   (11a)

      
 



  
  

       

는 이와 동일하게 아래와 같이 표 될 수 있다.

    and
   

  
 

 



  
 

 (11b)

     
 



  
  

        

여기서 만약     는     이면     이며, 식 
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(10)을 식 (11a)에 입하면, 식 (11b)처럼 홀수 번째 계

수는 0이 된다(즉,  ′   ). 한, 식 (7)의 

g-LHBP 필터의 주 수 응답은 아래 식에서 나타낸 바

와 같이 와   하여 표 될 수 있다. 

   cos
 
  


 

  

  sin
 


(12)

  






 sin
 


sin
 





다시 말해 고정된 K를 갖는 g-LHBP 필터의 주 수 

응답은 에 의해 직  제어가 가능하다는 것을 의미

한다. 따라서 를 이용한 다양한 g-LHBP 필터를 얻

을 수 있다. 한 만일 원하는 스펙의   값이 주어진

다면, 식 (10)의 공식을 이용한 식 (11)의 계식으로 

부터 필터 계수들을 직  계산 할 수가 있는 장 이 있

다. 그러나 가 매우 넓은 다이나믹 범 (dynamic 

range)를 갖기 때문에 (   필터 차수의) FIR 하

밴드 필터들이 무한개(no limit) 존재한다. 따라서 천이

역폭과 진폭 평탄도 사이의 “trade-off”을 이용하여 

원하는 주 수응답을 갖는 g-LHBP 필터를 얻기 해

서는 가 제어 라미터로서 정확하게 모델링되고 정

의되어야 한다. 이는 Ⅲ장에서 자세히 설명하 다.

Ⅲ. 천이대역 가파름(경사도) 파라미터: h0

제 3장에서는 식 (12)의 이론  분석을 통하여 천이

역 에지들(transition-band edges)의 직 인 컨트롤

을 한 가 름 라미터로써 를 모델링하는 방법을 

다뤘다. 한 허용진폭왜곡(tolerant magnitude 

distortion)을 갖는 신 (상 으로) 가 른 기울기의 

천이 역을 갖는 g-LHBP 필터를 얻기 한 의 결

정을 설명하 다.

  의 재귀 계식(부록 A의 식 (A.2)을 참조)으

로부터   는    에서   로의 확

장을 한 목  함수(objective function)의 역할을 한다

(여기서    와   는 부록 A의 식 

(A.3)과 식 (A.12)에 나타나 있다). 따라서 식 (12)으로 

표 된  는 아래와 같이   와 

 을 사용하여 표 할 수 있다. 

         (13)

여기서

    cos
 
  

×


 

  

  sin
 
  (14)

    
    

×  cossin   (15)

( 는 sin  sin



의 공식을 이용하여 

다시 쓴 것이다). 식 (13)으로 부터   는 

MAXFLAT 역통과 함수(lowpass function)이기 때문

에  가 을 이용하여  을 특징화 한다는 

것을 확신할 수가 있다. 다시 말해서,  의 분석을 

통하여  에 가 끼치는 향을 알 수가 있을 것

이다. 식 (15)로부터 (0, 0), (π/2, 0), (π, 0)을 통과하는 

 는 비 칭 싸인 함수와 유사한 형

(“anti-symmetric sinusoid-like shape”)을 나타냄을 알 

수가 있다. 따라서  는 두 개의 비 칭 피크 값들

(anti–symmetric peak values)을 갖으며, 이들 두 개의 

피크 값들과 와의 계를 살펴보면 다음과 같다.

 의 두 개 피크 값 주 수들(peak frequencies)

을 
와 

라고 가정하면,    ±
  로

부터 아래식과 같이 에 하여 구할 수가 있다.


±  arccos±

 
   

    
  

(16)

따라서 식 (16)을 식 (15)에 입하여 두 개의 피크 값

(peak values)  
 와  

 은 아래와 같다.

 
±  ±      ×



  
 

   (17)

여기서 
±(복호동순)는 

와 
을 의미하며 

cos    로부터     와 계가 성
립됨을 알 수가 있다. 특히,   와  
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는  ≤  ≤ 에서   를 심 으로 비 칭이 

되므로   
± 와  

± 는 다음 특성을 만

족한다.

  
     

    (18a)

 
  

     (18b)

의 비 칭 특성을 식 (13)에 용하 을 때,  
   

와  
 는 다음의 계식을 만족한다.

 
  

    (19)

한   
±  에서 식 (17)에 식 (13)을 입한 후 

에 하여 정리하면 다음과 같은 결과가 얻어진다.

 


 

 



±

±

(20)

식 (20)으로부터 얻어진 두 개의 (복호동순) 값들은 

동일한 값을 갖는데, 이것은 식 (18a)와 식 (19)의 계

식들로부터 
     

   
 

  
 이 성립하기 때문이다. 무엇보다 

요한 것은 식 (12)에서 주어진 g-LHBP 필터의 를 

얻기 해 식 (20)을 사용하 을 때,  는   


와 
에서  

 와  
 을 정확히 통과한다는 

것이다. 따라서 필터의 천이 역 에지 주 수들

(transition-band edge frequencies)로 
와 

을 사

용할 수가 있으며, 결과 으로 g-LHBP 필터의 천이

역의 기울기를 아래와 같이 구할 수 있다.

 

 



 
   

 
(21)

식 (21)은 g-LHBP 필터 설계시 주어진 에 해 식 

(20)의 을 사용할 경우,  
 와  

 로 표

되는 천이 역의 기울기를 직  제어하는 가 름 라

미터로 가 사용될 수 있음을 보여 다. 따라서 통과

역-에지 주 수(passband-edge frequency)에서의 진

폭 값을 임의의 설계 상수  
     (: 식 (19)에서 

 
      )라 하고 식 (20)과 (21)에 각각 입

할 경우 와 는 로 다시 표 될 수가 있다.

 


 

 





 

(22)

 arccos 
 

 

(23)

여기서 식 (21)의 
  

는 식 (16)에 곱-합 변환공

식 coscos  

cos cos 을 

사용하므로 써 얻어진 것이다. 요한 은 g-LHBP 

필터가 MAXFLAT LHBP 필터보다 상 으로 좁은 

천이 역을 갖도록 를 결정하기 해서, 역통

과 필터 함수 특성상 는  
   ≤ 

의 범  내에서 선택되어져야 한다는 것이다. 여기서 

 
 는   

에서 식 (3)의 진폭 값이

며 식 (8)을 식 (12)에 용한 값과 동일하다. 다시 말

해 주어진 에 해    
 으로 식 

(22)에서 계산된 는 식 (8)에 의해 계산된 와 동

일하기 때문에  의 진폭응답은 MAXFLAT하며, 

  일 때 를 사용한  는 날카로운 천이 역

을 갖지만 통과 역과 정지 역에서 더 큰 왜곡 응답

(distortion response)을 갖는다. 결론 으로 주어진 

2nh

g
K

pω+
1( )K p LHBPQ ω+

−

( )K pQ ω γ+ =

0,h γ

( )K p MAXFLATQγ ω+=

0h

( ) 1K p MAXFLATQ ω γ+ < ≤

그림 1. 좁은 천이 역을 갖는 g-LHBP 필터 설계 방법

Fig. 1. Design procedure to obtain g-LHBP filters with 

narrow transition band.
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에 해 식 (22)를 g-LHBP 필터 설계에 사용할 경우 

상 에지 라미터인 를 조 하므로 써, 필터 천이

역의 가 름 제어가 가능함을 알 수가 있다. 그림 1은 

g-LHBP 필터 설계를 한 흐름도를 나타낸 것이다.

성능평가:  
   ≤ 을 만족하는 

에 의해 결정된 는 통과 역과 정지 역에서 각

각 오버슈트(overshoot)와 언더슈트(undershoot)를 야

기할 것이다. 따라서 천이 역 경사도 이득에 따른 이

러한 진폭이득 왜곡의 정도를 확인하는 것이 필요하다. 

식 (22)를 사용에 따른 통과 역과 정지 역의 피크 에

러들(peak errors)을 계산하기 하여 
와 

을 각

각 피크 오버슈트(peak-overshoot)와 피크 언더슈트

(peak–undershoot) 주 수들이라고 가정 하면, 

 
 와  

 는 통과 역과 정지 역에서 각

각의 피크왜곡 값이 된다. 이때 

   ±
 의 방정식을 풀면 다음과 같이 

와   에 한 
±(복호동순)을 얻을 수 있다. 


± 

arccos± 
  

   
(24)

여기서 
±는 

와 
을 나타내며, cos     

 로부터 
 

  이 됨을 알 수가 있다. 식 

(19)을 이끌어낸 유사한 방법으로   
± 와 

 
± 는 각각 다음의 특징을 가진다.

  
     

   

and
 

  
   

(25)

 
   

     (26)

식 (26)으로부터  
 에 따른 최  오버슈트 리

(maximum overshoot ripple) 
max는 다음과 같이 피크 

언더슈트  
 의 진폭과 같다.


max         (27)

만약 MAXFLAT 응답을 가진 g-LHBP 필터의 설계를 

하여 식 (8)을 사용한다면, 
max는 제로(i.e., 


max  )가 된다. 식 (16)과 식 (24)로부터 ±의 ±

는   
  

     
  

  가 되며, 이때 

 
    

    
   

 되기 때문

에  
    

   
    

 가 된

다. 그림 2는     일 때 을 구하기 하여 

  와   을 각각 사용한 두 개

의 g-LHBP 필터들의 주 수 응답들을 나타낸 것이다. 

그림 2에서 나타난 바와 같이 식 (22)에 의해 설계된 

g-LHBP 필터들은 상 으로 좁은 천이 역을 가질 

수는 있지만 통과 역과 정지 역 사이에서 오버슈트와 

언더슈트 같은 진폭 왜곡의 손실이 나타날 수가 있다. 

따라서 식 (22) 속에서 을 제어함으로써 좁은 천이

역을 갖는 필터를 얻을 수는 있으나, 이로 인해 발생

하는 진폭 왜곡이 허용할 수 있는 오차 범 에 있는 지

의 의문이 남아있다. 이러한 필터 성능평가는 Ⅳ장에서 

설계 시를 통해 자세히 설명하 다.
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0.0
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0.8
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1.2

0.0 0.5 1.0
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0.0

0.2

ω+

d
ω−

p
ω+

p

γMAXFLAT= 0.8667

γ = 1.0

δmax
3, 1.0

= 0.0605

Q
3(

ω
 )

ω/π

−δmax
3, 1.00.2952

ω−

d

 

ω+

d
ω−

p
ω+

p

γ
MAXFLAT

 = 0.8667

γ = 1.0

A 3
(ω

 )

ω/π

0.2952

ω−

d

그림 2.   가 일 때, 두 개의 g-LHBP 필터의 주
수 응답; MAXFLAT 필터(검은 선)와 좁은 천이

역 필터(빨간 선).

Fig. 2. The frequency responses of two g-LHBP filters 

for a given    ; MAXFLAT filter(black solid 
line) and narrow transition-band filter(red-bold 

line).
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Ⅳ. Design Examples

Ⅳ장에서는 g-LHBP 역통과 필터들의 설계 시

를 통하여, Ⅲ장에서 설명한 설계  성능평가 라미

터들의 정확성을 확인하고, 제안된 방법의 유용성을 증

명하 다. 

를 들어   (이때 필터의 차수는    

가 된다) 일 경우, 14 차수의 g-LHBP를 한 일반형은 

식 (9)로부터 다음의 식과 같다.

  

 



 





  (28)

이때 첩 계수     은 식 (10)으로 부터 

  
  ∙

   ∙


 ∙
   ∙


(29)

와 같으며, 식 (2)에서 나타낸 형식의 필터 달 함수는 

다음과 같이 표 된다.

  
 


 






 







 

 

(30)

여기서   일 때 식 (2)의    은 식 

(29)를 식 (11b)에 입하여 얻어진 것이다. 이때 식 (2)

에 의해 주어진 홀수 차수의 하 밴드 필터 계수들은 

"0" 값(즉,     ,   )을 갖는다. 식 (30)에

서 주어진  의 주 수 응답은 식 (13)의 

  로 표 되므로, 식 (14)

와 식 (15)를 사용하여 와  를 표 하

면 다음과 같이 얻어진다.

  cos
 


sin
 


sin
 


 (31)

  
 cossin (32)

그때, 는   를 식 (22)에 입함으로 써 아래와 

같이 얻어진다.
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ω/π
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그림 3.   일 때, 에 따른 주 수 응답 : 

(a)    (b)   

Fig. 3. The frequency responses due to   for a given 
    : (a)   (b)  .

 
∙ 
  

  (33)

여기서     선택은 식 (16)과 (31)로부터 
 

와 
   을 제공한다. 

제안된 방법의 타당성을 설명하기 해서 

     인 네 개의 들을 

사용한 g-LHBP 필터들의 성능을 평가 하 으며, 이때 

  는 식 (8)의 사용을 의미 한다 (즉,

  을 식 (33)에 입하는 것과 같은 

    
이 된다). 그림 3은 네 개의   

값들에 따른 와  을 나타낸 것이며 이와 

련된 라미터들은 표 1에 정리하 다. 그림 3과 표 

1에서 보인 바와 같이 식 (30)의   제어는 g-LHBP 

필터 천이 역의 경사도를 상 으로 가 르게 제공함

과 더불어 진폭왜곡이 주어진 범  내에서 일정하게 증
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라

미터

다양한 
 에 따른 네 개의 

g-LHBP 필터의 특성
계공

식
 

        

필터

차수
14     


 0.3766

(16)

 0.6234


 0.8220

(31)


 0.1780

 -0.00122070 -0.00584116 -0.00122070 -0.00584116
(8), 

(33)


   0.0372  0.0780  0.1280  0.1780 

(32)


  -0.0372 -0.0780 -0.1280 -0.1780


   0.8592  0.9000  0.9500  1 (13)

으로 

(31)+

(32)


   0.1408  0.1000  0.0500  0


  0  0.2335  0.2847  0.3079p

(24)

  1  0.7665  0.7153  0.6921p


  1  0.9826  0.9516  0.9288

(31)


  0  0.0174  0.0484  0.0712


   0  0.0219  0.0757  0.1322 

(32)


   0 -0.0219 -0.0757 -0.1322 


   1  1.0045  1.0273  1.0610 (13)

으로 

(31)+

(32)


   0 -0.0045 -0.0273 -0.0610 

 -2.9117 -3.2421 -3.6474 -4.0527 (23)


max  0  0.0045 0.0273  0.0610 (27)

표 1. 그림 3과 련된 라미터

Table 1. Related Parameters of Fig. 3. 

식 (8)에 따른 

(:  )

    일 때, 식 (37)에 

따른 

 -0.078124998 -0.373834144

 0.468749990 2.243004864

 -0.874999974 -5.606346304

 -0.218750042 7.469687744

 2.406250048 -6.465024320

 -0.001220703 -0.005841156

 0.011962891 0.035065168

 -0.059814453 -0.101398552

 0.299072266 0.322174543

 0.5 0.5

표 2. K=4 일 때, 두 개의 g-LHBP 필터 계수

Table 2. Coefficients of the two g-LHBP filters for K=4.
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그림 4. 여러 가지 에 따른 g-LHBP 필터의 주 수 

응답 : (a)    (b)  

Fig. 4. The frequency responses of g-LHBP filters due 

to various   : (a)     (b)  .

가함을 알 수가 있다(즉,   ≤ 에서 

  
max ≤이며   ≤ ). 

특히,     일 때의 g-LHBP 필터는 MAXFLAT한 

LHBP 필터(:   )보다 천이 역의 

경사도가 가 른 반면 진폭응답은 거의 유사한 것을 알 

수가 있다. 표 2는 g-LHBP 필터들의 계수들을 직  계

산한 제로서,   와   일 때 

얻어진 을 식 (10)과 식 (11)에 입하여 얻어진 

와 을 나타낸 것이다. 그림 4는 다양한 에 한 

g-LHBP 필터들의 설계 들을 나타낸 것이며, 련 

라미터는 표 3에 설명하 다. 재까지 결과를 바탕

으로 하 을 때, 고정된 필터 길이에 한 가 증가하

면 천이 역 경사면의 가 름이 격하게 증가하지만 

왜곡 (
max )은 매우 조  증가하는 것을 알 수 있다. 
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라

미터

  
)

2(6) 3(10 5(18) 6(22)

식 (8)에 따른 

MAXFLAT 

 -0.03125000 0.00585938 -0.00122070 -0.00006008

 -1.9646 -2.4848 -2.9117 -3.6166


max  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000

  

 -0.03615381  0.00949352 -0.00255885 -0.00018373

 -2.0417 -2.7103 -3.2421 -4.1029


max  0.0018  0.0040  0.0045  0.0049

  

 -0.06862976 0.02041182 0.00162649 -0.00044455

 -2.5521 -3.3879 -4.6222 -5.1287


max  0.0581  0.0605  0.0613  0.0614

1)   는 필터의 차수를 의미하며 필터의 라미터와 련

이 있다.     일 경우는 표 1에 표 되어 있다. 

표 3. ,     그리고    일 때, 그림 

4와 계된 라미터

Table 3. Related Parameters of Fig. 4 for , 

    and  .
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그림 5. 주어진 와 에 따른 성능평가 (표 3에 따른) 

: (a)   (b) 
max  

Fig. 5. The performance comparison (from Table 3) for 

a given   and   : (a)   (b) 
max .

한 고정 에 하여 가 증가하게 되면 g-LHBP 필

터의 천이 역의 경사도가 격한 가 름을 갖는 반면 

진폭왜곡은 격히 감소함을 알 수가 있어 제안 방식이 

더 큰 효과를 제공한다는 것이 입증된다 (그림 5 참조).

Ⅴ. 결  론

폐쇄형 다항식을 이용한 FIR 하 밴드 필터들의 설

계는 필터 길이를 증가시키는 것 외에 주 수 응답을 

제어하는 라미터가 없어 넓은 천이 역의 문제를 발

생시킨다. 본 논문에서는 천이 역의 경사도를 제어할 

수 있는 FIR 하 밴드 필터 설계 방법을 제안하 다. 

이를 하여 0-번째 계수인 h0를 라미터화한 일반화

된 라그랑지 하 밴드 다항식을 제안하 으며, h0를 천

이 역 경사도를 제어할 수 있는 라미터로 모델링하

고 수학 으로 증명하 다. 한 폐쇄형 다항식의 설계 

라미터들과 필터 계수들의 직 이고 간단한 연산을 

해 새로운 공식을 제공하 다. 본 논문에서 제시한 

시들을 통하여 제안된 방식이 기존의 방법들에서 발

생하는 설계의 문제들을 해결할 수 있음을 증명하 다.

부록 A: g-LHBP 유도

식 (2)에서 주어진     차수의 FIR 하

밴드필터 달함수는 아래와 같이 표 될 수가 있다.

  
 

 



 




 



(A.1)

 식 (A.1)에 식 (6)의 평탄 조건을 용하고(즉, 

  에서    개의 제로들을 갖음) 라그랑지 

첩 다항식을 사용하 을 때[16, 17],   는 식 (3)과 

유사한 재귀 계가 성립한다고 하면   는 

   와 목  함수인   을 이용하여 표

 할 수 있다. 

            (A.2)

여기서    는    차수의 LHBP 필터

로서 식 (3)으로부터 얻어진다.

     
  

   
 

× 
 

  

  
    



(A.3)

그리고 두 개의 미지계수(unknown coefficient)   

과   사용하여   를 아래 식과 같이 정의하도록 

하자.
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 (A.4)

식 (A.3)과 (A.4)를 식 (A.2)에 용하 을 때   

는   과   사용하여 아래와 같이 다시 표 될 수

가 있다.

  


 








 




 




 



 (A.5)

식 (A.5)을 식 (9)의 폐쇄형의 일반해로 변환시키기 

하여 식 (A.6)의 변환 식을 식 (A.5)에 용하고. 


    




  

 

   


 



  
 

    
  









(A.6)

이 식을 간소화 하면,   과   표 되는 첩계수 

을 다음 식과 같이 구할 수 있다.

  








  





  




   

(A.7)

이 때 식 (A.7)와 식 (11b)의 공식으로 부터  ,  ,   

그리고 는 아래와 같이 각각 주어진다. 

   





   
    

  


   

(A.8)

 
  


 
  
   


   

(A.9)

여기서  ′  으로부터     결과는 식 (A.1)에 
나타난 바와 같이 하 밴드 필터의 특성이다.   와 

을 구하기 하여 식 (A.8)을 식 (A.9)에 입하여 방

정식을 풀면 다음과 같은 결과를 얻을 수가 있다. 

     
      (A.10)

     
     (A.11)

의 결과들을 식 (A.4), 식 (A.5) 그리고 식 (A.7)에 각각 

입하면 다음과 같은 공식들이 얻어진다. 

  



 



×  



 




(A.12) 

  


 


×





 





     






 
 




 




 (A.13)

  








  




 


 

   
 







  




 


 

   

(A.14)
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