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Abstract

Testing of order-restricted alternative hypothesis in 2× k contingency tables can be applied to various fields

of medicine, sociology, and business administration. Most testing methods have been developed based on

a large sample theory. In the case of a small sample size or unbalanced sample size, the Type I error rate

of the testing method (based on a large sample theory) is very different from the target point of 5%. In

this paper, the exact testing method is introduced in regards to the testing of an order-restricted alternative

hypothesis in categorical data (particularly if a small sample size or extreme unbalanced data). Power and

exact p-value are calculated, respectively.
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1. 서론

통계학에서 통계적 검정 방법론은 많은 경우 대표본 이론에 근거하여 개발되었다. 마찬가지로 많은 경

우 범주형 자료에서의 통계적 검정 방법론도 대표본 이론에 근거하여 개발되었다. 하지만 표본크기가

작거나 표본크기가 매우 불균등한 경우 대표본이론에 근거한 귀무가설 하에서 검정통계량의 근사분포로
의 근사의 정확도는 상당히 떨어진다는 것이 일반적으로 알려져 있다. 이처럼 표본크기가 작거나 표본

크기가 매우 불균등한 경우, 범주형 자료에서는 검정통계량의 근사분포에 의존하지 않고 정확분포를 사
용하여 정확검정을 개발하는 것이 가능한 경우들이 존재한다. 최초로 개발된 정확검정은 Fisher에 의

해 개발된 두 개의 독립인 이항분포에서 두 성공확률이 동일한지를 검정하는 Fisher’s exact test이다.

Fisher’s exact test에서는 귀무가설 하에서의 장애모수(nuisance parameter)를 충분통계량을 사용한

조건부 분포를 구하는 방법으로 제거하게 되고, 이러한 방법으로 얻어진 정확검정을 조건부 정확검정이

라고 한다 (Kang, 2002). 반면에 귀무가설 하에서 장애모수의 모든 가능한 경우를 고려한 후 최대값
을 취하는 방식으로 장애모수를 없애서 정확검정을 만드는 것도 가능한데, 이러한 방법으로 얻어진 정

확검정을 무조건부 정확검정이라고 한다 (Barnard, 1979). 정확검정은 이렇게 20세기 초기에 개발되
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었음에도 불구하고, 분할표의 차원이 커지거나 자료의 크기가 커지면 계산량이 기하급수적으로 늘어나

는 문제점이 존재하여 20세기 말까지 별다른 추가적인 발전이 이루어지지 않았다. 20세기 말에 급속하

게발전한컴퓨터의계산능력에향상에힘입어다양한정확검정들이다양한범주형자료의가설검정문

제들에서 개발되었고, 현재 정확검정만을 전문으로 하는 상업용 프로그램까지 개발되어 판매되고 있다
(Mehta와 Patel, 1983; Mehtal 등, 1985; Mehta 등, 1998; Cytel, 2006).

이처럼 매우 다양한 범주형 자료의 가설 검정 문제들에서 정확검정이 개발되었음에도 불구하고, 순서화

된 대립가설을 검정하는 정확검정은 아직 개발되지 않은 실정이다. 그래서 본 논문에서는 순서화된 대
립가설을 검정하는 정확검정의 개발의 필요성과, 정확검정을 개발하는 방법, 그리고 정확검정으로부터
얻어지는검정력에대하여살펴볼것이다.

2. 순서화된 대립가설

본 논문에서 연구할 순서화된 대립가설은 다음과 같다. 확률변수 Xi (i = 1, 2, . . . , k)들은 서로 독립이

면서 각각 이항분포 B(ni, pi)를 따른다고 가정하자. 검정하고 싶은 귀무가설은 H0 : p1 = p2 = · · · =
pk = p, 0 < p < 1이고, 대립가설은

H1 : p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pk

이고, 단대립가설에주어진부등식들중에서적어도하나는등호없이엄격하게크다고주어진다. 이러

한 가설을 검정하는 대표본 이론에 근거한 두 가지의 검정방법들이 개발되어 있다. 먼저 대립가설 하에

서 pi의최대우도추정량은다음과같이주어진다.

p̂i = max
u≤i

min
v≥i

p̂uv, p̂uv =

v∑
j=u

Xj

/ v∑
j=u

nj .

첫 번째 검정방법은 Bartholomew가 제안한 X̄2 검정으로서, 그 검정통계량은 다음과 같이 주어진다
(Bartholomew, 1959).

X̄2 =

k∑
i=1

ni (p̂i − p̂)2

ν
, p̂ =

R

n
, ν =

np̂(1− p̂)

n− 1
, R =

k∑
i=1

Xi, n =

k∑
i=1

ni.

두 번째 검정방법은 우도비검정으로서, 그 검정통계량은 다음과 같이 주어진다 (Robertson 등, 1988,

p.167).

Ḡ2 = 2

k∑
i=1

[
Xi log

(
p̂i
p̂

)
+ (ni −Xi) log

(
1− p̂i
1− p̂

)]
.

X̄2와 Ḡ2는 귀무가설 하에서 표본크기가 충분히 클 때, χ̄2분포로 수렴함이 알려져 있다. χ̄2분포는

χ2분포에순위확률(level probability)의가중합으로만들어진분포로다음처럼주어진다.

P
[
X̄2 > C|H0

]
=

k∑
l=2

P (l, k) Pr
[
χ2

k−1 > C
]
, C > 0,

P
[
X̄2 = 0|H0

]
= P (1, k),

여기서 순위확률인 P (l, k)은 pi의 등위회귀함수(isotonic regression function)가 정확하게 l개의 구분
값(distinct values)을가질확률을의미하고다음과같이구해지며, 이는

∑k
l=1 P (l, k) = 1의특성을가
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지고있다 (Barlow 등, 1972).

P (1, k) =
1

k
, P (k, k) =

1

k!
, (2.1)

P (l, k) =
1

k
P (l − 1, k − 1) +

k − 1

k
P (l, k − 1), (l = 2, 3, . . . , k − 1).

χ̄2분포의상위 1% 백분위수와상위 5% 백분위수는 Bartholomew의논문표 2와표 3에제시되어있다

(Bartholomew, 1959).

k = 2인 경우에는 식 (2.1)에 의하면, P (1, 2) = 1/2이고 P (2, 2) = 1/2이므로, χ̄2분포는 다음처럼 주

어지게된다.

P
[
X̄2 > C|H0

]
=

1

2
× Pr

[
χ2

1 > C
]
, C > 0,

P
[
X̄2 = 0|H0

]
=

1

2
.

즉 0보다큰곳에서는자유도 1인카이제곱분포에 (1/2)를곱한형태이고, 한점 0에는 (1/2)의확률이

집중된형태이다.

한 점 0에 (1/2)의 확률이 집중된 것은 다소 이해하기 어려운 현상인데, 검정통계량 X̄2의 형태를 살펴

보면 이해할 수 있다. k = 2인 경우 검정통계량 X̄2의 다른 형태를 유도하기 위하여 다음의 준비 단계

를거쳐보자. 설명의편의상 n1 = n2 = n을가정하자.

p̂1 = max
u≤1

min
v≥1

p̂uv = min
v≥1

p̂1v = min

(
X1

n
,
X1 +X2

2n

)
,

p̂2 = max
u≤2

min
v≥2

p̂uv = max
u≤2

p̂u2 = max

(
X1 +X2

2n
,
X2

n

)
,

p̂ =
X1 +X2

2n
.

만일 X1 > X2이 만족된다면, p̂1 = p̂2 = p̂가 성립하여 X̄2 = 0이 되게 된다. 귀무가설 하에서 표본크
기가 무한대로 증가하는 경우, X1 > X2가 성립할 확률은 1/2로 수렴하게 되어 한 점 0에 (1/2)의 확률

이집중되게된다.

3. X̄2 검정과 우도비 검정의 제 1종 오류

X̄2 검정과 우도비 검정 Ḡ2는 귀무가설 하에서 표본크기가 충분히 큰 경우 χ̄2 분포로 수렴함이 알려져

있다. 하지만 표본크기가 작거나 불균등한 경우 χ̄2 분포로의 수렴의 정확도가 떨어져 실제 제 1종 오류

가 유의수준 5%가 매우 달라지는 경우가 발생할 수도 있다. 이를 확인해보기 위하여 다음의 식을 이용

하여 χ̄2 검정의 정확한 제 1종 오류 확률을 계산해 보았다. 우도비 검정 Ḡ2에 대해서도 비슷한 방법으

로정확한제 1종오류확률을계산할수있다.

P
(
X̄2 ≥ χ̄2

α|H0

)
=

∑
(x1,...,xk)∈Γ

k∏
i=1

(
ni

xi

)
pxi(1− p)ni−xiI[X̄2≥χ̄2

α]
, (3.1)

여기서 Γ은 {(x1, x2, . . . , xk)|0 ≤ xi ≤ ni, i = 1, 2, . . . , k}으로 (x1, . . . , xk)의전체표본공간을의미한

다. 이 식에 의하면 모든 가능한 경우를 모두 나열하여 검정통계량 X̄2의 값이 χ̄2 분포의 상위 100α 백

분위수인 χ̄2
α보다 큰 경우들의 정확한 확률들을 합하여 계산하므로, 제 1종 오류 확률을 정확하게 평가

할수있게된다.
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Table 3.1. Type 1 error rate using exact formula: X̄2 test, Ḡ2 test (k = 3, α = 5%)

X̄2 test (k = 3, α = 5%)

p1 n1, n2, n3

= p2 50, 10, 10, 10, 100, 10, 100, 10, 10, 10, 50, 10, 100, 100, 50, 100, 200, 200,

= p3 10 50 10, 10 10 100 100 50 50, 10 10 50, 50 100, 50

0.01 6.2 <0.1 10.5 6.8 <0.1 <0.1 3.0 7.3 6.5 9.2 8.1

0.05 8.2 <0.1 8.4 5.3 <0.1 1.5 2.5 7.7 6.4 6.3 6.0

0.1 6.9 0.8 6.9 4.3 0.5 2.3 3.1 6.7 6.3 5.7 5.9

0.2 6.2 3.2 6.3 4.2 2.5 3.0 3.3 6.1 5.6 5.5 5.5

0.3 5.8 4.2 5.9 4.8 4.1 4.4 4.4 5.6 5.3 5.3 5.3

0.4 5.4 4.5 5.3 4.7 4.7 4.8 4.7 5.4 5.1 5.1 5.1

0.5 5.0 5.0 5.0 4.6 5.0 5.1 4.9 5.1 4.9 4.9 5.1

0.6 4.5 5.4 4.7 4.7 5.3 5.4 5.1 4.8 4.7 4.9 4.9

0.7 4.2 5.8 4.1 4.8 5.9 5.6 5.3 4.4 4.4 4.7 4.7

0.8 3.1 6.2 2.5 4.2 6.3 6.1 5.6 3.0 3.3 4.5 4.5

0.9 0.8 6.9 0.5 4.3 6.9 6.7 6.3 2.3 3.1 4.0 4.0

Ḡ2 test (k = 3, α = 5%)

p1 n1, n2, n3

= p2 50, 10, 10, 10, 100, 10, 100, 10, 10, 10, 50, 10, 100, 100, 50, 100, 200, 200,

= p3 10 50 10, 10 10 100 100 50 50, 10 10 50, 50 100, 50

0.01 0.1 <0.1 0.7 <0.1 <0.1 <0.1 <0.1 0.3 0.2 2.4 2.0

0.05 3.4 <0.1 4.7 0.4 <0.1 0.2 0.4 4.2 2.1 5.1 4.9

0.1 5.0 <0.1 4.5 1.0 <0.1 0.9 1.0 4.8 4.7 4.8 5.2

0.2 5.2 1.2 5.0 2.0 1.2 1.8 1.9 5.0 5.1 5.0 4.8

0.3 5.2 3.4 5.0 3.2 3.1 2.9 2.9 5.0 5.3 5.0 5.0

0.4 5.2 5.3 5.1 5.2 5.3 5.3 5.3 5.2 5.2 5.0 5.0

0.5 5.5 5.5 5.3 5.4 5.3 5.4 5.3 5.4 5.3 5.1 5.2

0.6 5.3 5.2 5.3 5.2 5.1 5.2 5.2 5.3 5.3 5.2 5.1

0.7 3.4 5.2 3.1 3.2 5.0 5.0 5.3 2.9 2.9 5.2 5.2

0.8 1.2 5.2 1.2 2.0 5.0 5.0 5.1 1.8 1.9 5.5 5.4

0.9 <0.1 5.0 <0.1 1.0 4.5 4.8 4.7 0.9 1.0 5.4 5.2

Table 3.1과 Table 3.2에 의하면 1종 오류 확률이 유의수준 5%를 초과하는 경우들이 발견된다. 예를

들어, (n1, n2, n3) = (100, 10, 10)이고 (p1, p2, p3) = (0.01, 0.01, 0.01)인 경우 X̄2 검정의 제 1종 오

류 확률은 10.5%로서 유의수준을 2배 이상 넘는다. 반면에 Table 3.1과 Table 3.2에 의하면 1종 오류

확률이 유의수준 5%보다 훨씬 작은 경우들도 발견되었다. 예를 들어, (n1, n2, n3) = (10, 10, 50)이고

(p1, p2, p3) = (0.01, 0.01, 0.01)인경우 X̄2 검정의제 1종오류확률은 0.1%에불과하였다.

X̄2 검정통계량은다음처럼표현이가능한데

X̄2 =

k∑
i=1

ni(p̂i − p̂)2

ν
=

k∑
i=1

ni/n
(p̂i − p̂)2

p̂(1− p̂)/(n− 1)
.

이는 표준화된 p̂i들의 가중합이다. 각각의 표준화된 p̂i는 귀무가설 하에서 표본크기가 클 때, 이항분

포의 정규근사에 의해 표준정규분포를 따른다. 알려진 대로, 이 정규근사는 pi의 값이 0.5에 가까울

수록 정확하므로 pi가 0 또는 1에 매우 가까울 때는 대표본 이론에 의한 X̄2의 근사가 부정확해지게
된다. 또 다른 이유는 정규근사가 정확하기 위해서는 표본크기가 충분히 커야 하는데, (n1, n2, n3) =
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Table 3.2. Type 1 error rate using exact formula: X̄2 test, Ḡ2 test (k = 4, α = 5%)

X̄2 검정 (k = 4, α = 5%)

p1= p2
n1, n2, n3, n4

= p3= p4
20, 20, 30, 30, 10, 50, 50, 50, 30, 50, 30, 100, 100, 100, 150, 50,

20, 20 30, 30 50, 100 10, 100 100, 50 50, 100 50, 50 50, 80

0.01 0.1 1.6 0.1 0.7 2.0 1.6 6.7 5.0

0.05 3.5 4.0 1.9 4.1 4.0 3.6 5.9 5.6

0.1 4.2 4.6 2.7 4.5 4.3 4.3 5.5 5.4

0.2 5.1 4.9 3.3 4.9 4.9 5.0 5.3 5.3

0.3 5.0 5.0 4.1 4.9 5.1 5.1 5.2 5.2

0.4 4.8 5.0 4.5 5.0 5.2 5.3 5.1 5.1

0.5 4.9 4.9 4.9 5.1 5.2 5.4 4.9 5.1

0.6 4.8 5.0 5.2 5.1 5.3 5.5 5.0 5.0

0.7 5.0 5.0 5.6 5.2 5.3 5.6 4.8 4.9

0.8 5.1 4.9 5.9 5.4 5.4 5.8 4.7 4.9

0.9 4.2 4.6 6.7 5.5 5.6 6.1 4.5 4.7

Ḡ2 검정 (k = 4, α = 5%)

p1= p2
n1, n2, n3, n4

= p3= p4
20, 20, 30, 30, 10, 50, 50, 50, 30, 50, 30, 100, 100, 100, 150, 50,

20, 20 30, 30 50, 100 10, 100 100, 50 50, 100 50, 50 50, 80

0.01 1.2 2.1 0.7 3.0 2.2 3.2 4.4 6.5

0.05 6.5 6.7 5.1 7.7 6.6 6.7 5.2 5.3

0.1 7.7 6.6 4.9 6.0 7.0 7.3 5.2 5.1

0.2 5.7 5.5 8.2 5.6 5.7 5.9 5.1 5.1

0.3 5.6 5.2 6.1 5.3 5.5 5.8 5.1 5.1

0.4 5.3 5.2 5.7 5.3 5.5 5.7 5.1 5.1

0.5 5.2 5.2 5.3 5.3 5.4 5.6 5.1 5.1

0.6 5.3 5.2 5.2 5.2 5.4 5.5 5.2 5.1

0.7 5.6 5.2 5.1 5.1 5.4 5.5 5.2 5.2

0.8 5.7 5.5 5.0 5.2 5.4 5.4 5.3 5.4

0.9 7.7 6.6 4.9 5.3 5.6 5.5 5.8 5.6

(100, 10, 10)의경우에는 n2와 n3가충분히크지않아서일수도있다.

반면에 pi가 0이나 1 근처의 값을 가지지 않으며, 각 군의 표본수가 적당히 큰 경우에도 표본 불균형이
있는 경우에는 제 1종 오류 확률이 5.0%를 초과하는 경우가 발생할 수 있다. 예를 들어, Table 3.2의

X̄2 검정의 경우를 보면 (n1, n2, n3, n4) = (30, 100, 50, 100)이고, p1 = p2 = p3이 0.7, 0.8인 경우, 제

1종오류확률은각각 5.6%, 5,8%로 5.0%를상당히초과함을알수있다.

이처럼 표본크기가 작거나 불균등한 경우 귀무가설 하에서 X̄2 검정과 우도비 검정 Ḡ2의 χ̄2 분포로의

수렴의 정확도가 떨어져, 실제 제 1종 오류가 유의수준 5%보다 커지거나 작아지는 경우 모두 바람직하

지 않은 현상들이다. 실제 제 1종 오류가 유의수준 5%보다 지나치게 작아지는 경우는 검정력이 떨어지

게 되어 바람직하지 않으며, 실제 제 1종 오류가 유의수준 5%보다 커지는 경우는 제 1종 오류가 제 2종

오류보다 심각한 오류이므로 매우 바람직하지 않은 경우이다. 이와 같은 경우에 대안으로 사용할 수 있

는방법이바로정확검정이다. 정확검정의가장큰장점이바로제 1종오류확률을어떤경우에도유의

수준 5% 이하로통제하는것을보장해준다는점이다 (Kang, 2002).
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식 (3.1)을이용하여계산되는제 1종오류확률은각그룹의표본크기가동일한경우 (n1 = n2 = · · · =
nk), (p1, p2,p3)의결과와 (1− p1, 1− p2, 1− p3)의결과가같아지는성질이존재한다. 그이유는

Γ = {(x1, x2, . . . , xk)|0 ≤ xi ≤ n, i = 1, 2, . . . , k}

에속하는임의의원소 (x1, x2, . . . , xk)에대하여다음의성공확률 p인이항분포확률을계산하면

k∏
i=1

(
n

xi

)
pxi(1− p)n−xi .

이는 Γ에 속하는 (n − x1, n − x2, . . . , n − xk)에 대하여 성공확률 1 − p인 이항분포 확률과 동일해지

기 때문이다. 이러한 성질은 Table 3.2에 제시된 결과들 중에 표본크기가 동일한 경우들에 대한 결과들

을 통하여서도 확인할 수 있다. 하지만 표본크기가 동일하지 않으면, 위 성질은 성립하지 않으며 Table

3.1에서보듯이 (p1, p2, p3)의결과와 (1− p1, 1− p2, 1− p3)의결과는다르게된다.

4. 조건부 정확검정

4절에서는 조건부 정확검정의 기각역을 구하는 방법과 검정력을 계산하는 방법에 대해 살펴볼 것이다.

우선 귀무가설 하에서 (X1,X2, . . . , Xk)의 우도함수는 다음처럼 주어져서 미지의 장애모수 p에 의존함

을알수있다.

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk|H0) =

k∏
i=1

(
ni

xi

)
pxi(1− p)ni−xi . (4.1)

이장애모수 p를 제거하지않고는정확검정을 만들수 없기때문에조건부정확검정에서는 (4.1)에서주

어진 분포 대신, 귀무가설 하에서 장애모수인 p의 충분통계량이 주어졌을 때의 조건부 분포를 이용하여

조건부 정확검정을 만들게 된다. 충분통계량의 정의에 의하여 귀무가설 하에서 장애모수인 p의 충분통

계량이주어졌을때의조건부분포는더이상 p에의존하지않게된다.

귀무가설 H0 : p1 = p2 = · · · = pk = p 하에서장애모수인 p의충분통계량은 R =
∑k

i=1Xi로주어지므

로, R =
∑k

i=1Xi이 주어졌을 때의 조건부 분포를 이용하여 조건부 정확검정을 만들게 되는데, 그 조건
부분포는다음처럼주어진다.

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk|R = r,H0) =

k∏
i=1

(
ni

xi

)/(n1 + n2 + · · ·+ nk

r

)
. (4.2)

식 (4.2)에주어진분포는다변량초기하분포로서더이상미지의장애모수 p에의존하지않는다.

T를 표본공간 S =
∏k

i=1 Si, Si = {0, 1, 2, . . . , ni} 위에 정의된 큰 값일수록 더 대립가설에 대한 증
거를 나타내는 검정통계량이라고 가정하자. 2절에서 살펴본 X̄2와 Ḡ2는 모두 T의 예가 될 수 있다.

(x01, x
0
2, . . . , x

0
k)를 (X1, X2, . . . , Xk)의 관찰된 벡터라고 하고, r =

∑k
i=1 x

0
i라고 하자. 조건부 정확검

정은 R의특정한관측값 r이주어졌을때, 다음의 2× k 분할표들을표본공간으로삼게된다.

Γr =

{
(x1, x2, . . . , xk)

∣∣∣ k∑
i=1

xi = r, 0 ≤ xi ≤ ni, i = 1, 2, . . . , k

}
.

이는 다시 말하면 조건부 정확검정은 관측된 2× k 분할표의 행의 합과 같은 행의 값을 갖는 2× k 분할

표들만을 표본공간으로 고려하게 되는 것이다. 그 이유는 이렇게 함으로써 미지의 장애모수인 p를 제거

할수있기때문이다.
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검정통계량 T는 큰 값일수록 대립가설에 대한 증거를 나타내므로, 주어진 r값에 대하여, 조건부 정확검

정의기각역은다음과같은형태를갖게된다.

Γr(t) = {(x1, . . . , xk) ∈ Γr|T (x1, . . . , xk) ≥ t} .

조건부정확검정의기각역을완벽하게결정하기위해서는, 주어진 r에대하여귀무가설하에서 t의모든

가능한값에대하여, 다음의귀무가설하에서의 T의분포를먼저구해야만한다.

P (T ≥ t|r,H0) =
∑

(x1,...,xk)∈Γr(t)

k∏
i=1

(
ni

xi

)/(n1 + n2 + · · ·+ nk

r

)
. (4.3)

α가 주어진 유의수준인 경우, 주어진 r에 대해, 식 (4.3)에서 구한 분포를 이용하여 tα(r)를 다음을 만

족시키는가장작은 t값이라고정의하자.

P (T ≥ t|r,H0) ≤ α.

tα(r)가 조건부 정확검정의 기각역을 정의하는 값이 되므로, 주어진 r에 대하여, 만일 검정통계량 T의

값이 tα(r)보다크거나같다면, 조건부정확검정은귀무가설을기각하게된다.

n =
∑k

i=1 ni라고 할 때, 조건부 정확검정의 기각역이 정해졌으므로, 조건부 정확검정의 검정력을 계산

할 수 있는데 조건부 정확검정에는 두 가지 종류의 검정력이 존재한다. 첫째는 주어진 r의 값에 대해서

만계산하는 conditional power인데식으로는다음과같이표현된다.

P (T ≥ tα(r)|r, (p1, . . . , pk)).

실제 조건부 정확검정을 실시할 때는 특정한 r값을 관측한 후 조건부 정확검정을 실시하는 것이라서,

conditional power가보다현실에서의미있는검정력이라고볼수있다.

둘째는 unconditional power이다. conditional power는 r값에따라매번달라지기때문에, conditional

power를사용한다면, 조건부정확검정과무조건부정확검정의검정력을비교해볼수가없게된다. 그래
서 가능한 모든 r값을 고려하는 unconditional power를 계산하게 되는데, 다음의 식 (4.4)에 주어진 검

정력이바로 unconditional power이다. 식 (4.4)에주어진 unconditional power는 conditional power의

가중평균이라고볼수있다.

βc(p1, . . . , pk) =

n∑
r=0

P (T ≥ tα(r)|r, (p1, . . . , pk))P (R = r|p1, . . . , pk)

=
∑

(x1,...,xk)∈Γα

k∏
i=1

(
ni

xi

)
pxi
i (1− pi)

ni−xi (4.4)

이고, Γα는 주어진 r에 대한 조건부 정확검정의 기각역들을 모두 포함하는 집합으로서 다음처럼 표현된

다.

Γα = ∪n
r=0Γr(tα(r)).

5. 무조건부 정확검정

무조건부정확검정에서는다음의 2× k 분할표들을표본공간으로삼게된다.

Γ = ∪n
r=0Γr = {(x1, . . . , xk)|0 ≤ xi ≤ ni, i = 1, . . . , k} .
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무조건부 정확검정의 기각역을 결정하기 위해서, 우선 0과 1 사이에 주어진 각각의 p값에 대하여, 모든

가능한 t값에대한귀무가설하에서의 T의분포를다음처럼구한다.

P (T ≥ t|p,H0) =
∑

(x1,...,xk)∈Γ

k∏
i=1

(
ni

xi

)
pxi(1− p)ni−xiI[T (x1,...,xk)≥t].

α가 주어진 유의수준인 경우, 0과 1사이의 각각의 p값에 대하여 tα(p)를 다음을 만족시키는 가장 작은

t값으로정의하자.

P (T ≥ t|p,H0) ≤ α.

이렇게 얻어진 기각역을 나타내는 값인 tα(p)는 미지의 장애모수인 p값에 의존하게 되어 실제로는 사용

이 불가능한 값이다. 그러므로 무조건부 정확검정에서는 미지의 장애모수 p를 없애기 위해 다음의 방법

을사용하여무조건부정확검정의기각역을나타내는값인 tα을정하게된다.

tα = sup
0<p<1

tα(p). (5.1)

즉무조건부정확검정에서는검정통계량 T의값이 tα보다크거나같으면귀무가설을기각하게된다.

무조건부정확검정의검정력을나타내는식은다음과같이주어진다.

βu(p1, . . . , pk) = P (T ≥ tα|p1, . . . , pk)

=
∑

(x1,...,xk)∈Γ

k∏
i=1

(
ni

xi

)
pxi
i (1− pi)

ni−xiI[T (x1,...,xk)≥tα]. (5.2)

6. p-value 비교

(x01, x
0
2, . . . , x

0
k)를 (X1, X2, . . . , Xk)의 관찰된 벡터라고 하고, r =

∑k
i=1 x

0
i라고 하자. 이 경우 조건부

정확검정의 exact p-value는행합이 r과같은모든 2× k 분할표에대해검정통계량의값이관측된검정
통계량의값보다크거나같은조건부확률의합으로서다음과같이주어지게된다.

조건부 exact p-value =
∑

(x1,...,xk)∈Γr

k∏
i=1

(
ni

xi

)/(n1 + n2 + · · ·+ nk

r

)
I[T (x1,...,xk)≥T(x0

1,...,x
0
k)]
.

반면에무조건부정확검정의 exact p-value는각열의합이 (n1, . . . , nk)인모든 2× k 분할표에대해검

정통계량의 값이 관측된 검정통계량의 값보다 크거나 같은 무조건부 조건부 확률의 합을 구한 후, 장애

모수공간상에서장애모수에대해최대값을취한값으로서다음과같이주어지게된다.

무조건부 exact p-value = max
0<p<1

∑
(x1,...,xk)∈Γ

k∏
i=1

(
ni

xi

)
pxi(1− p)ni−xiI[T (x1,...,xk)≥T(x0

1,...,x
0
k)]
.

반면에 X̄2 검정과 우도비 검정 Ḡ2의 대표본 이론에 근거한 근사 p-value는 χ̄2 분포의 꼬리 확률을 평

가함으로써 구할 수 있는데 현재까지는 알려진 수치적 도구가 존재하지 않는다. 하지만 세 군의 경우에
분포의 꼬리 확률을 비교적 간단히 계산할 수 있으며, 본 논문에서도 SAS 9.2를 이용하여 각 확률을 계

산하였다.

Table 6.1에는 근사 p-value와 exact p-value들이 여러 가지 표본크기에 대하여 제시되어 있다. 이 값

들을 비교해보면 많은 경우 유의수준 5%에서 동일한 결론을 나타냈으나, 다른 결론을 내는 경우도 종종
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Table 6.1. Exact p-value(%) for conditional and unconditional exact test method

asymptotic test
Unconditional conditional Exact

n1, n2, n3 x1 x2 x3 Exact test test

X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2

0 0 2 3.8 8.0 4.1 5.7 9.5 9.5

0 1 3 3.5 5.9 3.9 3.0 4.0 4.0

0 2 3 4.7 6.0 5.5 3.6 5.0 5.0

0 3 3 3.2 3.5 3.3 2.7 4.3 7.8

0 4 1 6.0 7.3 7.2 4.4 9.2 9.2

1 4 4 3.2 7.5 3.3 5.4 7.8 4.7

5, 5, 5
2 2 5 3.2 3.5 3.7 2.7 4.3 7.8

2 3 5 4.7 6.0 5.5 3.6 5.0 5.0

2 4 5 3.5 5.9 4.0 3.0 4.0 4.0

2 5 4 4.6 12.5 4.9 6.4 7.7 7.7

3 1 5 3.2 3.5 3.7 2.7 4.3 7.8

3 2 5 6.0 7.3 7.3 4.5 9.2 9.2

4 1 5 6.0 7.3 7.3 4.5 9.2 9.2

5 0 5 6.0 7.3 7.3 4.4 5.1 9.2

0 0 2 1.2 4.3 1.9 2.5 5.3 5.3

0 1 2 4.1 7.5 5.3 4.4 5.3 5.3

0 2 2 2.9 3.8 3.4 2.0 4.3 6.4

1 1 3 3.7 11.9 4.0 6.1 5.2 5.2

1 3 3 2.2 5.1 2.5 3.0 2.9 5.1

2 0 3 4.0 13.6 4.8 8.7 8.1 8.1

2 2 4 2.9 7.5 3.4 4.4 3.0 3.0

2 3 4 2.3 5.5 2.6 3.2 2.4 2.4

10, 5, 5 2 5 2 2.8 7.1 3.1 4.0 4.0 4.0

3 2 5 1.2 1.2 1.2 0.6 0.9 1.8

3 3 5 1.2 1.4 1.9 0.9 1.0 1.0

3 4 4 2.8 7.1 2.8 4.4 5.6 5.6

4 0 4 3.8 10.4 4.3 5.4 6.3 6.3

6 0 5 2.3 2.6 2.6 1.7 3.1 3.1

6 1 5 3.8 4.5 4.4 2.5 5.6 5.6

6 5 5 2.9 3.8 3.1 2.0 4.3 4.3

7 0 5 3.8 4.5 4.4 2.5 5.6 5.6

0 0 2 4.2 9.6 4.1 5.5 10.3 10.3

0 1 3 4.8 8.9 4.8 4.2 5.1 5.1

0 5 1 5.6 6.1 6.4 3.7 7.0 12.1

1 1 5 1.8 5.7 1.6 2.8 5.7 2.6

1 2 5 3.9 11.0 3.9 6.7 4.6 4.6

1 5 5 3.6 7.4 3.5 3.8 4.2 4.5

10, 10, 10 5 1 7 4.1 11.1 4.1 6.7 5.3 5.3

5 2 8 2.3 5.8 2.5 2.8 4.5 3.4

5 6 9 5.1 11.3 4.9 6.7 6.0 6.0

5 10 7 4.4 13.4 4.8 7.1 7.1 7.1

7 1 8 4.2 10.4 4.5 6.6 5.3 5.3

7 8 10 6.9 9.0 7.7 4.9 6.9 6.9

7 9 10 4.8 8.9 4.8 4.2 5.1 5.1
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Table 6.1 (Continue)

asymptotic test
Unconditional conditional Exact

n1, n2, n3 x1 x2 x3 Exact test test

X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2

1 1 5 2.3 7.8 2.4 4.4 6.8 6.8

1 2 6 1.8 5.7 1.8 2.8 2.8 2.8

2 0 5 2.3 7.8 2.4 4.4 6.8 6.8

2 2 7 1.6 5.6 1.6 2.7 2.4 2.4

2 4 8 1.8 5.3 1.8 2.6 2.1 2.1

3 10 7 2.2 5.6 2.2 2.7 2.6 2.6

3 11 6 2.2 5.6 2.2 2.7 2.3 2.3

4 0 7 1.6 5.6 1.6 2.7 1.3 1.3

4 9 10 2.1 5.8 2.1 2.8 1.8 1.8

15, 15, 15 5 2 9 1.8 5.5 1.7 2.6 2.7 2.7

5 4 10 2.1 6.3 2.1 2.8 2.6 2.6

7 6 12 2.2 5.6 2.2 2.7 2.3 2.3

7 9 13 2.2 5.3 2.2 2.6 1.9 1.9

7 11 13 1.8 5.3 1.8 2.6 2.1 2.1

9 13 14 1.8 5.7 1.7 2.8 2.8 1.5

10 3 12 2.2 5.6 2.2 2.7 2.6 2.6

10 14 14 2.3 7.8 2.4 4.4 6.8 3.2

11 2 12 2.2 5.6 2.2 2.7 2.6 2.6

11 15 14 2.1 7.3 2.1 3.9 3.6 3.6

0 0 1 0.8 11.4 5.2 6.5 12.5 12.5

0 1 1 1.3 5.3 6.4 3.0 5.8 5.8

0 2 0 1.3 5.3 6.4 3.0 5.8 5.8

2 0 2 1.8 13.9 6.7 7.8 8.9 8.9

2 1 2 3.1 15.6 6.8 9.5 5.0 5.0

2 2 2 1.1 5.9 5.3 3.2 3.6 3.6

4 1 3 1.6 9.4 6.5 5.2 3.4 3.4

4 2 3 1.3 6.0 5.3 3.5 1.9 1.9

7 3 3 3.2 11.1 6.8 6.4 6.1 6.1

7 4 3 0.8 3.0 5.2 1.7 1.4 1.4

30, 5, 5
9 3 4 2.1 6.5 6.7 3.8 2.1 2.1

9 4 3 2.6 8.3 6.7 4.9 3.5 3.5

12 3 5 1.2 1.5 5.3 0.8 1.0 1.0

12 4 4 2.8 8.0 6.7 4.7 4.8 4.8

16 3 5 4.6 5.9 7.2 3.5 5.0 5.0

16 4 5 2.9 3.9 6.7 2.3 2.2 2.2

18 0 5 3.9 4.8 6.8 2.8 5.9 5.9

18 1 5 4.8 6.1 7.2 3.8 7.7 7.7

19 1 5 5.9 7.7 7.9 4.5 8.1 9.9

19 5 5 2.5 2.2 6.7 1.2 2.4 2.4

21 5 5 4.7 5.0 7.2 2.8 5.2 5.2

22 5 5 6.3 7.3 7.9 3.9 7.6 7.6

있다. 대표본 이론에 근거한 근사 검정방법 안에서도 X̄2 검정과 우도비 검정 Ḡ2의 결과가다른 경우가

존재하고, 마찬가지로무조건부정확검정과조건부검정각각의안에서도 X̄2 검정과우도비검정 Ḡ2의
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Table 7.1. Power for conditional and unconditional exact test method

n1, n2, n3 p1 p2 p3
Conditional exact test Unconditional exact test

X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2

0.1 0.2 0.5 84.2 84.3 75.4 78.2

0.1 0.3 0.6 95.3 95.5 90.7 92.6

50,10,10 0.2 0.2 0.6 74.8 74.8 62.2 66.8

0.3 0.3 0.7 71.2 71.2 54.3 63.5

0.3 0.4 0.8 90.0 90.0 77.8 85.3

0.1 0.2 0.5 64.7 59.1 49.7 60.2

0.1 0.3 0.6 73.6 73.4 57.7 70.8

10,50,10 0.2 0.2 0.6 73.0 64.0 62.0 66.7

0.3 0.3 0.7 68.5 65.0 54.2 63.4

0.3 0.4 0.8 77.4 76.5 60.6 74.2

0.1 0.2 0.5 87.3 87.7 84.6 81.0

0.1 0.3 0.6 97.1 97.2 95.9 94.9

100,10,10 0.2 0.2 0.6 76.6 77.4 71.0 68.9

0.3 0.3 0.7 73.8 74.2 64.4 65.3

0.3 0.4 0.8 92.6 92.8 87.0 87.8

0.1 0.2 0.5 99.4 99.2 96.4 98.6

0.1 0.3 0.6 99.7 99.6 98.1 99.2

10,50,100 0.2 0.2 0.6 99.9 99.9 99.6 99.8

0.3 0.3 0.7 99.9 99.9 99.4 99.7

0.3 0.4 0.8 99.9 99.9 99.8 99.9

0.1 0.2 0.5 98.5 97.3 94.3 97.2

0.1 0.3 0.6 99.0 98.8 95.7 98.1

10,100,50 0.2 0.2 0.6 99.8 99.8 99.3 99.7

0.3 0.3 0.7 99.8 99.7 99.0 99.6

0.3 0.4 0.8 99.9 99.9 99.6 99.8

0.1 0.2 0.5 89.6 89.9 82.1 84.1

0.1 0.3 0.6 98.9 99.1 97.4 98.2

100,50,10 0.2 0.2 0.6 77.3 76.3 65.7 67.9

0.3 0.3 0.7 73.2 73.5 56.8 64.4

0.3 0.4 0.8 92.9 93.1 82.3 88.0

결과가 다른 경우가 존재한다. 또한 같은 검정통계량을 사용하는 경우에도 대표본 이론에 근거한 근사
검정방법, 무조건부 정확검정, 그리고 조건부 정확검정의 결과가 많은 경우 유의수준 5%에서 동일한 결

론을냈지만, 다른결론을내는경우도종종발생하였다. 어느검정방법이가장적절한지에대한논의는

7절과 9절에서계속할것이다.

7. 검정력의 비교

식 (4.4)와 식 (5.2)에 주어진 식을 사용하여 조건부 정확검정과 무조건부 정확검정의 검정력을 계산하

는 SAS macro를 만들어서 여러 가지 조합에 대해 검정력을 계산한 결과가 Table 7.1에 제시되어 있

다. 정확검정에서는 어떤 검정통계량을 사용해야 가장 적절한지에 대해서는 알려진 바 없으므로, 통상

적으로 대표본이론에 근거한 검정방법에 사용되는 검정통계량이 흔히 사용된다. 그러므로 본 논문에서
는 2절에서 주어진 X̄2 검정통계량과 우도비 검정의 검정통계량이 사용되었다. 조건부정확검정의 경우
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Table 7.2. Exact p-value(%) for conditional and unconditional exact test method (n1, n2, n3) = (50, 10, 10)

α = 5%.

p1 p2 p3
Conditional exact test Unconditional exact test

X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2

0.1 0.1 0.1 3.91 3.94 2.67 2.74

0.2 0.2 0.2 4.34 4.50 2.09 2.70

0.3 0.3 0.3 4.54 4.67 1.81 2.74

0.4 0.4 0.4 4.30 4.40 1.50 2.83

0.5 0.5 0.5 4.32 4.45 1.22 3.07

0.6 0.6 0.6 4.22 4.40 1.06 3.14

0.7 0.7 0.7 3.94 4.11 0.73 3.77

0.8 0.8 0.8 3.31 3.23 0.31 4.79

0.9 0.9 0.9 0.85 0.84 0.01 2.96

는 사용된 검정통계량에 따라 검정력이 큰 차이를 보이지 않았다. 하지만, 무조건부 정확검정의 경우에

서는소표본의경우우도비검정의검정통계량을사용하는경우가더높은검정력을보였다. X̄2 검정과

우도비 검정에 대하여 조건부 검정의 검정력이 무조건부 검정의 검정력에 비하여 대체로 더 높았다. 하

지만 이런 결과는 Table 7.1에서 조사한 표본크기와 (p1, p2, p3)의 조합들에 한하여 해당되는 내용이며,

다른조합들에대해서는다른결과가나올수도있다.

일반적으로 같은 검정통계량을 사용하는 경우 조건부 검정과 무조건부 정확검정의 검정력 비교는 두 검
정이 얼마나 보수적이냐를 판단해보면 알 수 있다 (Kang과 Ahn, 2008). 조건부 정확검정은 표본크기

가 극단적으로 작은 경우 검정통계량의 누적분포의 함수가 계단 모양이 되는데 각 계단의 높이가 너무
커서 주어진 5%의 유의수준을 다 사용하지 못하면서 발생하게 된다. 반면에 무조건부 정확검정에서 기

각역은 식 (5.1)에서 주어진 것처럼 tα = sup0<p<1 tα(p)처럼 얻어지는데, 이렇게 구한 tα와 장애모수

p미지의 참값에서 구한 tα(p)의 차이가 클수록 더 보수적이게 된다. Table 7.1에서 주어진 경우들에서

는 조건부 정확검정이 보수적일 수 있는 상황보다 무조건부 정확검정이 보수적일 수 있는 상황이 더 심

하게발생하여, 무조건부검확검정이더보수적이고그래서검정력이더낮다고판단되어진다.

조건부 정확검정과 무조건부 정확검정의 검정력이 차이를 좀 더 심도 있게 이해하기 위하여 (n1, n2,

n3) = (50, 10, 10)의 경우 제 1종 오류 확률들을 계산하여 표5에 제시하였다. Table 7.2의 결과들

을 보면 조건부 정확검정의 제 1종 오류 확률들이 무조건부 정확검정의 제 1종 오류확률들보다 대체

로 5% 유의수준에 더 가깝다는 것을 알 수 있다. 즉 조건부 정확검정은 무조건부 정확검정에 비하

여 주어진 5% 유의수준을 더 많이 사용하였고 그래서 검정력이 더 높게 되는 것이다. 무조건부 정

확검정의 제 1종 오류 확률들이 매우 낮아서 보수적이 되는 것을 이해하기 위하여, (n1, n2, n3) =

(50, 10, 10)의 경우 p값과 tα(p)의 관계를 Figure 7.1에 제시하였다. 무조건부 정확검정에서는 기각역

을 tα = sup0<p<1 tα(p)로 구하게 되는데, 이렇게 구한 tα와 장애모수 p미지의 참값에서 구한 tα(p)의

차이가크기때문에무조건부정확검정이보수적이된것이다.

8. 예제

생물학적제제의경우그물질의역가를단독으로설정할수가없다. 이에물질의특성과그역가를명확
히 알고 있는 표준물질이 필요하게 된다. 이에 WHO는 생물학적제제의 국제표준품을 설정하여 분양을
하고 있고, EU, 일본 등 제약선진국에서 또한 그 지역표준품 또는 국가표준품을 설정하여 분양하고 있
다. 우리나라 또한 1990년대 국가표준품 확립의 필요성을 인식하고, 소마트로핀(인성장호르몬)을 시작
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Figure 7.1. Relation between p and tα(p) (α = 0.05, n1 = 50, n2 = 10, n3 = 10)

Table 8.1. Potency test result for national standard materials of Human Tetanus Immunoglobulin: number of

survival mouse per 6 number of group

Dose

Dose1 (0.95 IU/mL) Dose2 (1 IU/mL) Dose3 (1.05IU/mL)

기관1
후보물질 0 1 4

국제표준품 1 4 6

기관2
후보물질 0 1 6

국제표준품 0 0 6

기관3
후보물질 0 0 6

국제표준품 0 5 6

가상자료
후보물질 3 4 6

국제표준품 3 3 6

으로 국가표준품을 확립하여 국내 제약업계에 분양하고, 국가출하승인을 위한 실험에도 사용하고 있다.

이에매년추가확립을위한연구사업뿐아니라보관하고국가표준품의역가를확인하여재확립의역가
의추세를확인하고있다.

Table 8.1에는 식품의약품안전처을 포함한 3개의 기관에서 항파상풍 면역글로불린 국가표준품을 확립
하기 위한 시험자료의 일부가 제시되어있다. 각 용량별로 6마리의 마우스를 이용해 시험하고 생존한 마

우스수로 생물학적인 활성도인 역가(Potency)를 결정하는 시험이다. 일반적으로 후보물질의 역가는 역

가를 알고 있는 물질을 이용하여 후보물질의 상대적인 역가의 비를 이용하여 계산되어진다. 이러한 자

료에서중요한관심사항중의하나는용량이증가함에따라생존할확률이증가하는지의여부이다.

Table 8.2에는 Table 8.1에 제시된 자료들을 본 논문에서 언급한 다양한 방법으로 검정한 결과들이 제
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Table 8.2. Exact p-value(%) for conditional and unconditional exact test method for Table 6.2 data

Asymptotic test Unconditional exact test Conditional exact test

X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2 X̄2 Ḡ2

기관1
후보물질 1.01 1.63 1.04 0.79 1.12 1.12

국제표준품 0.45 0.41 0.33 0.30 0.32 0.32

기관2
후보물질 0.03 0.01 0.01 0.01 0.02 0.02

국제표준품 0.01 <0.01 <0.01 <0.01 <0.01 <0.01

기관3
후보물질 <0.01 <0.01 <0.01 <0.01 <0.01 <0.01

국제표준품 0.03 0.01 0.01 0.01 0.02 0.02

가상자료
후보물질 5.45 7.01 6.32 4.15 5.67 5.67

국제표준품 3.95 4.33 4.60 2.80 9.29 5.17

시되어 있다. 일반적인 역가시험의 자료의 경우, 독소량이 다름에 따라 생존추세가 명확하게 나타나 모

든 분석법에서 유의한 결과를 나타냈다. 하지만 결과가 명확한 추세가 나타나지 않았을 경우, 분석방법

에 따라 결과가 달라질 수 있다. 결과가 명확한 추세로 나타나지 않는 가상의 자료를 만들어 분석해 보

았을때, 유의수준 0.05에서검정방법에따라다른결과를보이는것을확인할수있었다.

9. 맺음말

범주형 자료에서 순서화된 대립가설 검정하는 경우 만일 표본크기가 작거나 불균등하다면 대표본이론에
근거한근사검정방법보다는정확검정이더권고된다.

그 첫 번째 이유는 정확검정은 어떠한 경우에도 제 1종 오류 확률을 유의수준 5% 이하로 통제하는 것

을 보장해주기 때문이다 (Kang, 2002). 반면에 대표본 이론에 근거한 근사검정방법의 제 1종 오류는

5%보다 커지는 경우가 발생할 수 있다. 물론 이런 경우에는 근사검정방법이 더 많은 제 1종 오류를 범

하므로, 근사검정방법의 검정력이 정확검정의 검정력보다 더 높을 가능성이 크다. 하지만 두 통계검정

방법을 통계학 이론 측면에서 비교할 때 우선 순위를 두어야 할 것은 검정력이 아니라 제 1종 오류의 유

의수준이하통제여부이다.

두 번째 이유는 대표본 이론에 근거한 근사검정방법의 제 1종 오류는 5%보다 매우 작아지는 경우가 발

생할 수도 있는데, 이 경우 정확검정은 제 1종 오류 확률을 유의수준 5% 이하로 통제하는 것을 보장해

줄뿐만아니라, 정확검정의검정력이근사검정방법의검정력보다더높아지게되어더바람직하기때문
이다.

정확검정에는 조건부 정확검정과 무조건부 정확검정이 있으며 또한 사용되는 검정통계량에 따라 매우

다양한 정확검정을 만들어낼 수 있다. 이처럼 많은 정확검정들 중에 어느 정확검정이 가장 높은 검정력

을 가지는지는 표본크기와 대립가설에 속한 모수 값들에 따라 달라질 것이므로, 이에 대한 추가적인 연

구가필요하다고사료된다.
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요 약

범주형 자료에서 순서화된 대립가설을 검정하는 경우는 의학 사회학 경영학 등 다양한 응용분야에서 발생한다. 이러

한 검정 방법은 대부분 대표본이론에 근거하여 개발되었다. 하지만 표본크기가 작거나 표본크기가 매우 불균등한 경
우 대표본이론에 근거한 검정방법의 제 1종 오류 확률은 목표로 하는 5%와 멀어지는 경우가 많이 발생한다. 본 논

문에서는 범주형 자료에서 순서화된 대립가설을 검정하는 경우 표본크기가 작거나 표본크기가 매우 불균등한 경우에
사용될수있는정확검정방법을소개하고이에대한검정력및정확 p-value를제시할것이다.

주요용어: 정확검정, 범주형자료, 순서화가설.
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