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Abstract We present six-degree-of-freedom (6DoF) haptic rendering algorithms using translational 
(PDt) and generalized penetration depth (PDg). Our rendering algorithm can handle any type of 
object/object haptic interaction using penalty-based response and makes no assumption about the 
underlying geometry and topology. Moreover, our rendering algorithm can effectively deal with multiple 
contacts. Our penetration depth algorithms for PDt and PDg are based on a contact-space projection 
technique combined with iterative, local optimization on the contact-space. We circumvent the local 
minima problem, imposed by the local optimization, using motion coherence present in the haptic 
simulation. Our experimental results show that our methods can produce high-fidelity force feedback for 
general polygonal models consisting of tens of thousands of triangles at near-haptic rates, and are 
successfully integrated into an off-the-shelf 6DoF haptic device. We also discuss the benefits of using 
different formulations of penetration depth in the context of 6DoF haptics. 
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1. 서 론 
 
햅틱 렌더링이란 햅틱 분야의 핵심기술로, 사용자가 가

상 객체와 상호작용을 할 때 이를 촉각으로 느낄 수 있도

록 힘을 생성하고 사용자에게 전달하는 일련의 과정을 뜻

한다[1]. 최근 들어 높은 자유도를 가지는 햅틱 장치를 이

용하여 사용자에게 다양한 목적의 햅틱 피드백을 제공할 

수 있게 됨에 따라, 햅틱 장치를 이용하여 복잡한 업무를 

수행하고 가상 객체를 자유자재로 다룰 수 있게 되었다. 

하지만 6자유도 (6DoF) 장치를 위한 햅틱 렌더링은 낮은 

자유도를 가지는 장치에 비하여 아직 많은 연구가 필요하

며, 특히 6DoF 햅틱 렌더링은 일반적 객체간의 상호작용

을 필요로 한다. 이러한 방법은 객체가 분리됐는지 겹쳐

져 있는지에 대한 정보가 필요하며 이는 충돌검사 알고리

즘을 통하여 알 수 있다. 

햅틱 렌더링 알고리즘은 크게 페널티 기반 알고리즘 

(penalty-based algorithm)과 제약 기반 알고리즘 (constraint-

based algorithm)으로 분류된다. 페널티 기반 알고리즘은 제

약 기반 알고리즘에 비해 이해하기 쉽고 계산량이 적지만, 

제약 기반 알고리즘을 사용할 때 비해 렌더링 결과가 불

안정하다고 알려져 있다[2]. 그러나 최근 연구에서는 페널

티 기반 동역학(penalty-base dynamics)도 안정적인 결과를 

보여줄 수 있다는 것이 입증됐고[3], 본 논문 또한 페널티 
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기반 햅틱 렌더링 알고리즘을 기반으로 하고 있다.  

페널티 기반 알고리즘의 핵심은 햅틱 프로브(probe)와 

상호작용하는 객체간의 침투깊이(Penetration depth)를 계산

하고 이를 바탕으로 페널티 힘을 생성하는데 있다. 하지

만 침투깊이를 계산하는 방법은 페널티 기반 6DoF 햅틱 

렌더링에서 중요한 사항이지만 현존하는 침투깊이 계산 

방법은 복잡한 형태의 물체에 대해서는 매우 느리고 고사

양의 시스템을 요구한다 

본 논문에서는 선형침투깊이(PDt), 일반형침투깊이(PDg)

라는 서로 다른 계산 방법을 이용한 6DoF 햅틱 렌더링 

알고리즘을 제시하며, 본 알고리즘은 임의의 형태의 객체

에 대하여 햅틱 상호작용을 다룰 수 있고 객체의 위상학

적 제약을 두지 않는다. 또한 지역 침투깊이를 이용하여 

객체의 다접촉(multi contact) 상황도 효과적으로 처리할 수 

있다. PDt, PDg를 이용한 침투깊이 알고리즘은 접촉 공간

(contact space)에 반복적으로 투사기법을 이용하여 지역 최

적화(local optimization) 값을 구하고, 또한 PDg를 효율적으

로 구하기 위하여 비선형 접촉공간을 선형화하는 방법을 

이용한다. 또한 본 논문에서는 운동 일관성(motion 

coherence)을 사용하여 지역 최저치를 피하는 방안을 제시

하며 특히 PDg는 선형이동만 하는 PDt에 비해서 강체의 

회전이동까지 고려하기 때문에, 운동 일관성 방법 사용시 

계산 결과가 더 효과적이다. 본 연구의 결과 수만 개의 삼

각형으로 이루어진 일반 다각형모델에 본 알고리즘을 적

용하여 햅틱 갱신 속도(rate)에 가까운 정확한 햅틱 피드백

을 얻었으며, 햅틱 장치에 성공적으로 통합된다는 것을 

실험적으로 입증하였다. 본 연구의 더 자세한 내용은 [4]

에서 확인할 수 있다. 

 

2. 관련 연구 
 
이 장에서는 6DoF 햅틱 렌더링과 침투깊이에 연관된 

연구에 대하여 간단하게 살펴보겠다. 

 
2.1 6DoF 햅틱 렌더링 알고리즘 

3DoF 햅틱 렌더링 알고리즘에 비하여, 6DoF 햅틱 렌더

링 알고리즘은 렌더링의 복잡성 때문에 상대적으로 연구 

결과가 적다. 초기 6DoF 햅틱 알고리즘은 volume 접근법
[5], proximity 기반 접근법[6], convex-decomposition 기반 접근

법[7]이 있었다. 

그 후, 대형 모델을 다루는 간소화된 6DoF 햅틱 렌더링 

방법이 제안되었고[8], [9]에서는 햅틱 프로브의 6DoF 형상

을 결정하기 위하여 구속 최적화(constrained optimization) 

방법을 이용하였다. [10]은 본 논문과 같이 6DoF 햅틱 렌

더링에서 일반형 침투깊이를 이용하였지만, 본 논문에서 

제시하는 방법에 비해 상대적으로 단순한 모델에 관해서

만 적용 가능하며, 침투깊이의 최적화 또한 제대로 이루

어지지 않았다. 6DoF 햅틱에 관한 좀 더 일반적인 내용은 

[1]에서 찾아볼 수 있다. 

 
2.2 침투깊이 알고리즘 

선형 침투깊이(PDt: translational penetration depth)는 3D에

서 겹쳐진 두 물체를 분리하는 최소 평행이동 거리로 정

의된다. n개의 다각형으로 이루어진 다면체의 정확한 PDt

를 구하기 위해서는 볼록한(convex) 경우에는 O(n2), 오목

한 경우에는 O(n6)의 계산이 요구된다. 대부분의 PDt알고

리즘은 민코우스키합(Minkowski sum)과 연관돼있는데, [11]

에서 이를 볼록한 모델에 처음 사용하였다. PDt의 계산 복

잡도가 매우 높기 때문에, 현존하는 대부분의 알고리즘은 

근사치를 계산하며, 햅틱 갱신속도 안에서 일반적인 모델을 

위한 근사 침투깊이 알고리즘은 PolyDepth[12]가 유일하다. 

일반형 침투깊이(PDg: generalized penetration depth)는 [13]

에서 처음 제안된 것으로 겹쳐진 두 객체를 분리하는 최

소한의 평행, 회전 이동으로 정의된다. 대부분의 방법들은 

근사화된 침투깊이를 구하고, 햅틱 갱신 속도 안에서 동

작하는 알고리즘은 극히 드물다. 최근, [14]에서 강체와 관

절체 모델을 위한 대화형 PDg 알고리즘을 제안하였다. 

 

3. 선형 침투깊이를 이용한 햅틱 렌더링 
 
이 장에서는 PDt를 계산하는 방법과 이를 6DoF 햅틱 

렌더링에서 적용하는 방법에 대하여 살펴보기로 한다.  

 
3.1 선형 침투깊이 

 
3.1.1 정의 
선형 침투깊이의 더 원활한 설명을 위해 일반성을 잃지 

않는 선에서 햅틱 프로브 𝒜는 움직일 수 있고, 객체 ℬ는 
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고정되어 있다고 가정하자. 그리고, 𝒜의 지역 프레임

(local frame)은 무게 중심과 같은 위치에서 주축과 평행하

고, 𝒜와 ℬ둘 다 원점 o를 가지는 전역 프레임(world 

frame) 안에 있다고 하면, 𝒜 , ℬ가 겹쳐져 있을 때, ℝ3상

에서 선형 침투깊이는 아래와 같이 정의된다[15]. 

PDt(𝒜,ℬ) 
=min{‖d‖|interior(𝒜 + d) ∩ ℬ = ∅,∀d ∈ ℝ𝟑}   (1) 

PDt(𝒜,ℬ )가 두 객체의 민코우스키합 ∂(𝒜⨁− ℬ)의 

경계와 o사이의 최소 거리라는 것은 잘 알려져 있는 사실

이므로[15], 이를 식 (1)에 적용하면 식 (2)가 된다.  

PDt(𝒜,ℬ)=min{‖d‖|interior(𝒜⨁− ℬ) ∩ {𝐨 + d} = ∅,  
∀d ∈ ℝ𝟑}                                  (2) 

민코우스키합은 𝒜의 선형 접촉공간으로 구성되어 있으므

로, PDt 또한 o부터 선형 접촉공간까지의 최소 거리가 된

다[12]. 

 
3.1.2 PDt 계산 알고리즘 
PDt는 민코우스키합을 이용하여 정확하게 구할 수 있지

만 햅틱 렌더링에서 일반적인 다각형 모델 사이의 민코우

스키합을 구하는 것은 비효율적이다. 본 논문의 PDt 알고

리즘은 [12]의 PolyDepth를 기반으로 하여, PDt를 거의 정

확하게 구한다. 좀 더 자세히 살펴보자면, PolyDepth는 민

코우스키합의 경계를 욕심쟁이(greedy) 방법을 이용하여 

한정된 영역에서만 구한 후, 경계 안에 있는 점 중에서 원

점에 가장 가까운 점을 찾으며, 이 점이 지역 최적화 값이 

될 때까지 반복적으로 갱신한다. 이 알고리즘은 일반적인 

다면체 모델에 대하여 빠르게 PDt를 계산하므로 6DoF 햅

틱 렌더링에 적합하다. 더욱 자세한 방법은 아래와 같다. 

1. 자유형상 선택: 겹쳐진 두 객체 𝒜 , ℬ에서, 우선 𝒜의 

자유형상(free configuration) qf를 선택한다. 이 단계는 응

용 프로그램에 따라 다양한 선택이 가능하며, 본 논문

에서 사용한 운동 일관성에 대해서는 3.2절에서 자세

히 다룬다. 

2. 외투사: 𝒜의 qf에서 o로 선형 이동하면서 선형 연속 충

돌감지 기술[16]로 접촉현상 qc를 구한다. 

3. 내투사: qc주변에서 LCS(local contact space)를 구성하고, 

LCS 안에서 o에 가장 가까운 점 qi을 얻는다. 

4. 샘플 분류: qi의 충돌 여부에 따라, qi를 접촉 공간으로 

투사하여 새로운 접촉형상 qc를 구한다. 

 
Fig. 1. 6DoF haptic rendering using translational PD and generalized 

PD. The red stick represents a haptic probe, and the 

yellow and green sticks denote the corresponding results 

of PDt (a) and PDg (c). 

 
5. 단계 2-4를 지역 최적화 PDt≡ ‖q𝑐 − 𝐨‖를 얻을 때까지 

반복한다.   

 
3.2 햅틱 렌더링 알고리즘 
본 논문은 페널티 기반의 방법[1]을 사용하므로, 피드백 

되는 힘과 토크(torque)의 합은 햅틱 프로브가 객체에 침

투되는 깊이에 비례하여 결정된다. PDt를 6DoF에 제대로 

적용하기 위해서는 세가지 사항을 유념해야 한다. 

▪ 햅틱 프로브와 객체가 다수의 접촉 영역을 형성할 때 

각 영역에 대해 서로 다른 햅틱 피드백을 계산해야 하

지만, 식 (1)에 정의된 PDt는 항상 단일 결과를 생성하

므로 불안정한 햅틱 렌더링 결과를 야기할 수 있다. 

▪ PDt는 6DoF 햅틱 렌더링에 필요한 토크를 생성하는 회전

이동을 포함하고 있지 않다. 따라서 PDt의 결과인 평행이

동에서 토크를 유추할 수 있는 회전 요소가 필요하다.  

▪ 본 연구에서 사용하는 PolyDepth와 같이, 반복적인 알고

리즘을 수행할 경우 초기 값에 따라 결과의 정확성이 

달라진다. 그러므로 주어진 충돌 형상에서 가장 가까운 

비 접촉 형상을 선택하는 것이 중요하다. 

첫 번째 유의사항과 같이 다 접촉 영역의 경우에는 전

역 PDt로부터 각 접촉 영역에 대한 지역 침투깊이를 유추

하여 해결할 수 있다. 이때, 지역 침투깊이는 각 접촉 영

역에서 가장 깊게 침투된 접촉요소로 정의된다. 더 정확

히 설명하자면, 접촉 점 pi의 지역 침투깊이를 di, 접촉법

선을 ni라 할 때(Fig. 1(a)), 접촉영역 i에 대한 지역 침투깊

이 di는 전역 침투깊이 d를 접촉법선 ni에 투사하여 얻을 
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수 있다. 

d𝑖 = (d ∙ n𝑖)𝐧𝑖                 (3) 
그 후, 탄성계수 k와 훅의 법칙(Hooke’s Law)을 적용하면 

식 (4)와 같이 복원력을 계산할 수 있다. 

f𝑖 = 𝑘d𝑖 = 𝑘(d ∙ n𝑖)𝐧𝑖            (4) 
두 번째 유의할 사항은 선형 침투깊이로부터 토크를 계

산하는 것으로, 식 (5)와 같이 선형력과 토크를 대응시켜 

해결할 수 있다. 

𝜏𝑖 = (p𝑖 − o) × f𝑖                (5) 
여기서 o는 프로브의 무게중심이다. 그리고 햅틱 디바이

스에 보내질 합력과 토크 피드백은 아래 식으로 구할 수 

있다. 

𝐟 = ∑ f𝑖𝑖                     (6) 
𝜏 = ∑ 𝜏𝑖𝑖                     (7) 

 
마지막 사항인 비 충돌형상 qf은 운동 일관성을 이용하

여 햅틱 갱신 속도를 높여 해결할 수 있으며, 햅틱 시뮬레

이션 동안 비 충돌형상을 연속적으로 저장하여 그 중 현

재 프로브 형상과 가장 가까운 것을 선택하여 사용한다. 

 

4. 일반형 침투깊이를 이용한 햅틱 렌더링 
 
선형 침투깊이는 정의에 의해 회전 움직임을 고려하지 

않으므로, PDt를 바탕으로 한 페널티 기반 햅틱 렌더링은 

선형 움직임에 대응되는 회전 움직임 추론돼야 한다. 그

러나 이러한 방법에는 두 가지 문제점이 있다. 

1. Fig 1와 같인 PDt를 이용한 침투깊이 측정법은 PDg에 비

하여 측정값이 지나치게 보수적일 수 있다. 

2. 회전과 회전력(토크)은 선형 움직임으로부터 추론되므

로 부정확하고 비현실적일 수 있으며, 이론적으로 선

형과 회전 움직임은 ℝ3와 SO(3)에서 정의되므로 속성

자체가 매우 다르다.  

이러한 문제점을 해결하기 위한 일반형 침투깊이를 소

개하고 이를 어떻게 6DoF 햅틱 렌더링에 적용하는지 설

명하겠다. 

 
4.1 일반형 침투깊이 
 
4.1.1 정의 
일반형 침투깊이 PDg는 겹쳐진 두 객체를 분리하기 위

해 평형이동과 회전을 모두 이용한다. 따라서 PDg는 6D 

형상 공간(configuration space)에서 아래처럼 정의된다[13]. 

PD𝑔
𝜎(𝒜,ℬ) 

={min{𝜎𝒜(q,o)}||interior(𝒜(q)) ∩ ℬ = ∅, q ∈ ℱ}  (8)                   
여기서 𝒜의 지역 프레임은 전역 프레임으로 초기화되고, 

ℱ는 𝒜의 자유형상공간이다. 𝜎𝒜는 6D 형상공간에서 𝒜

의 두 형상의 거리를 측정하는 방법이다. 직관적으로 설

명하자면, PDg는 𝜎측정법 안에서 𝒜를 ℬ로부터 분리하는 

최소 강체 운동이다. 𝜎는 형상공간 안에서 임의로 정의될 

수 있으나, 본 연구에서는 [17]처럼 상대적으로 계산이 간

단한 객체 놈(norm)을 사용한다. 𝒜의 서로 다른 형상 q0

과 q1사이의 객체 놈은 아래와 같다[13]. 

𝜎𝒜(q0, q1)  

=1
𝑉 ∫ (x(q0),x(q1))2x∈𝒜                      (9) 

=4
𝑉

(𝐼𝑥𝑥𝑞12+𝐼𝑦𝑦𝑞22+𝐼𝑧𝑧𝑞32)+𝑞42 + 𝑞52 + 𝑞62 

x(q)는 형상 q에서 𝒜의 한 점을 의미하고, [𝑞1, 𝑞2, 𝑞3]는 

q0과 q1  사이의 상대적인 방향(orientation) 차를 표현하는 

사원수의 벡터 부분이고, [𝑞4, 𝑞5, 𝑞6]은 q0과 q1의 상대 위

치 차, 𝐼𝑥𝑥 , 𝐼𝑦𝑦 , 𝐼𝑧𝑧는 𝒜의 관성텐서의 대각성분, V는 𝒜

의 부피이다. 

 
4.1.2 PDg 계산 알고리즘 
PDt와 같이 PDg도 정확한 값을 구하기 위해서는 시간이 

오래 걸리는데, 주된 이유는 6D 형상공간의 조합복잡도가 

매우 높기 때문이다. 이론적으로 O(n) 다면체의 6D형상공

간을 형성하기 위해서는 O(n12)의 정렬 연산이 요구된다. 

따라서, 본 논문에서는 PDg를 계산하기 위해서 

PolyDepth++[14]라는 근사법을 이용한다. PolyDepth와 비슷

하게 PolyDepht++도 반복최적화에 기반을 두지만, 

PolyDepth++는 PolyDepth에서 사용하지 않는 선형화된 6D 

접촉공간을 필요로 한다. PolyDepht++에서 PDg를 계산하는 

자세한 방법은 아래와 같다. 

1. 자유형상 선택: o와 가장 가까운 자유형상 qf를 선택한다. 

2. 접촉공간 투사: qf를 o로 투사하면서 연속 충돌 감지 기

술을 사용해 접촉현상 qc를 얻는다. 

3. 구속최적화: qc 주변에 LLCS(linearized local contact space)

를 구성한 후, 객체 놈 𝜎을 최소화하는 최적 형상 qi를 

얻는다. 
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4. 재투사: qi가 접촉공간에 없다면 이를 다시 접촉공간으

로 투사한다. 

5. 단계 2-4를 반복적으로 수행하여 객체 놈의 지역 최소

값을 갖는 접촉 형상 qc를 구한다. PDg=𝜎𝒜(qc, o) 

 
4.2 햅틱 렌더링 알고리즘 
PDg는 평행이동과 회전을 모두 포함하므로, 6DoF 햅틱 

렌더링 시 힘과 토크가 자연스럽게 연결된다.  

더 상세히 설명하자면, 주어진 탄성계수 k에 대하여 본

래의 형상과 PDg형상의 선형 변위는 탄성력을 야기한다. 

f=k(o'- o)                    (10) 
회전각 θ와 회전축 ω을 가지는 PDg의 회전 변위에 해당

하는 토크 τ는 아래 식과 같다. (Fig 2(c)) 

τ = ξθω                   (11) 
여기서 ξ는 회전 강도(stiffness)다. 

PDt를 사용하는 PolyDepth와 같이 PolyDepth++ 또한 지

역 최저치를 정확하게 구하기 위해서 초기 충돌 자유형상

을 잘 선택하는 것이 중요하다. 이를 위해 본 연구에서는 

운동 일관성을 적용하여, PDt보다 더욱 자연스러운 움직임

을 생성해냈다. 또한 PDt의 경우 전 프레임과 현 프레임

의 햅틱 프로브의 회전각이 다른 경우가 발생하는데, 이

때 전 프레임 결과를 현 프레임의 회전각으로 일치시켜야 

한다. 그러나 이것은 객체 간의 충돌을 발생시킬 수 있으

므로, qf를 구하는데 사용될 수 없다. 그에 반해, PDg를 어

떤 회전각에서든지 이러한 문제를 겪지 않는다. 

PDg가 PDt와 다르게 지역 침투깊이를 계산하지 않는 데

는 다음과 같은 두 가지 이유가 있다. 첫째, PDg는 정의상 

회전 요소를 포함하고 있어 직접적으로 토크를 계산할 수 

있으므로 회전을 발생시키기 위한 지역 침투깊이를 구할 

필요가 없다. 둘째, Fig 1(a), (c)에서 볼 수 있듯이, 주어진 

프로브에 대하여 PDt는 안정적인 햅틱 시뮬레이션을 위해 

지역 침투깊이를 구하지만 PDg는 침투깊이를 정확하게 계

산하므로 지역 침투깊이없이 안정적인 햅틱 시뮬레이션이 

가능하다. 

 

4. 실험 결과 및 분석 

 
본 연구의 6DoF 햅틱 렌더링 알고리즘을 C++ 프로그

램 언어와 OpenHaptic 3.0 API를 이용하여, Windows XP상

의 dual-processor Xeon CPU와 2G 메모리를 탑재한 컴퓨터

에서 구현되었다. 이 알고리즘은 6DoF PHANToM Premiun 

1.5에서도 실험되었다.  

5천개부터 1만천개의 삼각형으로 구성된 임의의 위상을 

가진 모델(Fig 2)을 Table 1과 같이 짝을 묶어 햅틱 렌더링

하고 그 성능을 통계 내었다. 본 연구의 결과는 이상적인 

햅틱 갱신 속도인 1KHz보다 낮지만, 힘 평활법(smoothing 

method)없이 안정적인 햅틱 렌더링을 얻었다. 그러나 접촉 

개수가 증가함에 따라, 갱신 속도가 200FPS로 줄어들고, 

햅틱 피드백이 불안정해진다. 

실험 결과에서 보듯이 다수의 접촉이 발생할 때 PDg가 

PDt보다 더 현실적인 토크 피드백을 생성한다. 또한, PDg

가 PDt보다 침투된 깊이를 정확하게 측정하므로, pop-

through 상황이 더 적게 나타난다. 그렇지만 PDg 계산 시간

이 PDt보다 더 걸리고, 복잡한 기하학적인 모델의 경우 

PDg기반의 햅틱 피드백이 불안정할 수 있다.  

 

5. 결 론   
 
본 논문은 일반적인 다각형 모델을 위한 PDt와 PDg를 

사용한 페널티 기반의 6DoF 햅틱 렌더링 알고리즘을 제

 
Fig. 2. Benchmarking models. In each figure, the red objects are 

the configurations of the haptic probe and the cyan 

objects are their PD results using PDt (left column) and 

PDg (right column) methods. 

 
Table 1. Benchmark statics. 

Benchmark # of Tri 
Timing (msec) # of Contacts 

PDt PDg PDt PDg 

Spoon Vs. Cup 1.3K/8.5K 2.29 4.97 5.05 5.70 

Stick VS. Bunny 92/70K 3.28 5.47 5.52 5.02 

Buddha VS. Hammer 20K/1.7K 5.09 6.48 5.39 5.32 
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시하였다, 이 방법은 효과적인 햅틱 피드백을 생성해낼 

수 있었다. 특히, PDt와 PDg의 계산에 운동 일관성 방법을 

적용하여 높은 햅틱 갱신 속도를 얻었다. 

본 연구의 햅틱 렌더링 알고리즘은 갱신 속도가 1KHz

에 도달하지 못한다는 단점은 있지만, 실험에서 보인 햅

틱 피드백은 안정적이었으며, 앞으로는 알고리즘의 성능

을 가속화할 기술에 대해 연구할 예정이다. 
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