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Floquet 이론과 섭동법에 의한 Mathieu Equation의 안정성해석
Stability Analysis of Mathieu Equation by Floquet Theory 
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ABSTRACT

In contrast of external excitations, parametric excitations can produce a large response when the 
excitation frequency is away from the linear natural frequencies. The Mathieu equation is the sim-
plest differential equation with periodic coefficients, which lead to the parametric excitation. The 
Mathieu equation may have the unbounded solutions. This work conducted the stability analysis for 
the Mathieu equation, using Floquet theory and numerical method. Using Lindstedt’s perturbation 
method, harmonic solutions of the Mathieu equation and transition curves separating stable from un-
stable motions were obtained. Using Floquet theory with numerical method, stable and unstable re-
gions were calculated. The numerical method had the same transition curves as the perturbation 
method. Increased stable regions due to the inclusion of damping were calculated.

* 

1. 서  론

일정한 계수를 가진 운동방정식의 외부 가진은 

그 가진 주파수가 선형 고유진동수가 일치할 때만 

큰 응답을 주지만, 주기적으로 변하는 계수를 가진 

운동방정식에서 매개 가진(parametric excitation)은 

그 주파수가 선형 고유진동수와 멀리 떨어져 있을 

때도 큰 응답이 발생한다(1). 이러한 매개 가진 시스

템은 탄성체의 동적 좌굴운동, 위성과 로켓의 운동, 
기어의 진동 등 기계진동 분야에 널리 적용된다.   
매개 가진하고 주기적인 계수를 가진 가장 간단한 

미분방정식이 Hill식 및 Mathieu식이다. 

기어는 강성이 기어의 맞물림 주기에 의해 변하

는 1자유도 계부터 6자유도 계까지의 운동방정식

을 갖는다. 이 식은 주기적인 계수를 갖는 Hill식 

및 Mathieu식과 비슷한 형태이다. 또한 Floquet 이

론은 주기적으로 운동하는 시스템의 동적 안정성

을 해석하기 위해 사용되며, 특히 매개 가진 하고, 
주기적인 계수를 갖는 Mathieu식과 같은 선형 미

분 방정식의 안정성을 판별하는데 유용하게 적용

되고 있다(1~3). 
관련 연구로 Mondo 등은 비선형 Mathieu식의 

불안정의 해석적 조건 및 안정해의 크기를 유도하

였다(4). Cho 등은 주기적 물림강성과 백래시를 가

진 기어 구동계를 1자유도계로 모델링하여 물림강성
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의 1차 조화항만을 고려하여 조화균형 법으로 해

를 구하고 안정해를 검토하였다(5). Sika 등은 강성

변동과 감쇠를 가진 1자유도계 기어 진동 모델에 

Newmark법으로 안정구역을 검토하였다(6). Chen 
등은 마찰과 강성변동을 가진 1자유도계 기어 진

동모델에 백래시 효과를 포함하여 안정성과 bi-
furcation을 조사하였다(7). 

Mathieu식의 섭동법(perturbation method)으로 한 

근사 안정식은 발표되고 있으나(8) 수치적인 방법

의 접근은 보이지 않는다. 대부분의 매개 가진하

는 미분 방정식 형태는 Hill식과 같은 형태가 된

다. 이 형태는 수학적인 접근으로 안정성 식을 구

하는 것이 어려울 수 있다. 따라서 안정성 식이 

알려진 Mathieu식을 Floquet 방법을 이용하여 수치

적으로 안정성을 구하는 방법이 확립되면 이 방법을 

다른 경우에 적용할 수 있다. 이 연구에서는 기존 

연구에서 수치적인 방법으로 안정성 해석을 하지 않

았던 Mathieu식을 섭동법으로 조화함수 해와 안정

과 불안정을 구분하는 변이곡선(transition curve)를 

구하고 Floquet 이론을 수치해석 방법으로 구한 안

전성 영역과 비교하여 수치해석 방법의 정확성을 검

토한다. 이 검증된 해석 방법으로 감쇠의 변화에 따

른 안정성 구역을 조사한다.

2. 이  론

Mathieu식의 안정성 해석을 하기 위해, Hill식과 

Mathieu식을 소개한다. 먼저 Hill식은 다음의 미분 

방정식 형태이다. 

0)( =+ xtpx , )()( tpTtp =+ , (1)

여기서 px, 는 스칼라이고, )(tp 는 주기 T의 주기

함수이다.
ttp cos)( εδ += 이면 Hill식의 특별한 경우로 다

음과 같이 주기 2π인 Mathieu식이 된다(8).

0)cos( =++ xtx εδ . (2)

일반화를 위해 식 (2)에 감쇠를 고려하면 다음 식

으로 된다.

0)cos( =+++ xtxcx εδ (3)

Mathieu식에 대한 주요한 관심은 파라미터 δ, ε

의 주어진 값에 대해 모든 해가 한정되는지 

(bounded) 안되는 지에 있다. 각 δ와 ε값에 대해 모

든 해가 한정되면 εδ − 파라미터 평면에서 그 값으

로 이루어진 점은 안정하다고 한다. 그러나 각 δ와 

ε값에 대해 한정되지 않은 해(unbounded solution)
가 존재하면 그 값으로 이루어진 점은 불안정이라고 

한다. 안정되지 않는 해는 두 가지 형태로 분류될 

수 있다. 한 형태는 크기가 시간에 따라 지수적으로 

증가하면서 진동하는 경우이고, 다른 한 형태는 크

기가 진동하지 않고 시간에 따라서만 지수적으로 증

가한다. 
 
2.1 Mathieu식 해의 근사 안정식

이 절에서는 Mathieu식의 안정을 구분하는 변이

곡선을 섭동법으로 구한다(8,9). 이를 위하여 식 (2)에
서 ε가 작다고 할 때, 해의 근사식을 다음과 같이 

가정한다.

( ) ( ) ( ) ( ) ⋅⋅⋅⋅⋅+++= txtxtxtx 2
2

10 εε (4)

⋅⋅⋅⋅⋅+++= 2
2

10 δεεδδδ (5)

식 (4)를 식 (2)에 대입하여 ε의 차수에 대해 정리

하면

0: 000
0 =+ xx δε . (6)

0cos: 001101
1 =+++ xtxxx δδε . (7)

0cos: 11102202
2 =++++ xtxxxx δδδε . (8)

식 (6)의 해는 다음 식으로 된다.

tt 00 sin,cos δδ . (9)

또한 ix 는 주기 2π와 4π를 가져야 하므로 

( ) ⋅⋅⋅⋅⋅== 2,1,0,
2

sin,
2

cos0 ntntntx . (10)

식 (9)와 (10)은 같은 해이므로 20
n

=δ 가 되고 

정리하면 다음 관계가 얻어진다.

⋅⋅⋅⋅⋅== 2,1,0,
4

2

0 nnδ . (11)
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n의 경우에 따른 각각의 변이 곡선은 다음과 같

이 구한다.  

(1) n=0 일 때

식 (11)에서 00 =δ 가 되고 식 (9)에서 

10 =x . (12)

이 관계를 식 (7)에 대입하면 

0cos11 =++ tx δ . (13)

1x 가 주기 함수 해가 되기 위해서 01 =δ 가 되어

야 한다. 그러면 해는 다음으로 된다. 

α+= tx cos1 ,α 는 상수. (14)

이 식을 식 (8)에 대입하여 정리하면 

ttx cos
2

2cos
2
1

22 αδ −+−−= . (15)

2x 가 주기함수 해가 되기 위해서 
2
1

2 −=δ 가 되

어야 하고 따라서 안정과 불안정을 구분하는 변이곡

선은 

⋅⋅⋅⋅⋅+−= 2

2
1 εδ . (16)

22 cos
8

2cos αα ++−= ttx . (17)

이 경우의 최종해는 다음으로 된다.

)(0)(cos1 2εαε +++= tx . (18)

 
(2) n=1일 때

식 (11)에서 
4
1

0 =δ 가 되고 식 (9)에서

2
cos0

tx = ,
2

sin t
(19)

이므로 ox 의 두 경우를 분리하여 변이곡선을 구

한다.

(i) 2
cos0

tx = 일 때

이 식을 식 (7)에 대입하여 정리하면

2
3cos

2
1

2
cos)

2
1(

4
1

111
ttxx −+−=+ δ . (20)

이 식의 일반해(homogeneous solution)는 1x =

2
sin

2
cos 21

tctc + , 여기서 21,cc 는 적분 상수 
2

cos t

는 하중 함수기능뿐 아니라 일반해이므로 특이해

(particular solution)은 2
cos tt 를 포함할 것이다. 이

것은 주기 함수가 아니므로 
2

cos t
의 계수가 사라져

야 한다는 조건에서 2
1

1 −=δ 가 되고 따라서 미분방

정식은 다음으로 된다.

2
3cos

2
1

4
1

11
txx −=+ . (21)

특이해 
2
3cos1
tAx = 을 위 식에 대입하여 A를 구

하면 최종적인 특이해는 다음과 같이 된다. 

2
3cos

4
1

1
tx = . (22)

이 식을 식 (8)에 대입하여 정리하면

tttxx
2
5cos

8
1

2
3cos

8
1

2
cos)

8
1(

4
1

222 −++−=+ δ . (23)

주기함수 해가 되기 위하여 8
1

2 −=δ
가 되어야 하

고 따라서 변이곡선은

⋅⋅⋅+−−= 2

8
1

2
1

4
1 εεδ . (24)

(ii) 
2

sin0
tx = 일 때

이 식을 식 (7)에 대입하여 정리하면

2
3sin

2
1

2
sin)

2
1(

4
1

111
ttxx −−−=+ δ . (25)
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앞의 
2

cos t
일 때와 마찬가지로 주기함수 해가 되

기 위해서 
2
1

1 =δ 가 되어야 하고 미분방정식은 다음

으로 된다.

2
3sin

2
1

4
1

11
txx −=+ . (26)

특이 해를 tBy
2
3sin1 = 라고 두면 위 식에 대입하

여 구하면 다음으로 된다.

tx
2
3sin

4
1

1 = . (27)

이 식을 식 (8)에 대입하여 정리하면

tttxx
2
5sin

8
1

2
3sin

8
1

2
sin)

8
1(

4
1

222 +++−=+ δ .

(28)

앞의 경우와 같이 주기함수 해가 되기 위하여 

8
1

2 −=δ 가 되어야 하고 따라서 변이곡선은

⋅⋅⋅+−+= 2

8
1

2
1

4
1 εεδ . (29)

 
(3) n=2 일 때

식 (11)에서 10 =δ 가 되고, 식 (9)에서

ttx sin,cos0 = (30)

이므로 ox 의 두 경우를 분리하여 변이곡선을 구

한다.

(i) tx cos0 = 일 때

이 식을 식 (7)에 대입하여 정리하면 

ttxx 2cos
2
1

2
1cos111 −−−=+ δ . (31)

tcos 가 일반해이므로 위 식에서 tcos 의 항은 

tt cos 가 해가 된다. 이것은 주기성을 위반하므로 이 

항을 제거하기 위해 01 =δ 가 되어야 한다.

특이해를 tBAx 2cos1 += 로 가정하여 미정계수를 

정하면 다음의 식이 얻어진다.

tx 2cos
6
1

2
1

1 +−= . (32)

이 식을 식 (8)에 대입하여 정리하면

ttxx 3cos
12
1cos)

12
5( 222 −+−=+ δ . (33)

주기함수 해가 되어야 한다는 조건에서 
12
5

2 =δ 가 

된다. 따라서 변이곡선은

2

12
51 εδ += . (34)

(ii) tx sin0 = 일 때

이 식을 식 (7)에 대입하여 정리하면

ttxx 2sin
2
1sin111 −−=+ δ . (35)

주기 함수해 조건에서 01 =δ 가 된다. 특이 해를 

tBx 2sin1 = 이라 두면 대입하여 미정계수를 구하면 

특이해는 다음으로 된다. 

tx 2sin
6
1

1 = . (36)

이 식을 식 (8)에 대입하여 정리하면 

ttxx 3sin
12
1sin)

12
1( 222 −+−=+ δ . (37)

주기 함수해 조건에서 
12
1

2 −=δ 가 되고 따라서 

변이곡선은 

2

12
11 εδ −= . (38)

2.2 Floquet 이론에 의한 안정성 해석

Floquet 이론을 적용하여 안정성 해석을 하기 위

하여 2차 상미분방정식인 식 (3)을 상태벡터(state 
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vector)를 이용하여 1차 상미분방정식으로 변환한다. 

즉 yx = 로 치환하면, 식 (3)은 다음과 같이 표현할 

수 있다.

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
0

cos
10

10
01

y
x

cty
x

εδ
. (39)

식 (39)를 )(tu 에 대해 정리하면 다음의 식으로 

표현할 수 있다.

)()()( tutFtu = . (40)

여기서

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
y
x

tu )(
, ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−

ct
tF

cos
10

10
01

)(
1

εδ .

식 (2)는 2차 선형 미분방정식이므로 일반 해 )(tx

을 서로 독립적인 두 개의 기본 해 )(1 tx 와 )(2 tx 의 

선형 조합으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

)()()( 2211 txctxctx += , (41)

여기서, 1c 과 2c 는 상수이다.

기본 해 )(1 tx 과 )(2 tx 가 식 (2)의 해일 때, 시간 

T 가 지난 후의 함수 )(1 Ttx + 과 )(2 Ttx + 도 식 (2)

의 해이다. 함수 )(1 Ttx + 과 )(2 Ttx + 도 식 (2)의 해

이기 때문에 다음과 같이 기본 해 )(1 tx 과 )(2 tx 의 

선형조합으로 나타낼 수 있다.

)()( tuATtu =+ . (42)

여기서 )(tu 와 A는 다음 식으로 정의된다.

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
2

1)(
x
x

tu
, ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211

aa
aa

A
.

벡터 )(tu 을 모달행렬로 좌표 변환하여 얻어진 새

로운 벡터를 적용할 수 있다. 이 관계를 이용하여 행

렬A의 변환된 행렬이 얻어지며 이 행렬은 A와 같은 

고유치로 이루어진 대각행렬로 나타낼 수 있다(1).

벡터 )(tu 을 좌표 변환하여 얻어진 새로운 벡터

를 벡터 )(tv 라 하고 이 때의 좌표변환행렬을 1−P

라 하면 벡터 )(tu 와 벡터 )(tv 의 관계를 다음과 같

이 표현할 수 있다.

)()( tPvtu = . (43)

식 (43)을 식 (42)에 대입하면 다음 식으로 되고,

)()( tAPvTtPv =+ . (44)

따라서, 식 (44)는 다음 식으로 다시 표현할 수 

있다.

)()( tBvTtv =+ . (45)

여기서

APPB 1−= . (46)

식 (46)은 유사변환(similarity transformation)을 

나타내며, 선형대수학에서 잘 알려진 바와 같이 행

렬 A 와 행렬 B 의 고유치는 서로 같다. 좌표변환행

렬 P 를 모달 행렬 등으로 선택하면 행렬 B 를 다

음과 같이 대각선화할 수 있다. 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

0
0
λ

λ
B . (47)

이 경우, 식 (45)는 다음으로 표현된다.

)()( 111 tvTtv λ=+ , )()( 222 tvTtv λ=+ . (48)

또한 시간이 nT  지난 후의 해는 다음과 같다.

)()( tvnTtv i
n
ii λ=+  for 2,1=i . (49)

식 (49)에서 보듯이 시간이 증가할수록 즉, n 이 

증가할수록, iλ 의 절대값이 1보다 작으면 응답 )(tvi

는 안정적(asymptotically stable)이고, 1보다 크면 불

안정(unstable)하고, 1과 같으면 중립안정적(neutrally 
stable)이다.

또한 이 형태는 식 (40)을 수치 적분하여 시간 

Tt + 일 때의 )( Ttu + 를 구하면 식 (42)와 같은 A 
행렬을 가진 관계가 된다. 주기 T 에 대하여 식 (42)
의 관계를 반복해서 적용하면, 초기조건에 무관하고 

두 연속적인 주기 (n-1)T와 nT의 해를 연결시키는 

행렬 R이 존재한다.

))1(()( TntRunTtu −+=+ . (50)
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(a) c=0 (c) c=0.2

(b) c=0.1 (d) c=0.3
Fig. 1 Stable and unstable region in the εδ − plane

행렬 A와 행렬 R의 고유치는 서로 같기 때문에 

Floquet 이론을 사용하여 응답의 안정성을 판별하려

면, 식 (42)에 표현되는 관계식을 얻고 난 후에 행렬 

A의 고유치를 구하고 모든 고유치의 절대값이 1보

다 작은지 아닌지를 판별 한다. 모든 고유치가 1보

다 작으면 응답은 안정하고 하나라도 1보다 크면 

불안정하다.

3. 해  석

위에서 설명한 Floquet 이론으로 Mathieu식에 적

용하여 수치 적분하여 행렬A를 얻고 고유치를 계산

해 고유치 크기에 따라 안정성을 계산하였다. 수치

적분 법은 오일러 법을 사용하였고, Matlab으로 프

로그램 하였다. Fig. 1(a)는 이 결과를 εδ − 평면에 

안정한 구역을 o으로, 불안정한 구역은 흰 여백으로 

두어 표시하였다. 이 결과의 검증을 위하여 앞에서 

구한 Mathieu식의 안정성에 관한 변이곡선 식 (16)
은 파란색, 식 (24)은 녹색, 식 (29)은 빨간색, 식

(34)은 보라색, 식 (38)은 하늘색으로 ε의 범위 -1부

터 1까지 Fig. 1에 표시하였다. 이 식은 ε이 작은 구

역에서 성립하는 안정성을 구분하는 식이며, 이 그

림에서 수치해석 결과의 영역을 잘 표현하므로 해석

결과의 타당성이 입증된다.
이 방법으로 감쇠를 0.1, 0.2, 0.3, 0.4로 변화시키

면서 안정성 해석을 하여 Fig. 1(b), (c), (d)에 각각 

도시하였다. 그 결과 안정성은 감쇠가 커짐에 따라 

그 영역이 커짐으로, 감쇠가 안정성에 기여한다는 

기존의 연구를 확인할 수 있고(1) 그 안정 영역을 이 

방법으로 제시하였다.
Fig. 2는 Fig. 1에서 감쇠에 따른 안정과 불안정 

구역의 δ, ε를 선정하여, Mathieu식의 변위를 Matlab 
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(a) c=0, δ=0.25, ε=0.25 (c) c=0.1, δ=0.5, ε=0

(b) c=0, δ=0.5, ε=0 (d) c=0.3, δ=0.25, ε=0.25
Fig. 2 Stable and unstable behavior by δ, ε and c

소프트웨어를 사용하여 계산한 그림이다. (a)는 불

안정 영역인 c=0, δ=0.25, ε=0.25을 선택하여 해석

결과 시간이 지날수록 변위가 급격히 커지는 불안

정 현상을 보이나 안정영역인 c=0, δ=0.5, ε=0 일 

때는 (b)와 같이 변위가 주어진 범위에서 변동한

다. (c)와 같은 δ, ε에서 감쇠가 0.1로 되었을 때는 

변위는 시간이 증가함에 따라 감소한다. 감쇠를 

c=0.3으로 증가시키고 (a)와 같은 δ=0.25, ε=0.25
를 선택하였을 때는 Fig. 1(a)의 불안정영역은 Fig.
1(d)와 같이 안정영역이 되어 변위는 시간에 따라 

감소한다.

4. 결  론

이 연구에서는 Mathieu식에 대해 Floquet 이론과 

섭동법을 이용하여 안정성 해석을 하였다. 이를 위

하여 식을 Floquet 이론에 적용할 수 있도록 변환하

여 수치해석으로 안정성 해석을 하였다. 얻어진 결

과는 기존의 안정성 식과 일치하여 그 결과의 정확

성을 확인하였다. 감쇠의 증가는 안정 구역이 확대

되는 효과를 확인할 수 있었고 그 안정영역을 이 방

법으로 제시하였다.
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