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부대역 비선형 Volterra 적응필터의 응용과 성능분석
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Abstract

In this paper, the subband nonlinear adaptive Volterra filters are introduced and its analysis are presented.

From the eigenvalue analysis of the input correlation matrix, we show that the proposed subband adaptive

Volterra filter has superior convergence performance as compared to the conventional one, which shows that

the it can be useful for the recently proposed subband nonlinear adaptive echo canceller. Also, the optimum

filter in each subband are introduced and verified from the computer simulations.

요 약

본 논문에서는 부대역 신호를 사용한 병렬 적응 비선형 Volterra 필터를 소개하고, 이 시스템의 성능을 분석하는

것을 주요 내용으로 한다. 연구 결과 제시한 부대역 신호를 사용한 적응 Volterra 필터는 수렴성이 우수함을 입력

신호의 상관함수의 eigenvalue 분포를 사용하여 해석적으로 도출되었으며, 이러한 응용이 최근에 보고된 적응 반

향 제거기에서 유용하게 사용될 수 있음을 이론적으로 밝혔다. 또한 각 부대역 에서의 최적필터를 이론적으로 유

도하였고 컴퓨터 모의실험으로 이를 검증하였다.
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I. 연구배경

선형 적응신호처리 기법은 원하는 신호의 추정

(signal estimation), 미지의 시스템 식별 (system

identification), 최적 필터링 (optimal filtering) 등에

매우 유용하게 사용되는 기법으로 알려져 있다 [1].

이러한 적응필터기법은 1960년대 LMS (least mean

squares) 알고리듬이 소개되면서 비약적인 발전을

하게 되었다 [2]. 그동안 선형 적응필터링은 수많은

발전을 하여, 신호처리, 통신 시스템의 중용한 부분을

차지하고 있다.

비선형 적응필터는 시변 비선형 시스템을 적응적으

로 추정하여 여러 가지 유용한 정보를 얻거나 시스템

의 성능을 개선하는 중요한 신호처리 기법 중에 하나

이다. 비선형 적응필터 중에서 polynomial 형태의 비

선형 적응필터인 Volterra 적응 필터는 1990년대 이후

많은 연구가 이루어졌다. 이를 이용한 중요한 응용으

로는 비선형 반향 제거기 [3], 비선형 등화기 [3], 및

기타 여러 응용에 사용된다. 그런데, 최근에 선형 적

응필터와 마찬가지로 입력 다중 레이트 (multi-rate)
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를 사용한 비선형 적응필터가 소개되고 일부 응용에

서 사용되고 있다. 또한, 다중 레이트와 함께 부대역

(subband) 신호를 사용한 비선형 적응 필터가 소개되

고 있다 [4]. 부대역 신호를 사용하면 대부분의 경우

선형 적응필터와 유사하게 병렬처리, 계산량 감소, 신

호의 decorrelation 으로 인한 수렴성 개선등이 예상

된다. 특히 [5-7] 에서는 선형 적응필터에 대한

stochastic 성능 분석이 자세히 기술되어 있다.

그러나, 아직까지 이러한 비선형 Volterra 적응필터

방식에 대한 어떠한 체계적인 분석과 장단점 분석이

이루어지지 않고 있다. 대부분의 이전 논문에서는 필

터의 구조와 단순한 모의실험만 제시하고 있다. 따라

서 본 논문에서는 이에 대한 체계적인 분석과 실제

응용에서의 면밀한 분석결과를 제시하려고 한다. 특

히 본 논문에서는 비선형 적응 필터의 수렴을 해석적

으로 유도하였는데, 대부분의 논문에서 시도되지 않

은 것이다. 이를 통하여 본 논문에서는 신호의 스펙

트럼에 적합한 부대역 비선형 적응필터가 correlated

신호의 경우 보다 우수한 수렴성을 갖는다는 것을 해

석적으로 유도하였고, 컴퓨터 모의실험을 통하여 이

를 검증하였다.

II. Volterra 적응필터 및 성능분석

Volterra 시리즈는 Taylor 시리즈에서 메모리를 갖는

모델이라고 생각할 수 있다. 그림 1 에는 전형적인

비선형 함수가 제시되어 있다.

Fig. 1. Typical nonlinear function

그림 1. 전형적인 비선형 함수

비선형 함수 y = f(x) 를 x=x0 에서 확장한 형태를

고찰하면
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와 같다. 이제 이러한 비선형 시스템을 표본화된 이

산영역에서 시스템적으로 접근하여 보면 Volterra

series 를 구할 수 있다. 본 논문에서는 2차의 비선형

시스템만 고려한다고 가정한다. 이제 그림 2 와 같

은 비선형 시스템을 고려하자.

Fig. 2. Second order adaptive Volterra filter

그림 2. 2차의 적응 Volterra 필터

이를 사용한 Volterra 필터의 입출력 관계식은 입력신

호 x(n) 과 추정하고자 하는 신호 d(n) 에 대해서
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과 같은데, 여기서,     는 각각 1, 2 차

Volterra 시스템의 충격응답이다. 식 (2) 은 다시 다

음과 같은 행렬식
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으로 표시될 수 있는데, 여기서
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이다. 그림 2 에서는 Volterra 필터의 z-transform

영역에서 표시가 제시되어 있는데 이는
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와 같다. 적응 필터는 적응 알고리듬을 통하여

random 신호 x(n), d(n) 에 대해서 2 차의 계수

 에 대한 비용함수를  라 할 때

                   (7)    
              
를 최소화 하는 적응 알고리듬은 여러 가지 형태를

가지고 있는데, 여기서 E{} 는 기댓값을 의미한다.

이 비용함수를 최소화 하는 알고리듬 중 LMS (least

mean squares) 가 가장 일반적이며

                         (8)  
             

와 같은 식을 가지고 있다.

최근 [6] 에서는 Volterra 필터의 수렴성에 대한

논문이 제시되어 있다. 식 (7) 을 최소화 하는 최적의

필터를  라고 하면

               (9)

와 같은데, 여기서

  (10)

   (11)

이다. 비선형 필터의 수렴성은 일반적으로 자기상관

함수의 × 크기의 행렬인 식 (10) 의 고유치 에

영향을 받는다고 알려져 있다. 즉, 식 (8) 의 수렴성

을 결정짓는 중요한 변수인  값은

max             (12)   

임이 알려져 있는데, 여기서 max는 식 (10) 의 고유

치의 최대값이다. 즉 고유치의 최대값이 적을수록 빠

른 수렴을 보일 수 있을 것으로 추정된다. 본 논문에

서는 부대역 비선형 적응필터를 소개하고, 이에 대한

보다 엄격한 해석을 통해 제안한 필터의 장점을 보이

도록 한다.

본 논문에서 제시한 부대역 비선형 적응필터는 기

존의 비선형 적응필터의 입력을 서로 다른 주파수 대

역으로 쪼개서 처리하는 시스템으로, 기존의 선형 부

대역 적응 필터의 확장이라고 할 수 있다. 최근 [4]

에서는 echo canceller 에 적용한 시스템이 보고되고

있다. 다음의 그림 3 에는 본 논문에서 제안하는 비

선형 부대역 적응필터가 제시되어 있다.

Fig. 3. Subband nonlinear adaptive filter

그림 3. 비선형 부대역 적응필터

여기서 입력신호 x(n) 과 추정하고자 하는 신호 d(n)

은 대역분할 필터    로 분해되고, 2:1 로

decimation 되어 각 대역의 적응필터로 입력된다. 적

응필터의 출력은 1:2 interpolate 된 이후 다시 합성필

터인   로 필터링된 이후에 최종 합산하여

전대역 신호로 출력된다.

부대역 구조를 적응필터에 사용 하였을 때 얻을

수 있는 장점을 요약하면, 첫째, 각 부대역의 적응필

터의 차수는 기존의 전주파수대역 적응필터

(FBADF: full band adaptive digital filter) 보다 낮

은 차수를 사용하여도 유사한 성능을 보인다는 것

이 알려져 있다. 이러한 장점을 이용한 대표적인 응

용이 [7-9] 에서 제시한 subband echo canceller 이

다. [7] 에 보고된 바에 의하면 FBADF 의 경우 수

백 차의 적응필터를 echo canceller 에 사용하여야 하

는 경우에 subband 의 구조를 사용하면 수십 차

의 적응필터를 이용하여도 유사한 성능을 얻을 수

있다는 것이 알려져 있다. 둘째로, 일반적으로 적응

필터는 입력의 상관성이 클 때 느린 수렴속도를 나

타낸다. 따라서, 적응필터의 수렴속도를 증가하기 위

한 연구가 진행되어 왔으며, 대표적인 방법이 주파수

영역 적응필터 (FDAF: frequency domain adaptive

fitler) [10] 이다. 주파수영역 신호는 입력신호가 직교

변환된 신호로 상관성이 줄어든다. 직교변환과 유사

하게 부대역 구조에서도 부대역 신호는 전주파수대역

신호보다 상관성이 적으므로 부대역 적응필터는 보다

빠른 수렴속도를 얻을 수 있다. 본 논문에서는 비선

형 적응필터에 대한 보다 해석적인 결과와 컴퓨터 모

의실험 결과를 제시하려 한다.
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III. 통계신호 처리기법을 사용한

부대역 비선형 적응필터의 성능분석

본 장에서는 부대역 적응필터에 stationary 신호

가 인가되었을 때의 특성분석에 대하여 기술한다. 특

히 기존의 특성분석에서 고려되지 않았던 불규칙신호

의 통계적 특성, 즉 신호의 상관함수 (correlation

function), 전력스펙트럼 밀도 (power spectral

density) 등을 기초로 한 부대역 적응필터의 성능분석

에 초점을 맞추려고 한다. 본 장에서는 먼저, 주어진

통계적 특성을 갖는 입력신호, 기준신호가 입력되었

을 때 부대역 적응필터가 어떠한 필터로 수렴할 것인

가에 관하여 유도한다. 특히 기존의 전주파수대역 적

응필터와 수렴후의 부대역 적응필터 사이의 관계에

대해서 고찰한다. 다음으로 각 부대역 적응 필터의

수렴특성을 분석하기 위하여 각 부대역 신호들의 상

관함수를 전체적인 입력신호의 상관함수로 유도하고,

이를 이용하여 기존의 전주파수대역 적응필터와 수렴

성에 대한 해석적인 틀을 마련한다.

본 논문에서는 그림 3 과 같은 2 대역의 부대역

적응필터를 고려한다. 일반적인 N 대역 에 대한 해

석도 2 대역의 경우를 확장하면 쉽게 유도해 나갈 수

있다. 이제 그림 3 과 같은 2 대역 부대역 적응필터

를 고려하자. 여기서  와  는 각각 i 번째 부

대역의 분해필터, 적응필터이고, x(n) 와 (n) 는 각

각 입력신호와 기준신호이다. 이때 입력신호는 wide

sense stationary (WSS) 신호라고 가정하자. 그러

면, 입력신호와 기준신호의 자기상관함수

(autocorrelation function) 는

   

   
         (13)

와 같이 주어지고, 이 두 신호 사이의 상호상관

함수 (cross-correlation function) 는

    와 같다. 논문 [6] 에 의하

면, 최적필터는 normal 방정식인 식 (9) 로

asymptotic 하게 수렴한다는 것이 알려져 있다. 본 논

문에서는 그림 3 과 같은 부대역 비선형 필터에 대해

서, 각 부대역 에서의 입력신호의 stochastic 신호특

성에 대한 해석적인 식을 유도하여 성능을 평가하고

모의실험을 통하여 검증하도록 한다.

각 부대역에서 최적필터를 유도하기 위해서는 각

부대역 신호의 통계적 특성을 입력신호의 통계적

특성으로 표현할 필요가 있다. 그림 3 에서 대역분

할 필터는 선형 시스템이다. 따라서 대역 분할필터

  가시불변 (LTI) 시스템이므로 신호   의

전력스펙트럼 밀도와 신호   와   사이의 상

호 전력스펙트럼 밀도 (cross power spectral density)

는

    
   

      
   

        (14)

과 같이 주어지는데, 여기서   와   는 입

력신호의 전력스펙트럼 밀도와 입력과 기준신호간의

상호 전력스펙트럼 밀도로

   
 ∞

∞

 
 

   
 ∞

∞

 
 

       (15)

과 같다. 그러면, 부대역신호   와  

에 대한 전력스펙트럼 밀도를 전체 입력신호의 전력

스펙트럼 밀도로

   
 




 










 
 








 
 




 


 







 
 


 




(16)  

 

와 같이 유도할 수 있다. 이와 같은 관계식으로부

터 각 부대역 신호에 대한 자기 상관함수와 이들로

이루어진 normal 방정식의 자기상관 행렬의 고유치를

해석적으로 구할 수 있다.

대부분의 적응필터의 수렴특성은 입력신호의 상관

함수에 의하여 분석될 수 있다 [1]. 예를 들어, 적응

필터의 수렴속도, misadjustment 및 적응필터의 안

정성이 입력신호의 상관행렬의 고유치(eigenvalue)

분석을 통하여 분석될 수 있다 [1]. 따라서, 본 절에

서는 부대역 적응필터의 입력신호인 각 부대역 신호

의 자기상관함수를 유도한다. 보다 구체적으로 각

부대역신호의 상관함수가 부대역 적응필터의 전체

의 입력신호의 상관함수로 표시된다. 따라서, 이러한

분석을 통하여 주어진 입력신호에 대해서 기존의 전

주파수대역 적응필터와 부대역 적응필터의 수렴특성

을 서로 비교하여볼 수 있다.

다음의 정리 1 에서는 부대역신호의 상관함수에

대한 내용이 정리되어 있다. 논문 [5] 에 유도된 식

을 다시 본 논문에 맞추어 유도하면 다음의 정리로

요약된다.
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Theorem 1:

그림 3 와 같은 2 대역 부대역 적응필터를 고려하

자. 저주파대역 신호   의 자기 상관함수

 는 전체 입력신호 x(n) 의 자기 상관함수

  로 표시될 수 있는데, 이를 다시 쓰면

  

         (17)

와 같다, 여기서  과 은

   

  
 ∞

∞

 

  






       (18)

과 같이 주어진다. 마찬가지로 고주파대역 신

호   에 대한 상관함수도 입력신호의 상관함

수로 표시될 수 있는데, 이는

  

 (19)

과 같다.

정리 1 의 결과는 식 (17)-(19) 와 같이 부대역 신호

의 자기 상관함수가 전주파수대역 (full band)

신호의 자기 상관함수로 표시됨을 의미한다. 따라

서, 부대역 적응필터의 특성분석을 할 수 있다. 따

라서 다음에는 이러한 부대역 적응필터의 특성분석과

부대역 적응필터의 성능을 분석한다. 논문 [6] 에는 2

차의 볼테라 필터에서 식 (5) 에서 입력신호 X 를

      

    ⋯

    
⋯ 

(20)

와같이 선형성 입력항과 2 차의 곱의 입력항 으로 양

분한 다음, 이들의 상관행렬을 
 

,


 



, 
 



 그리고,

  


 과 같이 정의 하면, 볼테라 필터의 수렴

성을 결정짓는 식 (9) 의 자기상관 행렬  을 다음과

같이













   


   

 

   

(21)

와 같이 분리 될 수 있다. 단 이 경우 입력신호는

zero mean process 라고 가정한다. 이 경우 볼테라

비선형 필터의 LMS (least mean squares) 알고리듬

의 수렴성은 일반적으로 자기상관 함수의 행렬인

식 (21) 의 고유치 에 영향을 받는다고 알려져 있다.

본 논문에서 제시한 부대역 비선형 필터의 경우, 부

대역 에서의 자기상관 함수가 본 논문에서 해석적으

로 유도 되었으므로, 다음 장에는 위에서 유도한 부

대역의 상관함수의 정리를 이용하여 실제 부대역 비

선형 필터의 가능성과 성능을 해석적으로 분석하고자

한다.

IV. 모의실험을 통한 성능 해석

본 절에서는 앞에서 유도한 성능분석에 관한 식들

을 컴퓨터 모의실험을 통하여 검증하여 본다. 본장

에서는 입력신호가 correlated 신호를 사용하는데 일

반적으로 신호가 correlated 되면 적응 필터의 성능이

매우 저하된다고 알려져 있다. 이 경우 본 논문에서

제시된 부대역 비선형 적응필터가 기존의 비선형 필

터보다 성능이 우수하다는 것을 앞 장에서 제시한 자

기상관 함수로 구성된 부대역 자기상관 행렬의 고유

치 분석을 통하여 증명하고 이를 컴퓨터 모의실험을

통하여 검중하려고 한다. 모의실험에서 사용된 적응

필터의 응용은 시스템 식별 (system identification)

로 그림 4 에 시스템 식별에 대한 개요도가 제시되어

있는데, 적응필터   가 부대역 적응필터이

다. 보통 시스템 식별을 사용하면 입력신호가 white

한 신호를 사용하나, 본 논문에서는 시스템 식별이

Fig. 4 Nonlinear system identification

그림 4. 비선형 시스템 인식
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성능분석이 목적이 아니고 correlated 된 신호에 대한

기존의 2 차의 볼테라 적응필터와 본 논문에서 제시

한 부대역 적응 필터의 transient 한 수렴특성을 분석

하기 위함이다.

모의실험에 사용된 입력신호 x(n)은 상관성이 있는

AR (autoregressive)신호로서 [11, pp. 285—287] 에

서 적응필터의 성능을 분석하기 위한 입력신호

이다. 입력신호는

   (22)

와 같이 2 차의 AR 신호로 발생되는데, 

은 분산이 1 인 백색 가우시안 잡음이다. 앞에서

도 언급하였듯이 고유치분산이 큰 경우가 신호의

상관성이 매우 큰 신호라 할 수 있다. 본 논문에서는

[11, pp285—287] 에서 제시한     

를 사용하였다.

이러한 입력에 대해서 기존의 Volterra 적응필터

와, 본 논문에서 제시한 부대역 적응필터로 시스템의

계수를 추정하는 문제에서 적응필터의 수렴성을 고찰

하였다. 기존의 2차의 볼테라 적응필터와 제안한 부

대역 2 차의 볼테라 적응필터를 실험에서 검증하였

다. 실험에서는 2 밴드의 부대역 볼테라 적응필터를

사용하였고, lower band 의 미지의 시스템  

의 계수는

  
  



 

 
  




  



  

 (23)

와 같은데, 본 실험에서는  = [ 0.5, -0.2, 0.04 ]

와 같은 3 차,   은

 










  
  
  

(24)

와 같다. 위와 같은 시스템을 추정하기 위하여 2 차

의 볼테라 필터을 사용한 경우의 MSE (mean square

error) 에 대한 내용이 그림 5 에 제시되어 있다.

MSE 를 구하기 위해서 seed 값을 바꾼 1000 회의

Monte carlo 모의실험을 진행 하였다. 실험에서는

       를 사용하였다. 그림

에서 보듯이 제안한 부대역 적응필터가 수렴속도가

빠름을 알 수 있다. 다음의 그림 6 에는 부대역 에서

Fig. 5. Mean square error for 2nd order

Volterra filter

그림 5. 2차 적응필터의 mean square error 패턴

Fig. 6. Tracking for the 1st order coefficients

그림 6. 1차 계수의 추정과정

Fig. 7. Tracking for the 2nd order coefficients

그림 7. 2 차 계수의 추정과정
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1차의 적응필터 항이 제대로 시스템의 계수를 추정

하는가를 보는 그림이 제시되어 있다.

또한, 다음의 그림 7 에는 부대역에서 2 차의 적응필

터 항이 제대로 시스템의 계수를 추정하는가를 보는

그림이 제시되어 있다.

두개의 그림에서 보듯이 각 계수가 적절하게 추정됨

을 알 수 있다. 이제 이러한 현상을 해석적으로 설명

하기 위해서 본 논문에서 제시한 부대역 상관 함수로

각 부대역에서 고유치를 구하는 문제를 고찰하자.

식 (22) 의 신호에 대해서, [11, pp. 285-287] 에

의하면 Gaussian 입력  의 분산을 
 이라고 하

면,

   


   





   
    

 





   

 



  

(25)

인데, 여기서  는 방정식 
  

  의

두개의 근이다. 이제 Theorem 1 에 제시된 상관함수

의 식을 식 (25) 대입하여 각 부대역 에서의 고유치

를 계산할 수 있다. 다음의 표 1 에서는 AR3 신호에

대해서, 전대역 신호의 상관함수   와 부대역중

lower band 의 자기상관 함수  를 본 논문에

서 제시한 정리를 이용하여 구한 값이 제시되어 있

다.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

 1.00 0.81 0.35 -0.21 -0.67 -0.87 -0.75 -0.37 0.11 0.54

 0.99 0.35 -0.67 -0.75 0.11 0.76 0.37 -0.43 -0.63 0.00

Table 1. Analytical results for correlation functions

표 1. 상관함수들의 해석적 결과

이러한 자기상관 함수로 부터, × 크기의 자기상

관 행렬











  ⋯
  ⋯
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

 ⋯ 

(26)

를 구한후 고유치를 구할 수 있다. 다음의 표 2 에

는 각 N 에 따른 자기상관 행렬의 고유치가 비교되

어 있다.

N=2 N=4 N=8

FB SB FB SB FB SB

0.1818 0.6359 0.0042 0.0166 0.0028 -0.0084

1.8182 1.3539 0.0227 0.1584 0.0039 0.0249

1.3878 1.438 0.0068 0.0665

2.5854 2.3664 0.0168 0.1489

0.0688 0.3005

0.3075 0.3325

3.031 3.4387

4.5623 3.6553

Table 2. Eigenvalue distribution for full band and

subband signal

표 2. FB(전대역), SB(부대역) 자기상관 함수의

고유치 분포

표 2 에서 보듯이 어느 경우에나 SB, 즉 부대역의

경우 고유치의 분산이 적은 것을 알 수 있고, 이는

앞의 모의실험의 결과인 그림 5 의 빠른 수렴속도를

설명해주는 해석적인 방법이라고 할 수 있다. 즉 일

반적으로 적응필터의 수렴속도는 고유치의 들의 최대

값에 의존하기 보다는 고유치들의 분포하는 값들의

범위가 작을수록 수렴속도가 빠르다는 것이 알려져

있다. 이어한 결과는 최신의 논문 [4] 등의 실험결과

와 잘 일치한다고 볼 수 있다.

VI. 결론

본 논문에서는 선형 적응필터에서 연구되어 오는

부대역 적응필터를 비선형 볼테라 적응필터로 확장하

여 제시하고 이 필터의 성능에 대한 해석적 논의를

주요 내용으로 하였다. 선형 적응필터와 마찬 가지로

입력 신호가 correlated 되어 있을 때 각각의 대역으

로 신호를 분리하면 신호의 decorrlelation 효과를 얻

을 수 있는 것을 쉽게 생각 할 수 있는데 본 논문에

서는 보다 rigorous 한 방법으로 이에 대한 정리를

유도하여 이를 검증할 수 있었다. 모의실험 결과 예

상대로 부대역으로 신호를 분리하는 경우가 수렴속도

가 우수함을 알 수 있었고, 이는 선형 필터의 경우와

유사 하다는 것이 밝혀졌다. 그러나, 비선형 필터의

수렴성에 대해서는 기존의 논문에서도 많은 어려운

점이 있다고 알려져 있기 때문에 아쉽게도 본 논문에
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서는 신호의 상관 함수의 고유치의 분산정도로 이를

해석하는데 그쳤다. 그러나, 실제 응용에서도 특별한

경우에 부대역으로 비선형 적응 필터가 유용하게 사

용될 수 있을 것이라 판단되는데, 최근에 이에 대한

연구가 시작되고 있으니, 이에 대한 추이를 관찰하는

것도 의미 있는 연구가 될 것이라고 판단된다.
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