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3/5-Modular Hadamard-Jacket 칭 행렬

( 3/5-Modular Hadamard-Jacket Symmetric Matrices )
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요  약

본 논문에서는 modular 칭 설계에 해 소개하고 이를 이용하여 Hadamard-Jacket 행렬의 modular 3/5가 존재한다는 것

을 제시한다. 그리고 차 5-modular Hadamard 행렬의 필요충분조건이 ≢ (mod 10)와 ≢ 임을 증명한다. 특히 
Hadamard-Jacket 추측(conjecture)에 한 5-modular 버 을 구한다. 

Abstract

In this paper we introduce modular symmetric designs and use them to study the existence of Hadamard-Jacket 

matrices modulo 3/5. We prove that there exist 5-modular Hadamard-Jacket matrices of order n if and only if ≢  

(mod 10) and ≢ . In particular, this solves the 5-modular version of the Hadamard conjecture.

      Keywords : Modular Hadamard-Jacket matrix, Combinatorial design, Modular symmetric design. 

Ⅰ. 서  론

기본 Hadamard 행렬이나 일반식으로 표 된 

Hadamard 행렬은 수학 으로 많은 분야에 응용되고 

있다
[6∼7]
. 차 기본 Hadamard 행렬은 ×  행렬   

로 나타내고 원소가 ±이며    이다. 여기서 
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는 transpose이고 는 단 행렬을 나타낸다. 

Hadamard행렬은 행과 열이 직교(orthogonal)한다는 

요한 성질을 가지고 있다. 따라서 modular Hadamard- 

Jacket
[21]
 행렬에 해 살펴보면, 계수 이 ≥  와 

같이 주어질 때, 크기가 인 modular Hadamard 

행렬   는 원소가 ±인 ×  행렬로  ≡  

(mod )이다. modular Hadamard 행렬은 첫 번째 행

과 열의 모든 원소들이 1이다. modular Hadamard행렬

은 1972년 Marrero 와 Butson에 의해 처음 소개 되었

고[14], 이들은 이 행렬을 여러 복합설계에 연결시키고 

modular Hadamard를 포함하는 다양한 일반  구조를 

제시했다[5, 12∼13]. 최근 [2]에서 Eliahou와 Kervaire가 

modular Golay 시 스[3]를 이용하여, 4로 나 어질 수 

있는 차 32-modular Hadamard 행렬의 존재를 증명

했다. 그들의 노력은 Hadamard 추측(conjecture)과 

Ryser의 추측으로부터 동기를 얻어 수행되었다. 

Hadamard 추측은 두 배수 짝수 차원의 real Hadamard 

행렬이 존재함을 상한 반면 Ryser는   차원의 

순환 real Hadamard 행렬이 존재하지 않는다고 추측했

(1029)
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다
[18, 21]

. 최근 이 두 추측은 [11]과 [16]의 노력에도 불

구하고 결코 달성이 쉽지 않다는 사실이 밝 졌다. 

modular Hadamard 행렬의 개념이 최근 Jacket행렬

을 연구하는 과정에서 공학 으로 다시 재조명되고 있

다[8]. 특히 [9]에서 암호학과 연결할 수 있는 가능성이 

언 되었다[17, 20]. 본 논문에서 MHJ라는 표 은 

사이즈가 인 modular Hadamard-Jacket행렬을 

나타내며, 차 real Hadamard-Jacket 행렬은 MHJ

으로 나타내었다.  라는 표 은 정수 

 ≥  에 해 최 공약수(greatest common divisor)

를 나타낸다. 

본 논문의 구성은 Ⅱ장에서 기존의 3-modular 

Hadamard-Jacket행렬에 해 살펴보고, Ⅲ장에서 기존 

논문의 결과들을 분석하여 modular Hadamard-Jacket 

행렬의 존재에 해 간단히 언 하며, Ⅳ장에서는 

Marrero의 개념을 정규화하고 modular 칭 설계

를 소개한다. 한 modular Hadamard-Jacket 행렬의 

일반 인 직합(direct sum)형태의 구성에 해 언 하

고, 응용 로서 새롭게 개발된 이론을 사용하여 

5-modular Hadamard-Jacket 행렬의 존재를 결정한다. 

그리고 Ⅴ장에서 결론을 맺는다.

Ⅱ. 기존의 3-Modular Hadamard-Jacket 

행렬[22]

Sylvester Hadamard 행렬은 가장 먼  알려져 있으

며 여 히 요한 Hadamard 행렬이다. Hadamard 기본

행렬은 다음과 같다.

 


 
  



 (1)

Sylvester Hadamard 행렬은 다음과 같이 정의된다. 

  ⊗
 ≥      (2)

여기서 ⊗  는 번의 kronecker를 나타낸다.

Sylvester Hadamard 행렬은 여러 가지로 표 될 수 

있다. 그  한 가지가 행렬의 색인  에 한 2진수 

표 을 사용하고    를  에서의 와  
의 내 이라고 하면, Sylvester Hadamard 행렬  는 

다음과 같이 표 할 수 있다.

   
   

 ≤  ≤    (3)

여기서 와  ,    는 다음과 같다.

,i∀ ∈ ,
    

 

 

     ⋯ 
     

    
 

 

     ⋯ 
  

         ⋯      (mod 2)

           ⊕⊕ ⋯⊕    (4)

로서 × Sylvester Hadamard 행렬은 다음과 같

이 표 할 수 있다.

00,00 00,01 00,10 00,11

01,00 01,01 01,10 01,11

2 10,00 10,01 10,10 10,11

11,00 11,01 11,10 11,11

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

S

< > < > < > < >

< > < > < > < >

< > < > < > < >

< > < > < > < >

⎡ ⎤− − − −
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
− − − −⎣ ⎦

    

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 . (5)

식 (5)의 × Hadamard 행렬을 × 로 확장하면 

다음과 같다. 

7

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

V

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

 . (6)

 × 은 다음과 같다.

7 7

7 3 3 3 3 3 3
3 7 3 3 3 3 3
3 3 7 3 3 3 3
3 3 3 7 3 3 3
3 3 3 3 7 3 3
3 3 3 3 3 7 3
3 3 3 3 3 3 7

V V

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥× = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

  .  (7)

이 때 행렬의 원소를  에서 정의 한다면, 식 

(7)을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

(1030)
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7 7

7 3 3 3 3 3 3
3 7 3 3 3 3 3
3 3 7 3 3 3 3

(mod3)3 3 3 7 3 3 3
3 3 3 3 7 3 3
3 3 3 3 3 7 3
3 3 3 3 3 3 7

V V

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥× = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

      7

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  . (8)

식 (8)은 3-modular Hadamard-Jacket행렬이다. 본 

행렬 응용은 All or nothing 암부호
[17, 20, 22]

와 Massive 

MIMO[23]에 응용될 수 있다.

Ⅲ. Modular Hadamard-Jacket행렬 존재여부 

본 장에서는 modular Hadamard-Jacket(MHJ) 행렬

의 기본 인 결과를 요약하고자 한다. [14]와 [15]에서 

소개되었던 간단한 방법을 이용하면  와  인 
경우 MHJ 행렬이 존재한다는 것을 확신하게 되

었다. 먼  다음과 같은 몇 가지 필요조건들을 염두에 

두면서 시작한다. 기존 표 과 같이 Euler의 totient 함

수는 ( )nϕ 과 같이 나타내기로 한다. 여기서 totient 함수 

( )nϕ 은 1부터 n까지의 양의 정수 에 n과 서로소인 수

의 개수를 나타내는 함수이다. 

정리 3.1 : ([13]의 Corollary 2.1참조)   를 ≥  

인 경우의 MHJ 행렬이라 놓으면 다음이 성립한

다.

(a) 만약 이 짝수이면, 은 짝수이다[13]. 한, 

≡0(mod 4) 이면 ≡0(mod 4)이다.

(b) 만약 이 홀수이고 ≢0 (mod )이면, ≥ 

이다. 이때  ≤ ≤   이고 
( ) 22 mr nϕ −≡ (mod )

이다. 

증명 :   는 정규화(normalize) 되었다고 생각할 수 

있다.   가 의 두 번째와 세 번째 행의 각 

수직 (vertical pair)          

 의 개수라고 놓는다. 정규화에 의해  ≥  이라

는 것을 알 수 있다. 분명히     이다. 

더욱이 첫 번째 3행 내에서 직교조건을 고려해보면 다

음과 같은 계, 즉, ≡  (mod ), 

≡ (mod ), ≡   

(mod ) 와 ≡ (mod )을 발견할 수 있다. 따라

서 이는  의 조건에 맞는다. 반면에 이 홀수

이면 ≢0(mod )처럼 ≡≡≡≡  

( ) 22 m nϕ −
≢0 (mod ) 임을 쉽게 알 수 있다. 따라

서 주장한 로     ≥   이 성립된

다.                                               □

 다른 유용한 조건이 다음정리에서 알 수 있다.

정리 3.2 : ([14]의 Theorem 2.2참조)   가 MHJ

 행렬이라 놓는다. 만약    이고   이 

홀수이면 은 의 평방잉여(quadratic residue)이다. 

증명 :  ≡  (mod )이기 때문에 결국 

det ≡ (mod ) 이다.                     □
    

이제 modular Hadamard 행렬에 해 알아본다.   

는 모든 원소가 1 인 행렬로 정의한다.       

 

정리 3.3 : ([15]의 Theorem 2.3참조) 만약 ≡  

(mod ) 이거나 ≡  (mod ) 이면 MHJ 행

렬이 존재한다. 

증명 : 이 의 배수이거나   가 의 배수이

면, 각각   와   는  MHJ 행렬이다.      □

구형 행렬로부터 Kronecker product를 이용하면 새

로운 행렬을 얻을 수 있다. 본 논문을 통해 변수들 

에 하나는 항상 식(9)과 같은 × Hadamard 행렬이

기 때문에, 보다 일반 인 다음과 같은 정리를 얻을 수 

있다.

 


 
  



   (9)

정리 3.4 : ([15]의 Theorem 2.1참조)   가 MHJ

  행렬이고   는 MHJ  행렬이라 놓으

(1031)
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면 ⊗는 MHJ 이다. 여기서    

 이고, GCD는 최 공약수이다.

증명 : [2]로부터 정수 행렬   와   에 해서 

     와 
    의 계

를 살펴보면 다음 계가 성립함을 알 수 있다.

⊗⊗   ⊗  

       ⊗⊗  .  (10)□

이 결과를 바탕으로  에 해 MHJ 

행렬의 존재를 쉽게 알 수 있다. 

정리 3.5 : ([14],[15]) ≥  인 경우 다음이 성립한

다.

(a) MHJ이 존재하기 한 필요충분조건은   

이 짝수이다.

(b) MHJ이 존재하기 한 필요충분조건은 ≢

5 (mod 6) 이다.

(c) MHJ이 존재하기 한 필요충분조건은 =2 

이거나 이 이 도(doubly even) 이다.

(d) MHJ이 존재하기 한 필요충분조건은 이 

짝수이다.

증명 : 한편으로 (a),(c),(d)와 (b)의 경우에 여기서 설

명한 필요조건들은 각각 정리 3.1과 정리 3.2로부터 나

온 것이다. 반면에 이러한 modular Hadamard-Jacket 

행렬의 존재는 (b)와 (c)에서 ≡(mod 6)의 경우를 

제외하고 정리 3.3을 만족한다. 이와 같은 행렬은 × 

Hadamard 행렬  와 MHJ   의 Kronecker 

product를 취함으로서 구성할 수 있다.

Ⅳ. Modular 결합 설계와 Modular 5 

Hadamard-Jacket 행렬 

본 장에서는 modular 조합 디자인을 소개하고 이를 

이용하여 5-modular Hadamard-Jacket 행렬의 존재를 

살펴본다. 

결과 4.1 : ≡0, 4, 5, 8, 9(mod 10)인 경우 MHJ

(,5)행렬이 존재하고, ≡3, 7(mod 10)인 경우는 

MHJ(,5)행렬이 존재하지 않는다. 

증명 : ≡0, 4, 5, 9(mod 10)인 경우의 MHJ(, 5)

행렬은 정리 3.3에 의해 존재하고, ≡8(mod 10)인 경

우의 MHJ(,5)행렬은 정리 3.4에 의해 MHJ( , 5)

행렬과 × Hadamard 행렬  와 Kronecker 곱에 

의해 얻어지며 존재함을 알 수 있다. 반면에  ≡3, 

7(mod 10)에 해서는 정리 3.2에 의해 존재하지 않는

다는 것을 알 수 있다.                               □

나머지의 경우는 간단치 않은 문제가 남아 있으며, 

특히 ≡1, 6(mod 10)인 경우는 정리 3.1에 의해 존재

하지 않는다는 결과를 알 수 있다.  

제 4.1 : ≡  ≥  인 경우 =5, 10, 15, ⋯에 

한 행렬 은 다음과 같다.    

5

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

과 

10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ,

은 모두 MHJ(,5)행렬이다.

제 4.2 : ≡  ≥  인 경우 =4, 9, 14, ⋯

에 한 행렬     은 다음과 같다.    

4 4

1 1 1 1
1 1 1 1

[ 2 ]
1 1 1 1
1 1 1 1

J I

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥− =

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 .

 행렬의 역행렬은

(1032)
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1
4 4

1 1 1 1
1 1 1 11[ 2 ]
1 1 1 14
1 1 1 1

J I −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥− =

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 .

 행렬은 Circulant Jacket 행렬이 된다.

이차방정식 
2 (n 2) 1 0α α+ − + = 에서 근(根) 은

 
2(n 2) (n 2) 4

2nα
− − ± − −

= , 4n ≥  .

Identity 행렬과 1로된 Jacket 행렬을 더하면 Circulant 

Jacket 행렬이다. 

이 때, ( 1) In n nP Jα= − +  . 이 때, 4 1α = − 이다.
즉,

4

1 0 0 0
0 1 0 0

,
0 0 1 0
0 0 0 1

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  4

1 1 1 1
1 1 1 1

.
1 1 1 1
1 1 1 1

J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Circulant Jacket 행렬 P는 다음과 같다. 

1 1 1 1
1 1 1 1

.
1 1 1 1
1 1 1 1

P

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

×   행렬과 역행렬은 다음과 같다.

 9 9

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

[ 2 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

J I

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− = −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

.

1
9 9

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1[ 2 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

J I −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− = −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

.

는 모두 MHJ(  5)행렬이다. 

제 4.3 : ≡  ≥  인 경우 =8, 18, 28, 

⋯에 한 행렬   은 다음과 같다.

2 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

( 2 )
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

H J I

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⊗ − =
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

. (11)

과 2 9 9( 2 )H J I⊗ − 는 모두 MHJ(  5)행렬이다. 

결과 4.2 : ([15], 정리 3.1참조) MHJ(6,5)행렬과 

MHJ(11,5)행렬은 존재하지 않는다.

증명 : 정리 3.1로부터  와 =6, 11의 경우는 

≥ 의 조건에 배되기 때문에 존재하지 않음을 알 

수 있다.                                         □

따라서 ≡1, 2 는 6(mod 10)인 경우의 MHJ(,5)

행렬을 구성하는 것이 실제로 풀어야할 문제이다. 흥미

로운 modular Hadamard 행렬의 를 얻기 해 [5], 

[13], [14], [15]에서 사용되었던 결합설계(combinatorial 

design)를 이용할 수 있다. 그러나 조  진 된 단계로

서 다음과 같은 modular block 설계를 택할 수 있다.  

정의 4.1 : ([12] 참고)  ≥  는 정수라 놓는다. 

만약 ≡  (mod )과 ≡≡   

(mod )의 조건을 만족하는 정수 와  가 주어질 때, 

(1033)
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원소가 0 는 1인 × 행렬 는 -modular 이다.

즉, 각 행과 열에서 1의 수가 (mod )개와 일치하

고, 두 개의 서로 다른 행 사이에 수직  의 수가 

(mod )개와 일치할 때, 는 -modular 칭설계

라는 의미이다. 따라서 어떠한 칭  설계이든 

모든  인 경우에 해  설계에 해당한

다. 다른 는 modular 차집합(difference set)[12]로부터 

얻을 수 있다. 그러나 modular 차집합으로부터 생성된 

modular 조합 설계는 행과 열에 같은 1의 개수를 갖기 

때문에 제안된 개념의 특수한 경우를 구성할 수 있다. 

칭 설계에 한 일반 이론은 [1]에 제시되어 있다. 

제를 들면, 

제 4.4 : A(3,2,1) 설계

0 1 1
1 0 1
1 1 0

D
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ .                       

    

    




  
  
  









  
  
  




  .               (12)

제 4.5 : A(7,2,1) 설계

1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1

D

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.

         .                 (13)

제 4.6 : 행벡터 [ ]1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

의 순환치환(cyclic permutation)에 의해 생성되는 

(13,4,1) 설계 에 해 생각해본다. 다음은 (26,1,2;5)는




   
   




 .

≥ 라 놓고 정규화된 MHJ()에 해 생각해보

면, 첫 번째 행과 열을 제거해 의 핵(core)을 얻는다. 

약간의 가정을 추가하면 다음과 같은 특수 라미터를 

갖는 의 핵으로부터 m-modular 설계를 얻을 수 있다.

정리 4.1 : ≥      이라 놓는다. 만약 

핵을 로 표시할 때 가 정규화된 MHJ(,)이라면 

( ) / 2D C J= + 는 
( ) 1 ( ) 2( 1,2 ( 2),2 ( 4); )m mn n n mϕ ϕ− −− − − .

증명 : 먼  정리 3.1에 의해 은 자연 홀수이다. 

   이므로  ≡ ≡  이다. 특히 의  

열은 으로 직교이다. 즉 ≡≡  (mod )이

고 따라서 ≡ ≡  ≡     (mod 

)임을 알 수 있다. 

두 번째로  ≡  (mod )이기 때문에 따라

서             

 ≡    (mod )이다. 

결국 이 정리는  와  에 ( ) 12 mϕ − 과 
( ) 22 mϕ −

을 각각 곱하여 얻어진 결과임을 알 수 있다.        

결합설계는 제안기법에 아주 유용한 방법이다. 따라

서 다음과 같은 간단한 정리를 제시할 수 있다. 

정리 4.2 : ([15]의 정리 2.5 참고) 를  설

계라 놓으면, ≡   (mod )인 경우 행렬  

는 MHJ()이다.

증명 :     ≡      

≡  (mod ).                              

제 4.7 :      이       설계라 놓

는다.                

≡(mod 5) 이면     일 때       는 

MHJ(  )이다. 

        

제 4.8 :   설계,  은 존재한다. 따라서 

     ⋅ ⋅≡  ≡     (mo 

d 5)이기 때문에  MHJ()가 존재한다. 

 설계, 은 존재한다. 따라서 

     ⋅ ⋅≡  ≡     (mod 

5)이기 때문에  MHJ( )가 존재한다.

 설계, 은 존재한다. 따라서 

     ⋅ ⋅≡   

≡(mod 5)이기 때문에  MHJ()가 존재한다. 

(1034)
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(16,6,2)설계는 다음 행렬과 같다. 

  

  

0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

따라서 MHJ( )는 다음 행렬과 같이 나타 낼 수 

있다.

[MHJ( )]=

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

− − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

[MHJ( )]-1=


  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

− − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −
− − − − − − − − − −
− − − − − − − − −
− − − − − 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

즉 [MHJ( )]와 [MHJ( )]-1은 크기만 다를 뿐 

같은 행렬이기 때문에 송신과 수신이 일치한다는 장

이 있다.

그러나 결합 설계를 얻어내는 것이 쉽지가 않아서 정

리 4.2의 응용은 다소 제한되어 있다. 보다 강력한 설계

방법을 얻기 해 다음과 같은 두 개의 -modular 구

성방법을 결합한다. 

정의 4.2 : 과 를 각각  과 
 의 설계라 하자. 그러면 ⊕ 로 표시

되는 이들의 직합은 사이즈가    인 다음과 같은 

블록행렬이다. 




 


 

  
.

modular 설계의 직합은 일반 인 직합이 아님을 잊지

말아야한다. 그럼에도 불구하고 두 modular 설계의 직

합이 modular Hadamard 행렬에 이르는 경우에 해 

설명이 필요하다.

정리 4.3 :   ≥  라 놓으면 과 는 각각 
 과  의 설계라 할 수 있다. 

따라서 ⊕   는 다음을 만족하면  MHJ

(    )이다.

 ≡       (mod ), (14)

 ≡    (mod ), (15)

   ≡  (mod ). (16)

 

증명 : 이 공식들은 행렬 ⊕   의 행들이 

직교한다는 조건과,   ≥  이고  인 경우에 

해 행렬   와   가 선형 으로 직교한다는 사실로부

터 직  도래되었다. 따라서 다음 사실이 유지되어야 

한다는 것을 쉽게 알 수 있다.

       ≡   (mod ),

         ≡   (mod ),

         ≡   (mod ).

결국 원하는 결과는 약간의 조정을 통해 달성된다.  

이해를 돕기 해 다음과 같은 제를 더 제시한다.

제 4.9 : 여기서 MHJ() 행렬을 구성해보자. 먼

 정리 4.3에 의해 MHJ()로 주어지는  

⊕   에 해 생각해보면, 이 행렬의 핵은 

정규화 된 후 정리 4.1에 의해  가 된다. 마지

막으로 ⊕    를 이용하면 원

하는 MHJ() 행렬을 얻게 된다.

(1035)
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이제 MHJ()을 구성해본다.

제안 4.1 : 필요충분조건 ≠  을 만족하면 차수 

≡(mod 5)인 MHJ()행렬이 존재한다.  

증명 :         이면 정리 3.4를 통

해 차수가   인 행렬   를 4배하여 MHJ

(  )를 얻을 수 있다는 사실에 해 찰해본

다. 이제 이 행렬들을, 보다 정확하게는, 라미터가 

   인 5-modular 설계에 해당하는 행렬

들을 사용한다. 정리 4.3을 참고하여 MHJ(  ), 

MHJ(  ), MHJ(  )을 얻기 해 각

각 디자인 (26,1,2;5), (16,6,2)와 (91,81,72)를 직합한다. 

첫 번째 modular 디자인은 제 4.6에 제시되어 있고, 

두 번째 디자인은 사이즈가 16인 Menon 디자인이며, 

세 번째는 사이즈가 91인 투사면의 보(complement)이

다[1]. 

마지막으로 차수의 경우에 해 알아본다. MHJ

()는 × 행렬     이고, MHJ()와 MHJ

()은 결과 4.2에 의해 존재하지 않는다. MHJ()

와 MHJ()는 각각 (21,5,1) 디자인과 정리 4.2를 통

해 제 4.6에 제시된 (26,1,2;5)디자인으로부터 구성될 

수 있다. MHJ()와 MHJ()는 정리 4.3을 통해 

⊕  와 ⊕  의 

직합에 의해 구할 수 있다. 5-modular 디자인 

(20,2,3;5)는 정리 4.1에 의해 MHJ()의 핵으로부터 

얻을 수 있다. 마지막으로 MHJ()은 제 4.8에서 

구성되었다.                                        □

제안 4.1로부터  MHJ(  )행렬의 존재는 가 

짝수일 때 가능함을 알 수 있으며 가 홀 수 일 때는 

정리 3.2에 의해 존재가 불가능하다.

제안 4.2 : 모든 ≡(mod )에 해서 MHJ()

행렬은 존재한다.

증명 : MHJ(  )와 MHJ(  )행렬은 

정리 3.4를 통한 제안 4.1의 MHJ(  )와 MHJ

(  )행렬을 각각 2배하여 얻어질 수 있다. 반면

에 MHJ(  )행렬은 정리 3.4를 통해 MHJ

(  )행렬을 8배하여 얻을 수 있다.           □

지 까지 5-modular Hadamard 행렬의 존재에 해 

서술했고 다음과 같은 결과를 얻었다. 

 

결과 3.3 : 결과 4.1과 제안 4.1, 제안 4.2로부터 필요

충분조건 ≢ 와 ≢을 만족하면 MHJ()

이 존재한다.

결과 3.4 : ≥ 인 경우에 해 차원의 5- 

modular Hadamard 행렬이 존재한다.

Ⅴ. 결  론 

본 논문에서는 modular 칭 설계에 해 소개하고 

이를 이용하여 Hadamard 행렬 modular 5가 존재한다

는 것을 증명했다. 그리고 차 5-modular Hadamard 

행렬의 필요충분조건이 ≢ (mod 10) 와 ≢

임을 증명했다. 특히 Hadamard 추측에 한 5-modular 

버 을 구했다. 따라서 5-modular Hadamard 행렬이 

존재할 것이라는 추측이 사실임이 확인 되었다. 한 

본 논문에서 제시한 새로운 툴과 아이디어는 보다 큰 

값에 해서도 MHJ()행렬의 존재를 결정하는데 

크게 기여를 할 것임을 알게 되었다. 이 5-modular 

Hadamard 행렬은 massive MIMO에서 많은 안테나가 

요구되고 있는 안테나 설계나 All-or-Nothing 암부호 

설계에 이용할 수 있다.
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