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The concept of the natural frequency is useful for understanding the characters of oscillating systems. However, when a circular 

cylinder floating horizontally on the water surface is heaving, due to the hydrodynamic forces, the system is not governed by the 

equation like that of the harmonic one. In this paper, in order to shed some lights on the more correct use of the concept of the natural

frequency, a problem of the heaving circular cylinder is analyzed in the frequency domain. Previously, it was thought that the theory of

Ursell (1949) could not be used to get the added mass and wave-making damping for short waves, however, they were obtained by 

applying an accurate collocation method to the theory in this study. Using the so developed numerical method, we found the added 

mass and wave-making damping of the circular cylinder for the entire range of the frequency. Then, the MCFR(Modulus of Complex 

Frequency Response) was used to locate the frequency corresponding to the local maximum of MCFR and we define it as the natural

frequency. Comparing our results with the previous investigation, we found that the pressure distribution on the cylinder gets close 

asymptotically to that of a cylinder in infinite fluid OR close to that of the cylinder, that the approximation of the natural frequency by

Lee (2008) is different from our new value only by 0.64%, and that the approximation of the heaving system by an equivalent damped

harmonic oscillation is not proper by the reason that is clearly shown from the comparison of the shape of the corresponding MCFRs.
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1. 서 론
자유수면 상에서 상하동요하는 2차원 원주의 부가 질량(added 

mass)에 대한 연구는 많은 연구자들에 의해 이루어져 왔지만 부
유체 운동과 관련하여 매우 중요한 개념 중의 하나인 고유진동수
(natural frequency)에 대한 정확한 정의는 확립되지 않았다.

통상적으로 고유진동수는 다음과 같은 질량-스프링 계(spring 
-mass system)에 대해 정의된다. 

    (1)

여기서 은 물체의 질량, 는 복원력 상수, 는 운동의 

변위이며, 고유진동수, 은 다음과 같이 정의된다.

   (2)

수면 상에 수평하게 떠 있는 원주가 상하동요하는 경우, 고유
진동수에 대한 정의는 주파수 영역 또는 시간 영역 해석을 통해 
시도할 수 있으며, 본 연구에서는 주파수 영역 해석을 사용하여 
고유진동수를 정의하기로 한다. 먼저 운동방정식은 다음과 같다.

   (3)

여기서 는 부가 질량, 는 조파 감쇠(wave-making damping)
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이며, 는 복원력상수이다. 위 운동방정식에 포함된 와 는 
진동수의 함수이므로, 질량-스프링 계에 대한 고유진동수의 정의
를 그대로 사용하기는 곤란하다. 따라서 본 연구에서는 식 (3)의 
운동방정식으로부터 MCFR (Modulus of Complex Frequency 
Response)을 얻고, MCFR의 국부최대값이 발생하는 진동수를 고
유진동수로 정의하였으며, 관련하여 얻어진 수치해석 결과를 기
존의 연구 결과들과 비교 고찰하였다.

강제 상하동요하는 2차원 원주에 대한 기존연구 중, Ursell  
(1949)의 부가 질량과 조파 감쇠에 대한 연구는 그 기원으로 볼 
수 있다. 하지만 진동수가 클 경우, 수치적으로 안정된 결과를 얻
지 못하여, Ursell (1953)은 적분 변환 방법을 사용하여 진동수가 
큰 영역에 대한 연구를 수행하였다. 이 결과를 이용하여 Ursell  
(1959)은 진동수 전 범위를 포함하는 부가 질량과 조파 감쇠에 
대한 결과를 주었다. 또한 수면파에 대한 선형이론의 신뢰도에 
대한 검증을 위해 Yu and Ursell (1961)은 강제 동요 실험을 수
행하여 기존의 이론 계산과 실험 결과가 잘 일치함을 보였다. 또 
Porter (1961)는 부가 질량과 조파 감쇠에 대한 전반적인 이론을 
다루었으며, 상하동요하는 2차원 원주 주위의 압력 분포에 대한 
연구와 강제 동요 실험을 수행한 바 있다. 상하동요하는 2차원 
원주의 고유진동수에 대한 연구는 Lee (2008)이 있다.

본 연구에서는 Ursell의 이론을 사용하여 진동수가 큰 영역에 
대해서도 부가 질량과 조파 감쇠의 값을 수치적으로 안정된 결과
를 얻을 수 있음을 보였다. 나아가, 진동수의 함수로 주어지는 부
가 질량과 조파 감쇠를 모두 고려하여 정의되는 고유진동수를 얻
었고, 또 원주의 상하동요를 감쇠 조화 동요로 근사하는 경우, 그
에 상응하는 MCFR을 위에서 얻어진 MCFR과 비교하여 그 문제
점에 대해 비교, 고찰하였다. 

2. 문제의 정식화
2.1 좌표계

좌표계는 Ursell (1949)과 동일한 좌표계를 사용하였으며 Fig. 
1에 보였다. 축은 자유수면에 수평한 방향, 축은 연직 하방을 
향하는 직각 좌표계(rectangular co-ordinate system)로 잡고, 반
경이 인 원주는 평형 상태에서 하반부가 유체에 잠겨 있다고 가
정한다. 좌표계의 원점은 평형 상태에 있는 원주의 중심과 일치
한다고 가정하고, 는 극 좌표계(polar co-ordinate system)
이며, 는 축으로부터 반시계 방향으로 잰 각도이다. 
 
 는 점 로 정의한다.

원주의 상하동요는 다음 식으로 주어지며,
 cos  (4)
여기서 , 는 각각 진폭과 진동수이며, 은 상하동요와 방사파
의 위상차로 미지량이다. 

상하동요하는 2차원 원주 주위의 유동은 이상 유체의 비회전
성 유동으로 가정하고, 속도 포텐셜(velocity potential) 를 도입
하였다. 그리고 유동은 좌우 대칭성을 가지므로, Fig. 1에 보인 
바와 같이 제 1사분면만을 고려하기로 한다.

Fig. 1 co-ordinate system

2.2 경계치 문제
자유수면 상에서 상하동요하는 2차원 원주에 대한 경계치 문

제는 아래와 같다.

1) 연속방정식

∇∙

 ∇ 


 


 
    에서. (5)

속도 포텐셜은 다음과 같이 주어지는 유체 영역의 경계인 자유수
면과 물체표면 상에서의 경계조건 또한 만족해야 한다.

2) 선형화된 자유수면 경계조건



 ,   에서. (6)

여기서   이고, 는 파수이다.

3) 물체 경계조건



 
 cos ,   에서. (7)

물체 경계조건을 보다 쉽게 만족시키기 위해 속도 포텐셜을 유량 
함수(stream function)로 바꾸어 생각하면 다음과 같은 경계조건
을 얻는다.

     
 sin  sinsin . (8)
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4) 바닥 조건
수심이 무한한 경우, →∞일 때 유동이 무시할 만큼 작다는 

바닥 조건(bottom condition)을 만족해야 한다.
∇→, →∞일 때. (9)

5) 방사 조건
2차원 원주의 상하동요에 의해 생성된 파도는 원주로부터 먼 쪽

으로 전파된다는 방사 조건(radiation condition)을 만족해야 한다.

3. 이론적 해석
3.1 속도 포텐셜과 유량 함수

  sin ,   에 대하여 복소 변수(complex 
variable) 를 도입하면 다음과 같고,
       (10)
위 식을 이용하면 다음 관계를 얻는다.










cos

 

sin (11)

위 식의 실수부와 허수부는 각각 식 (5) Laplace 방정식의 해인 
조화 함수(harmonic function)이므로, Laplace 방정식을 만족하
는 속도 포텐셜을 다음과 같이 가정할 수 있다.

  cos
  

∞


 
 cos

 sin
  

∞


 
 cos

(12)

여기서 과 은 미정 계수이다. 이 속도 포텐셜을 선형화된 
자유수면 경계조건에 대입하고 다음의 정의를 도입하면,



≡ 






cos

 


 

cos  



(13)

속도 포텐셜, 식 (12)는 다음과 같이 바꾸어 쓸 수 있다.

  cos 
  

∞

  sin
  

∞

 (14)

위 식은 →∞일 때, 방사 조건을 만족하지 않기 때문에 원

점에 세기 의 맥동 특이점(pulsating source)을 놓아 방사 조건
을 만족시키면 다음과 같은 속도 포텐셜을 얻는다.

  cos 
  

∞

  sin
  

∞



 cos  sin

(15)

여기서 , 는 맥동 특이점에 대한 속도 포텐셜로부터 주어지
며, 보다 자세한 사항은 Lee (2012)를 참고하기 바란다. 

단위세기의 맥동 특이점으로부터 발생하는 방사파의 진폭은 

 이므로, 방사파의 진폭을 라고 하면, 맥동 특이점의 세기

는   
 로 취해야 하며, 이를 식 (15)에 대입하여 다음을 얻

는다.

  cos 
  

∞

  sin
  

∞





cos  sin

(16)

또한 과 을 다음과 같다고 하면,

  

 ,   


 (17)

속도 포텐셜은 다음과 같이 쓸 수 있다.



  cos  

  

∞


 sin  

  

∞



(18)

여기서 과 은 미정 계수로 아직 만족하지 않은 물체 경
계조건을 만족하도록 결정되어야 한다.

물체 경계조건을 만족시키기 위하여 속도 포텐셜을 유량 함수
로 바꾸어 나타내기로 하면, 유량 함수는 속도 포텐셜의 공액 함
수(conjugate function)이므로, 다음과 같이 얻는다.



  cos  

  

∞


 sin  

  

∞



(19)

여기서 , 는 맥동 특이점에 대한 유량 함수로부터 주어
지며, 은 의 공액 함수이다. 보다 자세한 사항은 Lee  
(2012)를 참조하기 바란다.
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점 에서 물체 경계조건은 다음과 같다.



      cos sin

 

cossin sincos

(20)

여기서   로 무차원량이며, 와 는 각각 다음 식으로 
주어진다.

 sin  
  

∞



 
  

(21)

 cos


∞


 
 



  
  

∞



 
  

(22)

한편 식 (20)으로부터 와 에 대하여 다음을 얻고,

 
 sin,  

 cos (23)

방사파의 진폭과 상하동요하는 2차원 원주의 진폭의 비, 은 
다음과 같이 얻는다.



 

 (24)

위에서 얻은 결과를 물체 경계조건에 대입하여 다음을 얻는다.

cos 
  

∞


 sin 

  

∞



(25)

 sin ×



cos sin    
∞



 
  


 sin      

∞



 
  








위에서 cos, sin는 선형 독립이므로 다음 식들이 각각 성
립하여야 한다.


 

∞

   sinsin (26)


 

∞



   cos 


∞


 
 

sin

(27)

여기서 은 다음과 같다.
 (28)

 
   sin  sin  sin

식 (26)과 (27)의 좌변은 각각  , 을 포함하는 무한급수
이다. 본 연구에서는 경계조건을 많은 수의 점에서 만족시켜 수
치해를 구하는 공치법(collocation method)을 사용하였으며, 그
와 같은 점, 즉 공치점(collocation point)의 수, 의 증가에 따
른 오차해석을 수행하여 부가 질량과 조파 감쇠에 대한 안정적인 
수치 결과를 얻었다.

3.2 압력계산
부가 질량과 조파 감쇠를 얻기 위해서는 물체표면에서의 압력

을 계산하여야 한다. 비정상 유동에 대한 베르누이 방정식으로부
터 압력은 다음과 같이 얻을 수 있다[Ursell (1949)].

    
 







sin  

  

∞


 cos  

  

∞











  

(29)

여기서 과 을 다음과 같이 정의하면,

    
  

∞

 ,     
  

∞

 (30)

식 (29)는 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.

    

 cos sin (31)

3.3 압력적분과 부가 질량
압력의 연직방향 성분을 적분하여 연직방향으로 작용하는 힘 
를 다음과 같이 얻을 수 있다.

 


 cos  sin (32)

여기서 와 는 다음과 같다.



이동엽․ 이승준

JSNAK, Vol. 50, No. 2, April 2013 115

 




 cos

 cos 
  

∞

 cos

    (33)

 




 cos

  cos 
  

∞

 cos

(34)

부가 질량과 조파 감쇠를 얻기 위해서는 식 (32)로 주어지는 
연직방향의 힘을 상하동요의 가속도 성분과 속도 성분으로 분해
(decompose)해야 한다. 

 


 cos  sin




 


(35)

위 식으로부터 부가 질량과 조파 감쇠를 다음과 같이 얻는다.

  
 , (36)

  
 

원주의 질량  이므로, 부가 질량계수 와 조파 
감쇠계수 는 다음과 같다.

  


 

 
 , (37)

 

 

 
 

3.4 고유진동수
외력이 작용하지 않는 가운데 상하동요하는 2차원 원주의 주

파수 영역에서 운동방정식은 다음과 같다.

   (38)
여기서, 은 원주의 질량, 는 부가 질량이며, 는 조파 감
쇠,   로 복원력 상수이다.

운동방정식, 식 (38)을 보면 상하동요하는 2차원 원주의 고유
진동수는 부가 질량과 조파 감쇠를 알아야 결정되는데, 먼저 부
가 질량과 조파 감쇠의 영향을 고려하지 않았을 때의 고유진동수, 
즉 원고유진동수(pre-natural frequency)는 다음과 같이 정의할 
수 있다.


 



 


 (39)

에 상응하는 무차원 파수 는 다음과 같다.

 



 

≅ (40)

부가 질량만을 고려한 고유진동수 는 Lee (2008)로부터 다음
과 같이 정의할 수 있으며,


 







(41)

원고유진동수로 무차원화한 고유진동수, 는 다음과 같다.

  

 (42)

부가 질량과 조파 감쇠를 모두 고려하여 상하동요하는 2차원 
원주의 고유진동수를 정의하기 위해 먼저 MCFR을 고려하면, 
MCFR, 는 다음과 같다.


  


 






  







(43)

여기서   
 이며, 





  라고 하면 무차원화된 

MCFR,  는 다음과 같이 쓸 수 있다.

 







 (44)


 

 를 만족하는 값을 이라고 하면, 그 값은 수치 
계산 결과로부터 직접 구할 수 있다.
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4. 계산 결과
4.1 수치 계산 검증

수치 계산을 통해 얻은 계산 결과가 얼마나 큰 오차를 가지는
지를 확인하기 위해 일-에너지 원리를 이용하여 수치 계산 오차, 
를 다음과 같이 정의한다.

  
  

 ×   (45)

에 대한 Ursell의 계산 범위,  ≤ 에서는 수치적으로 안정된 
오차를 얻을 수 있었으며,   까지 확장된 범위에 대한 오
차를 구하기 위해 공치점의 수,   에 대하여 계산
을 수행하였고, 그 결과를 Fig. 2에 보였다.   에 대한 계
산은 공치법과 최소 자승법을 이용하여 얻었으며, 최소 자승법을 
사용하여 얻은 결과가 공치법을 사용하여 얻은 결과보다 작은 오
차를 가지는 것을 확인하였다. 그러나 계산 시간이 오래 걸린다
는 단점이 있기 때문에 이후 계산은 공치법을 이용하였으며, 
  에서 계산 결과가   에 대해   로 만족
할만한 값을 주었으므로, 본 논문의 계산은   으로 취하
여 수행하였다.

Fig. 2 Error vs. 

4.2 계수 과 
계수 과 의 수치 계산 결과는 Fig. 3과 4에 보였다.

Fig. 3   vs. 

Fig. 4   vs. 

Fig. 3과 4에서 수평축   
 이며,   을 기준으로 

하여 좌우로 수직축의 크기를 다르게 나타내었다. 수치 결과로부
터 와 가 지배적이며, →∞일 때, 다음과 같은 점근식으
로 나타낼 수 있는 것을 확인하였다.

～

sin, ～ 


cos (46)

와 에 대한 수치 계산 결과는   에 대해서도 수렴
하는 결과를 얻을 수 있으므로, 의 증가에 따른 계수 와 
에 대하여   ,    

 일 때, 수렴성을 Fig. 5와 6에 
보였다.   일 때, 와 가 일정한 값으로 수렴하는 것
을 확인할 수 있으며, 공치법을 사용하여 주어진 의 구간에 대
해 계산을 수행할 경우,   으로 계산을 수행해야 수렴된 
결과를 얻을 수 있다. 

Fig. 5 Convergence of 

Fig. 6 Convergence of 

4.3 계산 결과

에 대한 계산 결과는 Fig. 7에 보였다.
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Fig. 7  vs. 
위 그림은 수평축의 값이 일 때를 기준으로 좌우의 수평축을 다
르게 나타내었으며, 수치 계산 결과로부터 은 ≃ 에서 
국부 최대값 ≃ 를 가지는 것을 확인할 수 있으며, 
에 대한 점근식은 수치 결과로부터 다음과 같이 얻는다.

→, 

 

 ～ (47)

→∞ , 

 

 ～
 (48)

4.4 부가 질량계수와 조파 감쇠계수
부가 질량계수 에 대한 계산결과는 Ursell (1959)의 계산 결

과와 비교하여 Fig. 8에 나타냈다. Fig. 8은 Fig. 7과 같이 수평축
의 값이 일 때를 기준으로 좌우의 수평축을 다르게 나타내었으
며, Ursell의 결과와 전반적으로 일치하는 것을 볼 수 있다. 하지

Fig. 8  vs. 

Fig. 9   vs. ; including Porter (1961)

만 Ursell의 경우 →∞에서 수치 계산 상의 문제로 적분 변환 
방법을 이용하여 문제를 풀었으나 본 연구에서는   을 사
용하여 수치계산을 통해 정확한 결과를 얻을 수 있었다. 

조파 감쇠계수 에 대한 계산 결과는 Porter (1961)의 계산 
결과와 비교하여 Fig. 9에 나타냈다. 조파 감쇠계수의 수치 계산 
결과 또한 Porter의 수치 계산 결과와 잘 일치하는 것을 확인할 
수 있다.

4.5 상하동요하는 2차원 원주의 고유진동수
주파수 영역에서 부가 질량만을 고려한 고유진동수는 식 (41)에

서 정의한 대로 다음과 같다.


 







(41)

를 얻기 위해 반복법을 사용하기로 하면, 반복자(iterator)는 
다음의 식으로 주어지고, 

 
 




(49)

반복자를 사용하여 얻은 계산 결과는 다음과 같다.
   (50)
즉 부가 질량만을 고려한 고유진동수 는 원고유진동수에 비하
여 20.81% 감소한 결과를 얻었다.

부가 질량과 조파 감쇠를 모두 고려한 고유진동수는 MCFR을 
이용하여 정의할 수 있으며, 상하동요하는 2차원 원주에 대한 
MCFR을 Fig. 10에 보였다.

Fig. 10    &   vs. 
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앞의 그림에서  는 식 (44)에서 정의한 무차원화된 MCFR이
며,  은  가 국부 최대값을 가지는 에서의 부가 질량과 
조파 감쇠를 이용하여 상하동요를 감쇠 조화 동요로 근사하였을 
때 얻어지는 MCFR로 다음과 같다.


 





 

 (51)

여기서   ,   으로 상수이며, 식 
(43)에서의 , 는 의 함수라는 차이를 가지며, 수
치 계산 결과를 사용하여 얻은 

 
 인 진동수와 






인 진동수는 다음과 같다.
  ,    (52)
Fig. 10에서 2차원 원주의 상하동요와 이를 감쇠 조화 동요로 근
사한 경우의 MCFR을 비교하면, MCFR의 형상이 의 전 범위에 
걸쳐 다르며, 고유진동수는 이 에 비해   작은 값
을 가진다.

한편, 기존의 대부분의 연구에서 상하동요하는 2차원 원주의 
고유진동수를 감쇠 조화 동요로 근사하여 정의하고 있는 점을 고
려하여 다음과 같은 운동방정식을 사용하여 근사에 대해 고찰해 
보기로 한다.

 
   (53)

여기서   이며, 위 식에 대한 MCFR은 다음과 같다.




  
 (54)


의 국부최대값을 주는 는 다음 식으로부터 얻는다.




      (55)

여기서      이다.
식 (55)를 에 대하여 정리하면 다음 식을 얻는다.

  
   (56)

감쇠비 를 얻기 위해 위 식에 대한 수치 계산을 수행하였으나, 
계산결과는 모든 진동수에 대하여   이 아니므로, 위 
MCFR을 만족하는 감쇠비 는 존재하지 않는다고 볼 수 있다.

위에서 상하동요 운동에 대한 감쇠 조화 동요의 감쇠비를 얻을 
수 없었으므로, 부가 질량만을 고려한 고유진동수를 기준으로 취

하여 운동방정식을 다시 고려하면, 그 운동방정식은 다음과 같다.


   (57)

여기서   ,   이며, 위 운동방정식
을 로 나누어 다음을 얻는다.
 


   (58)

여기서  



,  
 이므로, 감쇠비는 

다음과 같이 얻는다.

  




  (59)

식 (58)에 상응하는 무차원 MCFR은 다음과 같다.








  



 
 



 (60)

위 식을 상하동요하는 2차원 원주에 대한 MCFR과 비교하여 Fig. 
11에 보였다.






 인 진동수는 다음과 같다.

   (61)

Fig. 11로부터  와 는 그 형상이 근본적으로 다르며, 고유
진동수는 가 에 비해   작은 값을 가진다.

Fig. 11    &   vs. 
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따라서 상하동요를 감쇠 조화 동요로 근사하는 경우, 고유진동수
와 감쇠비는 정확한 의미에서 원래의 상하동요를 기술한다고 보
기 힘들다는 것을 알 수 있다.

주파수 영역에서의 고유진동수를 Table 1에 정리하였다.

Table 1 Comparison of  ’s; from frequency-domain
   

Values 0.7970 0.7919 0.7531 0.7707
 20.3% 20.81% 24.69% 22.93%

 0% 0.64% 5.51% 3.29%

부가 질량과 조파 감쇠를 모두 고려한 MCFR을 이용하여 얻은 고
유진동수, 은 부가 질량만을 고려한 고유진동수, 와 
0.64%의 차이를 보이며, 감쇠 조화 동요로 근사한 고유진동수, 
 , 는 각각 5.51%, 3.29%의 차이를 가진다.

5. 결 론
본 연구에서는 상하동요하는 2차원 원주에 대해 Ursell의 이론

에 입각하여   으로 취한 공치법을 사용하여 진동수의 전 
범위에 대한 부가 질량과 조파 감쇠를 얻었다. 얻어진 부가 질량
과 조파 감쇠로부터 MCFR을 얻고, 그 국부최대값에 상응하는 진
동수를 고유진동수로 정의하여 다음과 같은 결론을 얻었다.

위에서 정의한 무차원 고유진동수, 은 부가 질량만을 고려
한 고유진동수, 와 거의 일치한다. 상하동요를 감쇠 조화 동
요로 근사하는 감쇠비는 원고유진동수로 무차원화 하는 경우, 그 
값이 존재하지 않으며, 로 무차원화 하는 경우,  0.1612를 
얻었다.
와 를 얻기 위해 필요한 계수 과 은 와 가 

지배적이며, 계수들의 수렴성을 확인한 결과, 공치법을 사용하는 
경우,   이어야 하며, 오차 해석을 통해  ≥ 인 경우 
만족할 만한 정확도를 얻을 수 있으므로, 본 연구에서는  
으로 취하여 계산을 수행하였다.

위와 같은 방법을 사용하여 얻은 와 는 Ursell (1959)의 
결과와 전반적으로 일치함을 확인하였다. 그는 →∞인 경우, 
급수전개법으로는 수치상 안정된 결과를 얻을 수 없었으므로, 적
분 변환 방법을 사용해서 그 해를 구하였으나, 본 논문에서는 
  으로 취한 공치법을 사용하여 수치적으로 안정되고 충
분히 정확한 결과를 얻을 수 있었다.
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