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요 약

본 논문은 불완전계수의 모형행렬을 갖는 선형모형에서 추정가능함수를 다루고 있다. 고정효과

모형의 모수들은 일반적으로 추정가능한 모수가 아니므로 추정가능한 모수들의 함수를 구하기 위한

방법으로 완전계수의 인자분해 방법을 제시하고 있다. 완전계수의 인자분해 방법으로 구해진 추정가

능함수의 타당성을 확인하기 위한 사영행렬은 불완전계수의 모형행렬을 구성하는 행벡터로 생성되는

벡터공간으로의 사영행렬과 동일함을 보여주고 있다. 완전계수의 인자분해로 추정가능함수를 구하는

방법과 모수들의 선형함수가 추정가능함수인 가의 확인을 위한 사영행렬의 이용에 관해 벡터공간의

관점에서다루어지고있다. 또한, 추정가능함수의기저구성에관한구체적논의가행해지고있다.

주요용어: 기저, 불완전계수, 사영행렬, 완전계수의인자분해, 추정가능함수.

1. 서론

통계자료를분석하기위해선형모형을가정할때자료의행렬표현에서주어지는모형행렬은완전계수

의 모형행렬이거나 불완전계수의 모형행렬이다. 완전계수의 모형행렬로 주어지는 경우에 모형내 모수

벡터의 추정은 정규방정식으로부터 쉽게 구해진다. 불완전계수의 모형행렬로 주어지는 경우에 모수벡

터는일반적으로추정가능한모수들의벡터가아니므로모수벡터의추정은의미가없다.

불완전계수의모형행렬을갖는선형모형이가정되었을때추정가능한함수들이무엇인가를파악하는

것은 추정가능한 모수의 추론을 위해 필요하게 된다. 선형모형의 가정하에 추정가능함수에 대한 정의와

추론에 대한 논의는 Searle (1971), Graybill (1976) 그리고 Milliken과 Johnson (1984) 등에서 살펴볼

수있다.

선형모형의 행렬식표현에서 모형행렬이 완전계수의 열행렬이 아닌 경우에 모형내 미지모수들을 추정

하는 방법으로 일부 모수들을 영으로 두는 제약식을 이용하여 모형행렬의 계수에 해당하는 모수들을 추

정하거나 또는 모수들의 합을 영으로 두는 제약식을 이용하여 추정하게 된다. 제약식을 이용하여 모수

를 추정하는 경우에 추정가능하지 않는 모수들을 이용한 제약식의 이용은 모형행렬의 계수에 변화를 주

지 않으나 추정가능한 모수가 제약식으로 이용되는 경우에는 모형행렬의 계수가 줄어들게 되고 제약식

으로이용된추정가능함수의추정은가능하지않게된다.

불완전계수의 모형행렬을 갖는 행렬모형식으로부터 모수벡터의 선형함수로 주어지는 추정가능함수의

구성과 검증방식에 대한 논의는 모형연구에서 통계적 추론이 행해져야 하는 중요한 부분이다. 다시말하

면, 추정가능함수의 구성방법과 행공간으로의 사영을 나타내는 사영행렬을 이용하여 추정가능성을 확인

하는방법이필요하게된다.

본 논문은 선형모형의 가정 하에 자료의 행렬식 표현에서 불완전계수의 모형행렬을 갖는 경우 미지의

모수벡터를 추정하는 방법으로 제약식을 이용하지 않고 불완전계수의 모형행렬을 완전계수의 모형행렬

로변환시켜추정가능함수들로주어지는모수벡터를추정하는방법을논의하고자한다.
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2. 불완전계수의 선형모형

자료분석을위한선형모형으로다음의행렬모형식을가정한다.

y = Xβ + ϵ (2.1)

단, y는 n×1벡터, X는계수가 q (< p)인 n×p의모형행렬이고 β는 p×1인모수벡터이며 ϵ은 n×1인

오차벡터이다. X의계수가완전열계수가아니므로모수벡터 β내 p개모수들은일반적으로추정가능한

모수가 아니다. 식 (2.1)에서 모수벡터 β의 한 선형함수를 l′β라 둘때, l′β의 불편추정량이 y의 성분

yi들의한선형함수이기만하면추정가능함수로정의된다. 추정가능함수의정의로부터 E(c′y) = l′β되

는 추정량은 불편추정량이어야 하고 y의 선형함수가 되는 벡터 c가 존재해야 함을 의미하고 있다. 즉,

c′X = l′가 되는 c이므로 c′X는 X의 행벡터들의 한 선형결합임을 보여주고 있다. 다시 말하면, X의

행벡터들에의해생성되는행공간에속하는벡터이며 l′이되는벡터이다.

계수가 q인 모형행렬 X의 행벡터들에 의해 생성되는 행공간의 차원은 모형행렬 X의 계수와 일치하

므로선형적으로독립인행벡터의수는 q가된다. 따라서, 모수벡터 β의선형함수이며독립인추정가능

함수의 수는 q개 임을 알 수 있다. c′X로 표현되는 l′가 X의 행공간에 속하는 벡터인 가를 확인하기

위해 사영행렬을 이용할 수 있다. X의 행공간으로의 사영행렬은 X−X이므로 l′가 X의 행공간에 속

하는 벡터인 가는 l′가 l′X−X인 가를 확인하면 된다. l′X−X = l′일 때, 추정가능함수 l′β의 불편추

정량이되는 c′y의 c′은어떻게구해야되는가를생각해보기로한다.

모형행렬 X의 계수가 q이므로 q개의 선형적으로 독립인 추정가능함수를 생각할 수 있다. 이들 q개

의추정가능함수를 l′1β, l
′
2β, · · · , l′qβ라두자. L을 q개의행벡터 l

′
i (i = 1, 2, · · · , q)들로구성된 q×p행

렬이라두면 Lβ는추정가능함수들의한기저집합을이루게된다. Lβ가추정가능함수들의한기저집합

을이루고있을때 θ = Lβ라두면식 (2.1)은모수벡터 β로부터 θ로의재모수화된식으로표현된다.

y =X(L−L+ (I − L−L))β + ϵ (2.2)

=XL−L β+ ϵ

=Qθ + ϵ

단, Q는 계수가 q인 n × q의 완전열계수의 모형행렬이다. 추정가능함수들의 한 기저집합을 나타내는

행렬 L은 L = LX−X의 성질을 갖는 모수벡터 β의 알려진 계수행렬이다. L은 X의 행공간에 속하

는 q개의 행벡터들의 집합이므로 L의 행공간으로의 사영행렬을 L−L로 나타내면 L−L = X−X이다.

행렬 L을 구하는 한 가지 방법은 X′X에 가우스 소거법을 적용하여 q개의 선형적으로 독립인 행벡터

들을 구하여 구성할 수 있다. 본 논문은 불완전계수의 모형행렬 X를 행렬들의 곱으로 분해하여 완전열

계수의 행렬로 표현하게 되면 추정가능함수의 또 다른 기저집합을 얻을 수 있다는 점에 착안하고 있다.

모형행렬 X가 X = CR로최대계수의행렬로인자분해되면해당하는모형식은다음과같다.

y =(CR)β + ϵ (2.3)

=Cα+ ϵ

이다. 단, C는 n×q인완전열계수행렬이고R은 q×p인완전행계수행렬이다. 그리고 α = Rβ인 q×
1벡터이다. 식 (2.3)은 모형행렬 X를 최대계수의 행렬로 인자분해하게 되면 추정가능함수들의 한 기저

집합이 Rβ로 주어짐을 의미하고 있다. 그러므로 X′X에 가우스 소거법을 적용하여 L = LX−X의

성질을갖는행렬을구하지않아도된다.
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모형행렬 X의 최대계수 인자분해를 생각해 보자. X의 분할행렬을
[
X11 X12
X21 X22

]
라 둔다. 여기서

X11은 q × q인 정칙행렬이다. X12는 q × (p − q)인 행렬이고 X21은 (n − q) × q인 행렬이며 X22는

(n− q)× (p− q)인행렬로주어진다. 분할행렬 X의 CR인자분해는

X =

(
X11

X21

)
(I, X−1

11 X12) 이거나또는 X =

(
I

X21X
−1
11

)
(X11, X12)

로표현된다. R로표현되는두유형의행렬중어느것을이용하여도동일한행공간을생성하며이들에

의한사영행렬도 X−X임을알수있다. 행렬 X의분할에서 X11이정칙행렬이아닌경우에는교환행

렬을이용하여정칙행렬로표현한다음인자분해하면된다.

3. 추정가능함수의 벡터공간

모형행렬 X가 불완전계수이면 모수벡터 β의 원소들은 일반적으로 추정가능하지 않은 모수들로 구

성된다. 따라서 모형식에서 주어지는 모수벡터의 어떤 함수가 추정가능한 가에 대한 논의는 추론에 있

어서 중요하다고 본다. 모형식 (2.1)에서 β의 선형함수들인 Aβ가 추정가능하다고 하자. A를 계수가

r (≤ q)인 q × p행렬이라 둘 때, Aβ는 추정가능함수들의 벡터이므로 A = AX−X인 성질을 만족하게

된다. 모수벡터 β의 선형함수로 추정가능함수를 나타내는 행렬 A와 모형행렬 X그리고 완전행계수 행

렬 R이 갖는 특성을 살펴보기로 한다. 모수벡터 β의 추정가능함수는 행렬 X의 행벡터들로 생성되는

행공간내벡터와의선형결합으로주어진다. 따라서추정가능함수이기위한조건은

A = AR−R = AX−X (3.1)

이다.

식 (3.1)은 R−R과 X−X에 의해 생성되는 벡터공간은 동일함을 의미하고 있다. R−R과 X−X는

또한 동일 벡터공간으로의 사영행렬을 나타내므로 X−X = R−R로 표현된다. 동일 벡터공간을 나타

내는 사영행렬을 이용하여 고유근과 고유벡터를 얻을 수 있다. 추정가능함수들의 한 기저집합은 모형

행렬의 행공간을 구성하는 정규직교기저의 공간 점으로 주어진다. 따라서 주어진 추정가능함수를 추정

하기 위해 X ′X나 RR′의 고유근과 고유벡터를 구한 다음 행공간의 정규직교 기저로 이용할 수 있다.

즉, l′β가추정가능함수일때, l′β의추정값 l′β̂은정규방정식

X ′Xβ = X ′y (3.2)

의해 β̂ = (X ′X)−X ′y+[I− (X ′X)−X ′X]h를이용하여구한다. h는임의의벡터이고 (X ′X)−는

Moore-Penrose의 일반화된 역행렬이다. l′β̂ = l′X−y로 구해진다. 모형행렬 X가 X = CR로 인자

분해되면해당하는정규방정식의형태는

C′Cα = C′y (3.3)

이다. α의 해 α̂= (C′C)−1C′y로 구해진다. 모형행렬 X에서의 추정가능함수 l′β는 완전계수 행렬

C에서의모수벡터 α = Rβ와의관계는

l′β = l′R−α (3.4)

이다. 또한 l′β̂ = l′R−α̂으로 구해짐을 알 수 있다. 이는 불완전계수의 모형행렬을 갖는 모형에서

의 추정가능함수는 완전계수의 모형에서도 동일하게 구해짐을 나타내고 있다. 실제로 불완전계수의 모
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형행렬 X나 완전계수로 변환된 행렬 C에 의해 생성되는 벡터공간은 동일한 사영공간을 나타내므로

XX− = CC−가된다. 사영행렬에서의계수가 R(XX−) = R(CC−) = q이면독립인추정가능함수

의 수는 q이다. 이들 q개의 독립인 기저함수의 일반적인 형태는 상호독립인 행벡터들을 구함으로써 파

악될수있다.

l′β가 추정가능함수이면 모형행렬 X의 행공간에서 l은 X ′X의 열벡터들의 선형함수로 주어진다.

또한, X ′X의 고유벡터와 고유근에 의한 스펙트럼 분해를 이용하여 모형행렬 X의 계수에 해당하는 추

정가능함수의기저를유도할수있다.

추정가능함수의 가능한 기저는 모형행렬 X가 완전계수이거나 또는 불완전계수의 행렬이거나 간에

X ′X의 가우스행렬에서 구해지는 독립인 행벡터들을 이용할 수 있다. 모수벡터의 한 선형함수가 추

정가능함수가 되기 위한 조건은 행공간을 구성하는 행벡터들의 선형함수이어야 하므로 가우스행렬로부

터 선형독립인 벡터를 구한다. 모수벡터의 선형비교를 나타내는 관심의 함수가 추정가능한 가의 진위여

부는 행공간으로의 사영행렬을 이용하여 확인할 수 있다. 추정가능함수에 대한 논의는 Searle (1971),

Graybill (1976) 그리고 Milliken과 Johnson (1984) 등에서살펴볼수있다. Choi (2010, 2011)은반복

측정의 분할구 실험자료의 분석을 위한 혼합모형과 일원 확률모형의 분산성분을 사영에 의해 추론하는

방법을 다루었다. 그리고 Choi (2012)는 모수모형에서 추정가능함수들을 구하는 방법으로 가우스-조르

단 소거법에 의한 기약가우스행렬의 이용을 제시하고 있다. Elswick (1991)은 선형모형에서 추정함수

를구하기위한간편한방법을논의하고있다.

4. 추정가능함수의 자료 예

불완전계수의 모형행렬을 갖는 식 (2.1)에서 모수벡터 β는 추정가능한 모수들의 집합이 아니다. 일

원 분류상의 자료분석을 통해 추정가능함수의 의미를 구체적으로 살펴보고 확인해 보기로 한다. Table

4.1은세가지처리에따른실험단위의반응자료이고처리는실험단위들에임의로배정되었다가정한다.

Table 4.1 One-way experimental data

treatment1 treatment2 treatment3

19, 20, 21 24, 26, 26 32, 35, 32

Table 4.1의 자료분석을 위한 모형행렬식 (2.1)의 X는 계수가 3인 행렬이고 해당하는 모수벡터 β는

β′ = (µ, α1, α2, α3)이다. 여기서 µ는 전체평균을 나타내고 αi는 i번째 처리효과를 나타낸다 (i =

1, 2, 3). 모수벡터 β내개별원소는추정가능한모수들이아니므로이들모수에대한추론은가능하지않

게 된다. 따라서 모수벡터 β의 선형함수로서 추정가능한 함수를 구하기 위해 l′X−X = l′되는 l을 찾

아야 한다. l′X−X = l′의 의미는 l′이 X ′X의 독립인 행벡터들의 선형결합임을 나타내므로 X ′X의

독립인 행벡터들을 구해야 한다. X ′X의 독립인 행벡터를 구하는 한 가지 방법은 X ′X의 가우스행

렬을 이용하는 것이다. X ′X의 가우스행렬로부터 모든 원소가 0아닌 행벡터들을 얻는다. 모든 원소

가 0아닌 행벡터들의 수는 X ′X의 계수에 해당한다. Table 4.1의 자료를 분석하기 위한 모형행렬식

(2.1)의적용에서 X ′X의독립인세행벡터들은

r1 = (1, 1/3, 1/3, 1/3), r2 = (0, 1,−1/2,−1/2), r3 = (0, 0, 1,−1)

로구해진다.

이들 세 벡터의 한 선형결합으로 3r1 + 2r2 + r3주어지는 l′1 = (3, 3, 1,−1)이다. 이때의 l′1는 모

수벡터 β와의 선형결합으로 추정가능함수가 되어야한다. 즉, l′1β가 추정가능함수인 가의 확인은 l′1가
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l′1X
−X = l′1로 검증된다. 서로 독립인 행벡터들의 선형함수로 추정가능한 함수들의 수는 제한되어 있

지않다. 추정가능함수들의한기저집합은선형적으로독립인추정가능함수들로구성된다.

l′2 = (0, 2, 0,−2)라 둘 때, l′2X
−X = l′2인 조건을 만족하므로 l′2β는 추정가능함수이다. 또한,

l′3 = (1, 1, 0, 0)라 둘 때, l′3X
−X = l′3인 조건을 만족하므로 l′3β는 추정가능함수이다. l′1β, l′2β그

리고 l′3β로구성되는집합을행렬로구성해보면

l′1β

l′2β

l′3β

 =

3 3 1 −1

0 2 0 −2

1 1 0 0




µ

α1

α2

α3


이다. L = (l1, l2, l3)

′이라 두자. L은 계수가 3이므로 Lβ는 선형적으로 독립인 추정가능함수들의 한

기저를나타내는기저벡터이다.

추정가능함수를 구하기 위한 또 다른 방법은 불완전계수의 모형행렬식 (2.1) 대신에 완전계수의 모형

행렬식 (2.3)에서 완전행계수 행렬 R을 이용하여 구할 수 있다. 모형행렬 X를 X = CR로 최대계수

의행렬로인자분해하였을때 C와 R은다음과같다.

C′ =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

, R =

1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 −1


R의 세 행벡터들은 독립이므로 이들 행벡터의 선형결합으로 주어지는 계수벡터는 추정가능함수이어

야 한다. 선형결합으로 주어지는 한 계수벡터를 a1이라 표시한다. a′
1 = (1, 1, 1,−1)라 두자. a′

1β가

추정가능함수인가를확인하는방법으로식 (3.1)을이용할수있다. 즉,

a′
1R

−R =
(
1, 1, 1, −1

)
0.75 0.25 0.25 0.25

0.25 0.75 −0.25 −0.25

0.25 −0.25 0.75 −0.25

0.25 −0.25 −0.25 0.75


의계산으로부터 a′

1 = (1, 1, 1,−1)이되므로 a′
1β = µ+ α1 + α2 − α3는추정가능함수임을알수있다.

불완전계수의 모형행렬 X를 완전계수의 행렬 CR로 표현하였을 때 추정가능함수를 구하기 위한 독립

인 벡터들은 행렬 R의 행벡터들이다. 이는 모형행렬 X의 행벡터들에 의해 생성되는 벡터공간은 완전

행계수의 행렬 R의 행벡터들로 생성되는 벡터공간과 동일하기 때문이다. 따라서 동일 행공간으로의 사

영행렬들을 나타내는 R−R와 X−X는 동일한 값들의 행렬로 얻어진다. R의 행벡터들의 선형결합으

로 a′
2 = (1, 1, 0, 0)과 a′

3 = (0, 1, 1,−2)라두면 a′
2과 a′

3은각기 a′
2X

−X = a′
2와 a′

3X
−X = a′

3이되

는계수벡터임을알수있다. 행렬 A가독립인세행벡터로구성될때 A = AXX−이므로 Aβ는

a′
1β

a′
2β

a′
3β

 =

1 1 1 −1

1 1 0 0

0 1 1 −2




µ

α1

α2

α3


인추정가능함수들의한기저집합을나타낸다.

추정가능함수 a′
1β = µ+ α1 + α2 − α3의추정값을 a1β̂으로둘때 a1β̂의값은식 (3.2)에서구해지

는 β̂을이용한다. 자료로부터구해진 β̂
′
= (19.67, 0.33, 5.67, 13.67)이므로 a′

1β̂= 12로추정된다.
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5. 결론

본 논문은 불완전계수의 모형행렬을 갖는 선형모형의 가정하에서 실험자료를 분석할 때 모형내 모

수들인 고정효과의 추정가능한 함수를 다루고 있다. 불완전계수의 모수모형에서 통계적 추론은 추정

가능함수일 때만 가능하기 때문이다. 가정된 선형모형으로부터 모수들의 추정가능함수를 구하는 방법

과 확인하는 방법을 논의하고 있다. 모수들의 추정가능함수를 구하는 방법으로 불완전계수의 모형행

렬 X에서 변수벡터간의 관련성을 나타내는 X ′X로부터 구해지는 가우스행렬을 이용하는 방법과 불완

전계수의 모형행렬 X를 완전계수의 행렬곱으로 표현하여 추정가능함수를 구하는 방법을 다루고 있다.

X ′X의 행벡터에 의해 생성된 벡터공간과 R′R의 행벡터로 생성되는 벡터공간은 동일하다는 사실에

근거하여 추정가능함수의 타당성을 해당하는 공간으로의 사영행렬로 확인할 수 있음을 보여주고 있다.

불완전계수의 모형행렬을 완전계수의 행렬들의 곱으로 분해하여 추정가능함수의 타당성을 살펴보는 것

은 가우스소거법에 의해 구해지는 가우스행렬에 의존하지 않는 기법이라 할 수 있다. 추정가능함수의

기저를얻기위해이용되는행렬이다르므로또한구해지는기저도다름을쉽게예상할수있다.
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Abstract

This paper discusses a method for getting a basis set of estimable functions of

less than full rank linear model. Since model parameters are not estimable estimable

functions should be identified for making inferences proper about them. So, it suggests

a method of using full rank factorization of model matrix to find estimable functions

in easy way. Although they might be obtained in many different ways of using model

matrix, the suggested full rank factorization technique could be one of much easier

methods. It also discusses how to use projection matrix to identify estimable functions.
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