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논문 2012-50-3-18

구조 인 제약을 갖는 정  출력 되먹임 안정화 제어기

( Structured Static Output Feedback Stabilization )

이  화
**

( Joon Hwa Lee )

요  약 

본 연구에서는 정  출력 되먹임 제어기를 구하기 한 비선형 행렬 부등식 조건과 비선형 최 화 문제를 제안한다. 제안된 

최 화 문제는 선형 행렬부등식 제약 조건과 비선형 목 함수를 가지며, 구조 인 제약이 있는 제어기 설계에도 용할 수 있

음을 보인다. 비선형 목 함수를 선형화시키고, 선형화된 최 화 문제를 반복 으로 푸는 방법으로 제안된 비선형 최 화 문제

를 풀어 정  출력 되먹임 제어기를 구할 수 있다. 제안된 방법을 실제 문제에 용하여 그 유효성을 보인다.

Abstract

In this paper, a nonlinear matrix inequality problem and a nonlinear optimization problem are proposed for obtaining a 

structured static output feedback controller. The proposed nonlinear optimization problem has LMI (Linear Matrix 

Inequality) constraints and a nonlinear objective function. Using the conditional gradient method, the nonlinear optimization 

problem can be solved. A numerical example shows the effectiveness of the proposed approach. 

      Keywords : static output feedback, structured control, stabilization, LMI, conditional gradient method 

Ⅰ. 서  론

정  출력 되먹임 (static output feedback) 제어기 

설계는 BMI(bilinear matrix inequality)로 표 되는 

NP-hard 문제로, 해석 인 방법으로는 해를 구할 수 

없다.[1] 따라서, 부분의 연구들이 BMI 로 주어진 문

제를 LMI 형태의 문제로 바꾸고, 수치 인 방법을 사

용하여 해를 구하고 있다.
[2∼3]

분산 제어기 (decentralized control)  PID 제어기와 

같이 제어기의 형태가 미리 정해진, 구조 인 제약이 

있는 제어기(structured control) 설계 문제 한 어려운 

문제이며, 정  출력 되먹임 제어기 설계와 마찬가지로 

수치 인 방법으로 해를 구하는 연구들이 이루어지고 

있다.
[4]
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구조 인 제약이 있는 정  출력 되먹임 제어기

(structured static output feedback control) 문제는 최

근에 연구가 이루어지기 시작하고 있으며, 정  출력 

되먹임 제어기 문제에 구조 인 제약이 포함되어 해를 

구하기 쉽지 않다.[5∼6] 

구조 인 제약이 있는 제어기를 구하기 해서 많은 

경우, 매개 변수를 도입하여 제어기의 구조 인 제약을 

표 하고, 제어이득 행렬 신 매개변수가 포함된 LMI 

문제를 풀어서 제어기를 구하고 있다.
[5∼6]
 그러나, 매개

변수를 사용하여 제어기를 표 하는 경우, 구조 인 제

약을 표 하기가 쉽지 않고, 매개변수의 자유도에 제한

이 있어 해를 구하기 어려울 수도 있다는 단 이 있다.

본 연구에서는 구조 인 제약이 있는 정  출력 되먹

임 제어기를 구하기 하여, 기존의 연구와는 다른 비

선형 행렬 부등식 문제  비선형 최 화 문제를 제안

한다. 

제안된 행렬부등식에서는 제어기 표 에 매개변수를 

사용하지 않고, 제어기 이득 행렬을 직  사용하기 때

문에 제어기의 구조 인 제약을 표 하는데 어려움이 
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없으며, 선형화 알고리즘을 사용하여 제어기 이득 행렬

을 직  구할 수 있다. 한 사용되는 변수의 수가 기존 

연구들의 것보다 게 사용된다는 장 이 있다.

논문의 구성은 다음과 같다. 구조 인 제약이 있는 

정  출력 되먹임 안정화 제어기가 만족해야할 비선형 

행렬 부등식 조건을 유도하고, 유도된 조건을 비선형 

최 화 문제로 변환한 후, 선형화 방법을 사용하여 제

어기를 직  구하는 알고리즘을 유도할 것이다. 마지막

으로 수치 인 제를 통하여 제안된 알고리즘의 유효

성을 검증한다. 

Ⅱ. 본  론 

1. 제어기를 구하기 위한 알고리즘의 유도

다음과 같이 주어지는 선형 시스템에 하여 

   
 

(1)

정  출력 되먹임 제어기

  (2)

를 생각해본다. 식 (1)에서 ∈는 상태변수, ∈  
은 제어입력, ∈ 는 출력변수다. 
식 (2)와 같은 정  출력 되먹임 제어기를 구하는 

부분의 연구는 구조화 되지 않은 ∈× 를 가정하
고 ×  체 집합 에서 를 구하는 알고리즘을 

유도하고 있다.
[2∼3]
 그러나 , 본 연구에서는 정  출력 

되먹임 제어기 가 특정한 구조 인 제약을 갖는 경우

에도 용할 수 있는 알고리즘을 유도할 것이다. 

를 들어 행렬 가 다음 식 (3)과 같이











 
 
 

(3)

‘*’ 표시가 있는 부분만 0이 아닌 값을 갖고, 나머지 

부분은 0으로 고정된, 구조 인 제약을 갖는 경우에는 

기존의 알고리즘들을 사용하기 어렵지만, 본 연구에서

는 식 (3)과 같은 구조 인 제약이 있는 경우에도 용

이 가능한 제어기 설계 알고리즘을 유도한다.

식 (2)로 주어지는 정  되먹임 제어기를 사용한 폐 

루  시스템(Closed loop system)은 다음과 같이 주어

진다. 

   (4)

식 (4)의 시스템이 안정하다면, 임의 양수   에 

하여 , 양한정 행렬(positive definite matrix)    

가 존재해서 다음의 행렬 부등식을 만족한다. 

 ′      (5)

식 (5) 는 다음과 같이 정리된다. 

′   ′′′    (6)

식 (6)이 만족된다면 양의 상수   가 존재해서 

다음 부등식을 만족한다.[7]

′   ′   (7)

식 (7)과 다음 식을 만족하는 충분히 큰 양수    



′′  (8)

를 사용하여 식 (6)은 다음과 같이 변형될 수 있다.

′ ′′
′′′   


′ ′   (9)

식 (9)는 다음과 같이 정리할 수 있다.

′  ′
   ′












′ 
′ 



 


′


 

(10)

모든 와     에 하여 다음 부등식은 항상 

성립함으로,












′ 
′ 

  (11)

식 (10)은 다음과 같은 행렬부등식으로 변환된다. 











′′   ′



 


′

 











′  
′ 



  (12)

식 (12)의 행렬 안에 있는 역행렬은 다음과 같이 

구해진다.












′  
′ 














 

′ 

′ (13)

따라서 식 (12)는 다음 행렬부등식과 같다.
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′′  ′

′  

 ′ 


′

  (14)

식 (14)의 행렬 앞뒤에 다음과 같은 정칙행렬 

(nonsingular matrix)을 곱하면 











  
  
  

   (15)

다음과 같은 행렬부등식을 얻게 된다.











′′  ′
′  
 ′ ′

  (16)

와 같은 유도과정으로 부터 다음과 같이 정리 1을 

얻는다.

정리 1.   ,   , 행렬   와 양한정 행렬    

가 존재해서 식 (16) 의 행렬 부등식을 만족하는 것과, 

식 (1)로 주어지는 선형시스템에 하여 식 (2)로 주어

지는 정 출력 되먹임 안정화 제어기가 존재하는 것은 

동치(equivalent) 이다.

정리 1의 유도 과정에서, 행렬   에 하여 어떠한 

조건도 사용하지 않았기 때문에, 식 (3)과 같이   에 

구조 인 제약이 있는 경우에도 정리 1은 항상 성립한

다. 따라서 정리 1은 구조화된 제약이 있는 제어기를 

포함하여 일반 인 정  출력 되먹임 안정화 제어기를 

사용하는데 사용될 수 있다.

결론 으로, 제어기에 구조 인 제약이 있는 경우를 

포함하는 일반 인 정  출력 되먹임 안정화 제어기를 

구하기 해서는 다음과 같은 행렬 부등식 문제를 풀면 

된다.

문제 1. 다음 행렬부등식을 만족하는   ,     , 

행렬   와 행렬    를 구하시오.











′′  ′
′  
 ′ ′

   

문제 1에서   ,   ,   와   를 모두 변수로 

생각하면 문제 1은 비선형 행렬 부등식이고, NP-hard 

문제이므로 해를 구하기 어렵다. 따라서 해를 구하기 

쉬운 형태로 변화 시킬 필요가 있다.

정리 1 의 유도과정을 보면, 식 (4) 의 안정화 제어기 

  가 존재하는 경우, 임의 상수     에 하여, 식 

(5)를 만족하는    가 항상 존재하고,     를 선택

할 때 식 (7) 과 식 (8)를 만족하기만 하면 그 값이 아

무리 큰 값이라도 항상 식 (16)으로 주어지는 행렬 부

등식을 만족시킨다.

따라서, 문제 1에서     는 당히 작은 상수로, 

    는 충분히 큰 값의 상수로 선택하고   와    

만을 변수로 보고 문제 1을 풀어서 해가 구해지지 않는 

경우,   값을 처음 선택한 값보다 큰 값으로 선택하여 

다시 문제 1을 푸는 과정을 반복한다면 문제 1의 해를 

구할 수 있게 된다. 

문제 1을 풀 때,   와   를 상수로 놓으면, 식 (16)

의 비선형성이 감소되기는 하지만, 행렬 내부에 있는 

′  항 때문에 (16) 식은 여 히 비선형 행렬 부등식

이 된다. 

식 (16)을 선형 행렬 부등식(LMI : Linear matrix 

inequality) 형태로 변환하기 해 ′  를 새로운 행렬 
변수   로 치환하면 비선형 행렬부등식 (16)은 다음 

(17) 식의 선형 행렬 부등식과 식 (18)의 비선형 행렬식

으로 변환할 수 있다.











′′  ′
′  
 ′ 

  (17)

 ′ (18)

식 (17) 은   와   를 상수로 놓은 경우  , ,  에 

한 선형 행렬 부등식이다. 식 (18) 의 비선형 행렬식

을 다음과 같이 변환해본다.

 ′    (19)

식 (19)에서 사용된 상수   값이 0 이면 (18) 식과 동

일하게 된다. 일단    으로 가정하면 식 (19) 로부터 

다음과 같은 선형 행렬 부등식을 얻는다.



 


 

′     (20)

   경우    이므로     가 존재하고, 

∈×   이므로
′       (21)

이 성립하고 →  으로 보내면 다음과 같이
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lim
→
    ′    (22)

  의 극한값을 얻는다. 식 (22)에서   는 출력변수

의 수를 의미한다. 따라서 , 문제 1 에 사용된   와   

를 상수로 보면, 문제 1은 다음과 같은 최 화 문제로 

변환될 수 있다.

문제 2. minimize     ′
       

subject to :











′′  ′
′  
 ′ 

  (23)



 


 

′    (24)

    (25)

특정한   와   값에서 문제 1의 해    가 존재하

는 경우, (19) 식과 같이   를 선택하고 →  으로 보

내면 최 화 문제 2의 최소값이    가 되는 것을 쉽

게 알 수 있으며, 반 로 최 화 문제 2의 최소값이 

   라면, 그때    값이 문제 1의 해가 된다는 것도 

쉽게 알 수 있다. 따라서 문제 2의 최 화 문제를 풀어

서 문제 1의 해를 구할 수 있다.

그러나 , 문제 2 한 비선형 목 함수와 선형행렬 

부등식으로 표 되는 제약조건을 갖는 비선형 최 화 

문제이며 문제 1과 마찬가지로 해를 구하기 어렵다. 

문제 2와 같은 형태의 비선형 최 화 문제의 해를 구

하기 하여 Frank-Wolfe method 는 conditional 

gradient method
[8]
로 알려진 알고리즘을 사용한다. 즉, 

다음과 같이 선형 최 화 문제를 반복하여 풀어서 문제 

1의 최  해를 구한다.

알고리즘 1. 

(1) 임의 상수     와 충분히 큰     를 선택한

다.   와     의 기치를 정한다.     로 정한

다. 반복회수의 최 치 max  값을 정한다.

(2) 다음 LMI 문제를 푼다.

minimize  
 

 ′  ′ 
subject to : (23), (24), (25)

(3)    로 증가시킨다.  max  경우 알고리
즘을 종료한다. 그 지 않다면,   ,   로 

선택한 후 (2)번 단계로 되돌아간다. 

알고리즘 1 의 (2) 번 단계에서 사용한 목 함수

 
 

 ′  ′  (26)

는 문제 2의 비선형 목 함수

    ′  (27)

를    ,   에서 선형화한 것이다. 따라서 알

고리즘 1의 (2) 번 단계는 LMI 문제이며, interior point 

method 등의 잘 알려진 최 화 기법을 사용하여 쉽게 해

를 구할 수 있다. 

문제 2는 비선형 최 화 문제이며, 근본 으로  

NP-hard 문제이기 때문에 알고리즘 1을 사용하여, 최

 해를 항상 구할 수 있는 것은 아니다. 

그러나, 알고리즘 1의 (1) 단계에서 사용한   , 

  ,        들의 기 값에 따라서 알고리

즘 1의 결과가 달라지므로, (1) 단계의 기 값들에 변

화를 주면서 알고리즘 1을 용하면, 문제 2의 최  해

를 구할 가능성이 높아진다.

2. 제안된 알고리즘을 사용한 제어기 설계 예제

식 (1)로 주어지는 선형 시스템의 각 행렬이 다음과 

같이 

 











   
       
    
   

  (28)

   











     
    
    
   

  


 


      

   
 

로 주어지는 경우를 생각한다. 식(28) 의 행렬들은 

MATLAB 의 ‘rand’ 함수를 사용하여 임의로 발생시킨 

것으로,   행렬의 고유치(eigenvalue) 들은   , 

±   ,    로 주어진다.

식 (3) 과 같은 구조 인 제약을 갖는 안정화 제어기

를 가정하고, 알고리즘 1의 단계 (1)의 기 값들을 다

(680)
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음과 같이 설정하 다. 

       









 
 
 
 



 


 

 
 

(29)

반복횟수 의 최 치 max 으로 정하고, 
MATLAB 의 LMI Toolbox를 사용하여 구 한, 알고리

즘 1을 실행한 결과 다음과 같은 안정화 제어기 와 

를 얻을 수 있었다.












 
 
 

 



 


 ×

× 

(30)

식 (30) 의 제어이득 를 사용한 폐 루  시스템 (4)

의 고유치는 ±  , ,   로 안

정함을 알 수 있다. 다른 기치는 그 로 사용하고 

기치   값을 랜덤하게 정하고 알고리즘 1을 통하여 

얻을 수 있었던  다른 해는 다음과 같다. 
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(31)

식 (31)의 제어이득 를 사용한 폐 루  시스템 (4)

의 고유치는 ± , ±   로 안

정함을 알 수 있다.

Ⅲ. 결  론 

본 연구에서는 정  출력 되먹임 제어기를 구하기

해서 제어이득 행렬이 포함된 비선형 행렬 부등식과 비

선형 행렬 부등식을 풀기 한 비선형 최 화 문제를 

제안하 다. 제안된 비선형 최 화 문제는 구조 인 제

약이 있는 정  출력 되먹임 안정화 제어기를 구하는 

경우에도 사용할 수 있으며, LMI 문제를 반복 으로 

풀어서 해를 구하는 Frank-Wolfe method를 사용하여 

구조 인 제약이 있는 정  출력 되먹임 제어기를 구하

는 알고리즘을 얻었다.

제안된 제어기 설계 방법은 기존의 방법들과는 달리, 

제어기의 구조 인 제약을 표 하는데 어려움이 없으

며, 사용되는 변수의 수가 다는 장 을 갖는다. 한 

수치 인 제를 통하여 제안된 알고리즘의 유효성을 

검증할 수 있었다.
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