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차량으로 인한 다리의 진동응답을 줄이는 방법
Reduction of Vibration Responses of a Bridge due to Vehicles
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ABSTRACT

The responses of a bridge due to a moving vehicle are obtained analytically by modeling a ve-
hicle as a constant point force. From the results it is found that the responses after a vehicle leaves 
the bridge become very small for some speeds of a vehicle. When a vehicle is modeled as a two 
dof system for a more accurate analysis, the same phenomenon is observed while the roughness of 
the surface of the bridge is small. Determining the fundamental frequency of a bridge so that one of 
the above speeds coincides with a frequent speed of vehicles, the responses of a bridge can be 
minimized.

* 

1. 서  론

다리는 종종 많은 교통량으로 인하여 심하게 진

동을 하고, 이러한 현상은 현대의 경간(span)이 긴 

다리에서 더욱 심각하다. 교통 하중으로 인한 다리

의 동적 응답을 연구하기 위하여 해석적, 수치적, 
또는 실험적인 방법을 사용하여 활발한 연구가 수행

되었다. 다리의 동적 응답을 구하기 위하여 해석적

이나 수치적인 방법을 사용할 때 다리는 보로 취급

하는 것이 일반적이나 차량의 양방향 운행을 고려할 

경우 다리는 판으로 모형화 하기도 한다(1). 움직이는 

차량은 간단하게 크기가 일정한 집중하중으로 모형

화하거나(2,3), 다리와 항상 접촉하는 움직이는 질량으

로 모형화하기도 하고(4), 더욱 정확한 해석을 위하여 

질량-스프링-감쇠기계로 모형화하기도 한다(5,6). 중요

한 해석적인 연구결과로서 Frýba는(7) 균일한 간격 d
와 일정한 속력 v를 갖는 동일한 하중의 무한 연쇄

를 받는 보를 연구하여 정상상태 진동응답은 연속

적인 두 이동하중간의 시간 간격이 보의 자유진동 

주기나 그의 정수배와 같을 때 최대가 됨을 밝혔는

데 이는 공진현상에 해당한다. 또한 Yang 등은(2,3) 
철로 다리에서 기차가 유발하는 진동의 공진과 소

멸(cancellation) 현상을 연구하였다.   
차량으로 인한 다리의 진동이 과도할 경우 이를 

줄이기 위하여 동조질량감쇠기(tuned mass damper)
를 사용하는 방법이 폭넓게 연구되고 있다(5,6,8,9). 연

구되고 있는 TMD는 대부분이 선형이나, 비선형 

TMD를(10) 적용하기도 하고, 넓은 주파수 대역에서

의 진동 저감을 위하여 여러 개의 TMD를 동시에 
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적용하는 방안도 연구하였다(11). 다리의 진동을 줄이

는 다른 방법으로 유체점성감쇠기를 적용하기도 하

였다(12). 
이 논문에서는 차량의 속력을 조절함으로써 다리

의 동적 응답을 최소화할 수 있음을 보이고자 한다. 
이를 위하여 다리를 단순지지 Euler-Bernoulli보로 

모형화하고, 차량을 이동하는 집중하중으로 단순화

하여 다리의 동적 응답을 해석적으로 구할 것이다. 
이로부터 차량의 특별한 속력에 대하여 다리의 진동 

응답이 매우 작아지는 것을 보일 것이다. 유사한 연

구 결과로 Yang 등은(2,3) 기차의 각각의 바퀴 하중

을 크기가 일정한 집중하중으로 모형화하여 다리의 

동적 응답을 연구한 결과 기차의 특별한 속력에서 

다리의 진동 응답이 작아지는 소멸현상을 규명하였

다. Yang 등의 연구와 이 연구의 차이는 기차에서

와 같이 일련의 집중하중이 연속적으로 다리를 통

과할 때뿐만 아니라 단일의 집중하중이 다리를 통

과할 때에도 특별한 속력에서 진동 응답이 작아진

다는 점이다. 또한 이 연구에서는 이러한 결과가 차

량을 질량-스프링-감쇠기계로 모형화하여 다리의 진

동 응답을 더욱 정확하게 구하였을 때와 다리 노면

의 거칠기를 고려하였을 때에도 나타나는 지를 고

찰할 것이다. 

2. 다리의 동적 응답 계산

2.1 차량을 집중하중으로 모형화

차량으로 인한 다리의 동적 응답을 계산하기 위

하여 다리는 단순지지 Euler-Bernoulli보로, 그리고 

차량은 크기가 일정한 집중하중으로 모형화하였다. 
Fig. 1은 단순지지보 위에서 v의 속력으로 움직이는 

크기 F0의 집중하중을 보이고 있다. 이 보의 운동방

정식은 다음과 같다.








  (1)

이때  , , , , , , 는 각각 보의 수직 변위, 
Young률, 단면의 관성모멘트, 밀도, 단면적, 보를 

따라 측정한 길이, 시간을 나타낸다. 변위는 정규모

드의 합으로써 나타낼 수 있다.

 ∑  (2)

이때 는 번째 모드의 모드형을 나타내고, 길

이 의 단순지지보에 대하여 sin


가 된다. 식 

(2)를 (1)에 대입하고, 식 (1)의 양변에 를 곱

한 후, 0부터 까지 적분하면 다음 식을 얻는다. 


  


 (3)

이때 은 번째 모드의 고유진동수를 나타낸다. 초

기조건을 0으로 놓고, 위 방정식을 풀면 다음과 같다.

  



 



 


sin



 sin




(4)

식 (4)를 (2)에 대입하면 보의 수직변위를 얻는다.
차량이 다리를 떠나는 순간 는 가 되고, 이

때 식 (4)의 는 다음과 같게 된다.

 





 





 


sin

 sin
 


 (5)

만약 


   …이면 위 식의 대괄호안의 

부분은 0이 된다. 또한 도 0이 됨을 보일 

수 있다. 이 사실은 이 시각 이후의 첫 번째 모드의 

응답은 0이 됨을 의미한다. 다리의 응답에서 첫 번

째 모드가 지배적이고, 고차 모드의 영향이 무시할 

만하다면 차량이 다리를 지난 후 다리의 응답은 0

이 되어 진동이 없을 것이다. 

이면 은 

이 되고, 는 


의 부정형이 되어 0이 

아닌 극한값을 갖는다. 따라서 이 경우에 다리의 응

답은 차량이 다리를 지난 후 0이 되지 않는다. 차량

이 통과한 후 다리의 응답이 0이 되는 이상의 조건

은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 


   ⋯ (6)

Yang 등은(2,3) 기차의 바퀴 하중이 유발한 철로 
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다리의 동적 응답을 연구하여 위의 속도에서는 철로 

다리에 공진이 발생하지 않는다는 소멸 현상을 발견

하였는데 이 현상은 이 논문의 연구결과를 사용하면 

다음과 같이 설명될 수 있다. 기차가 유발한 다리의 

동적 응답은 각각의 바퀴 하중으로 인한 응답을 중

첩하여 구할 수 있고, 다리의 첫 번째 모드가 전체

응답을 지배한다고 가정하면 기차가 위의 속력으로 

움직일 때 각각의 바퀴 하중으로 인한 응답은 바퀴

가 다리를 떠난 후에는 0이 될 것이다. 따라서 다리

의 전체 응답은 그 순간 다리 위에 놓여 있는 몇 

개의 바퀴 하중으로 인한 응답만의 합이므로 그다지 

커지지 않을 것이다.
다리의 감쇠를 고려하였을 때의 응답은 유사한 

방법으로 계산할 수 있다. 그러나 논문을 간략하게 

하기 위하여 그 유도 과정은 생략한다.

2.2 차량을 2자유도계로 모형화

차량으로 인한 다리의 응답을 보다 더 정확하게 

해석하기 위하여 차량을 실제에 가깝도록 Fig. 2와 

같이 2자유도계로 모형화하였다. 그림에서 하첨자 

‘’와 ‘’는 각각 차체(body)와 바퀴(wheel)를 의미

한다. 이때 차체와 바퀴의 운동방정식은 식 (7)과 

(8)로, 그리고 다리의 운동방정식은 식 (9)로 나타낼 

수 있다.





   (7)





    (8)











  (9)

식 (9)의 는 다리의 감쇠를 나타내고, 다리에 작

용하는 힘 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  


 (10)

이 방정식들을 풀기 위하여 유한요소법을 사용하

였고, 다리는 길이가 일정한 보요소로 나누었다. 각 

요소의 질량행렬과 강성행렬을 결합하고, 경계조건

을 고려하여 다리의 질량행렬과 강성행렬을 구하였

다. 다리의 감쇠는 다음과 같은 Rayleigh 감쇠를 가

정하였다.

  (11)

Fig. 1 A beam and a moving force

Fig. 2 A two degree-of-freedom model of a vehicle

이때 , , 는 각각 다리의 질량, 강성, 감쇠행

렬을 나타내고, 와 는 상수이다. 이들 상수는 다

음과 같이 고유진동수, 감쇠비와 관련되므로 두 개 

모드의 고유진동수와 감쇠비를 구하면 이로부터 이

들 상수를 계산할 수 있다.


   (12)

다리의 질량, 강성, 감쇠행렬에 적절한 행과 열을 

추가하여 식 (7), (8), (9)를 나타내도록 하였다. 유한

요소법에서 힘벡터는 각 요소의 절(node)에 작용하

는 힘을 나타낸다. 그러나 차량이 다리 위를 움직일 

때 다리에 작용하는 힘은 일반적으로 요소의 절에 

작용하지 않으므로 이 힘은 Fig. 3에서 보이는 것처

럼 요소의 두 절에 작용하는 힘으로 분해하였다. 
전체시스템의 질량, 강성, 감쇠행렬과 힘벡터를 

구하면 운동방정식은 2차 미분방정식으로 나타난다. 
이 방정식을 풀기 위하여 여러 가지 방법 중에서 사

용하기 간편한 Newmark법을(13) 사용하였다. 이 방

법에서 사용되는 상수인 와 는 해가 발산하지 

않도록   와   가 사용되었다. 
다리의 노면이 매끄럽지 않을 때는 노면의 거칠

기 을 운동방정식에 포함하였다. 의 방향은 수

직 위쪽을 양으로 정의하였다. 을 포함하면 운동
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Fig. 3 The force is distributed between two nodes

방정식은 식 (8)만 다음 식과 같이 변화한다.





    

(13)

은 노면 거칠기의 PSD(power spectral density)
를 사용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다(14).

  ∑ cos (14)

이때

   (15)

 min  (16)

 

maxmin  (17)

이고,  는 다음 식과 같이 나타내어지는 노면 

거칠기의 PSD이다.

  
 (18)

이때 는 노면 거칠기의 진폭 계수이고, 는 

기준 공간주파수이다. 또한 식 (14)의 는   의 

범위내에서 균등하게 분포하는 불규칙 위상각이다.

3. 동적 응답의 수치 계산

3.1 차량을 집중하중으로 모형화한 경우

앞에서 설명한 다리의 동적 응답 계산 방법을 참

고문헌에서 언급한 실제 다리에(5) 적용하였다. 이 

다리의 치수와 재료의 성질은 다음과 같다. E=
3.303×1010 N/m2, I=18.638 m4, =3852 kg/m3, A=
11.332 m2, L=40 m. 실제 이 다리는 L=40 m의 세 

경간(span)을 가지고 있지만 이 논문에서는 그 중 한 

경간만을 고려하였다. 다리는 단순지지보로 취급하였

고, 처음 5개의 고유진동수는 3.69, 14.75, 33.18, 

Fig. 4 Deflections at the mid-span of the bridge  
when =179 m/s(644.4 km/h)

58.99, 92.17 Hz이었다. 다리의 감쇠를 고려하기 위

하여 처음 5개 모드의 감쇠비를 임의로 2 %로 정하

였다. 차량으로 인한 집중하중은 10,000 N으로 정하

였다. 
차량으로 인한 다리의 동적 응답을 2.1절에서 설

명한 방법으로 구하였다. 차량이 다리에 진입한 초

기에는 다리의 중앙으로부터 진입부쪽으로 이동한 

점에서 다리의 처짐이 최대가 된다. 시간이 지남에 

따라 처짐이 최대가 되는 점이 다리의 중앙쪽으로 

이동하고, 차량이 다리를 떠날 때까지 중앙 주위에

서 처짐이 최대가 된다. 차량의 속력을 변화시키면

서 다리 중앙에서의 최대 처짐을 반복적으로 계산하

여 속력 =179 m/s(644.4 km/h)일 때 중앙에서의 

처짐이 최대가 됨을 밝혔다. 이 속력은 보통의 차량

이 낼 수 없는 매우 빠른 속력인데 이는 바꾸어 말

하면 이 다리는 보통의 주행 속력에서는 처짐이 그

다지 크지 않도록 설계가 되었다는 것을 의미한다. 
이 속력에서 다리 중앙에서의 무차원 처짐은 1.682
이고, 무차원 처짐은 동적 처짐량을 다리 중앙에 차

량의 무게가 정적으로 작용할 때의 처짐량으로 나눈 

값으로 정의하였다. 차량이 이 속력으로 움직일 때 

다리 중앙에서의 무차원 처짐의 변화를 Fig. 4에 나

타내었다. 이 그림의 가로축은 무차원 시간을 나타

내고, 이는 실제 시간을 차량이 다리를 통과하는데 

걸리는 시간으로 나눈 값이다. 따라서 무차원 시간

이 1인 시점은 차량이 다리를 떠나는 순간을 나타

낸다. 이 그림을 보면 차량이 다리를 통과한 후에도 

다리의 처짐이 상당히 크고, 이 처짐은 다리의 감쇠
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로 인하여 시간이 지남에 따라 그 진폭이 감소하는 

것을 알 수 있다. 
식 (2)를 구성하는 각 모드의 응답성분을 다리의 

중앙에서 계산하고, 그 응답성분의 rms값을 계산하였

다. rms값은 첫 번째 모드에 대하여 2.1344×10-5 m이

었고, 세 번째, 다섯 번째 모드에 대하여는 첫 번째 

모드에 대한 값의 각각 0.53 %와 0.066 %이었다. 식

(2)를 살펴보면 다리 중앙(x=L/2)에서 두 번째와 네 

번째 모드의 성분은 0이 됨을 알 수 있다. 이 사실로

부터 차량으로 인한 다리의 응답은 첫 번째 모드 성

분이 지배적임을 알 수 있고, 이는 식 (6)을 유도하는

데 사용되었던 가정이 타당함을 의미한다.
=59.0 m/s(212.4 km/h)는 식 (6)을 만족하는 속력이

다. 이 속력에 대한 다리의 응답을 계산하여 Fig. 5에 

나타내었다. 이 그림에 나타난 결과는 Fig. 4에 나타

난 결과와 대조적으로 차량이 다리를 통과한 후에는 

응답이 매우 작아짐을 알 수 있다. 응답이 매우 작

기는 하지만 완전히 0이 되지는 않는다. 그 이유는 

다리의 응답을 첫 번째 모드가 지배하기는 하지만 

고차 모드의 영향이 완전히 0이 되지는 않기 때문

이다. 또 하나의 이유는 다리에 감쇠가 포함되었기 

때문이다. 다리에 감쇠가 없을 때는 차량이 다리를 

통과한 후 첫 번째 모드의 응답이 0이 되지만 감쇠

가 있을 때는 완전히 0이 되지 않는다. 
차량이 다리를 통과한 후 다리 중앙에서의 최대

처짐을 속력 를 변화시키가며 계산하여 그 결과를 

Fig. 6에 나타내었다. 이 그림은 식 (6)이 의미하는 

것처럼 다리의 주어진 기본진동수 에 대하여 여

러 속력에서 다리의 처짐이 매우 작아지는 현상을 

보이고 있다. 이 속력이 큰 경우에는 속력이 조금만 

변화하여도 다리의 처짐이 급격하게 증가한다. 반면 

이 속력이 작은 경우에는 속력에 변화가 생기더라도 

다리의 처짐에 큰 변화가 생기지 않으므로 다리의 

응답이 안정적이다. 다리를 설계할 때 차량의 일반

적인 주행속도가 식 (6)을 만족하도록 다리의 기본진

동수를 설계한다면 차량으로 인한 다리의 동적 처짐

을 최소화할 수 있을 것이다. 
 
3.2 차량을 2자유도계로 모형화한 경우

차량을 보다 정확하게 모형화하였을 경우에도 식 

(6)의 관계식이 성립하는지 확인하기 위하여 차량을 

2자유도계로 모형화하고 2.2절에서 설명한 유한요소

Fig. 5 Deflections at the mid-span of the bridge 
when =59.0 m/s(212.4 km/h)

Table 1 Parameters of a vehicle
 17000 kg  2382 kg

 5.0×106 N/m  1.0×107 N/m

 8.0×104 Ns/m  8.0×104 Ns/m

법으로 다리와 차량의 응답을 해석하였다. 다리는 

길이가 일정한 10개의 보요소로 나누었다. 다리의 

감쇠는 3.1절에서와 같이 처음 5개 모드의 감쇠비를 

2 %로 정하였다. 차량의 2자유도 모형의 질량, 강

성, 감쇠값은 Table 1에 수록한 값을 사용하였다.
차량이 =59.0 m/s(212.4 km/h)의 속력으로 움직

일 때 차량을 2자유도계로 모형화하고 유한요소법으

로 해석한 다리의 응답과, 차량을 집중하중으로 모

형화하고 해석적인 방법으로 구한 다리의 응답을 

Fig. 7에 비교하였다. 다리의 응답은 무차원 처짐으

로 나타내었고, 시간 역시 무차원 시간으로 나타내

었다. 그림을 살펴보면 두 방법으로 구한 응답이 거

의 일치함을 알 수 있다. 이는 다리의 노면이 매끄

러우면 움직이는 차량으로 인한 다리의 응답은 차량

을 집중하중으로 모형화한 경우나 차량을 2자유도계

로 모형화한 경우에 거의 일치함을 의미한다. 따라

서 차량을 2자유도계로 모형화하여 다리의 응답을 

보다 정확하게 해석하더라도 식 (6)의 관계식이 성립

함을 알 수 있다.
다리의 노면이 매끄럽지 않은 실제의 경우를 고

려하기 위하여 식 (14)~(18)로 나타내어지는 노면거

칠기를 더하였다. 이때 사용한 데이터는  =
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Fig. 6 Variation of the maximum deflections at the 
mid-span of the bridge with the speed of a 
vehicle

Fig. 7 Comparison of the deflections obtained by us-
ing a 2 dof model(solid) and a constant force 
model(dotted)

1×10-6 m3, =1 rad/m, min=0.1 rad/m, max=10
rad/m이었다. 차량이 =59.0 m/s(212.4 km/h)의 속

력으로 움직일 때의 다리의 응답을 유한요소법을 사

용하여 구하고, 그 결과를 Fig. 8에 나타내었다. 차

량이 다리 위를 지나는 동안 다리의 응답이 노면이 

매끄러운 경우보다 커졌고, 차량이 다리를 통과한 

후에는 다리의 응답이 더 이상 매우 작지 않음을 알 

수 있다. 이는 예측할 수 있는 결과이다.
노면의 거칠기가 불규칙하므로 다리의 응답은 시

뮬레이션을 수행할 때마다 다른 값을 갖게 된다. 따

라서 시뮬레이션을 수행하여 차량이 다리 위에 있는 

동안의 다리의 최대 처짐과 차량이 다리를 통과한 

후의 다리의 최대 처짐을 구하고, 시뮬레이션을 20
회 반복하여 최대 처짐의 평균을 구하였다. Fig. 9는 

Fig. 8 Deflections at the mid-span of the bridge 
when the surface of the bridge is not smooth

Fig. 9 Maximum deflections at the mid-span of the 
bridge while a vehicle is on the bridge(square) 
and after a vehicle leaves the bridge(diamond)

노면 거칠기의 진폭 계수  에 대한 최대 처짐의 

변화를 나타내고 있다. 이때 최대 처짐은 무차원으

로 나타내었고, 두 개의 최대 처짐은 각각 차량이 

다리 위에 있는 동안의 최대 처짐과 차량이 다리를 

통과한 후의 최대 처짐을 의미한다. 이 그림을 살펴

보면 노면의 거칠기가 커짐에 따라 두 개의 최대 처

짐이 모두 증가하고, 특히 차량이 다리를 통과한 후

의 다리의 최대 처짐은 급격하게 증가함을 알 수 있

다. 이로써 노면의 거칠기가 작은 경우에는 식 (6)의 

관계식으로 주어진 속력에서 다리의 응답이 작지만 

거칠기가 커지면 다리의 응답은 더 이상 작지 않게 

된다고 결론지을 수 있다.
여러 대의 차량이 동일한 속력으로 다리를 지날 

때 다리의 응답은 각각의 차량이 다리를 지날 때의 

응답을 구하고, 이를 더함으로써 구할 수 있으므로 
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다리의 응답은 다리 위에 있는 차량으로 인한 응답

과 다리를 통과한 차량으로 인한 응답을 더하여 구

한다. 그런데 노면의 거칠기가 작은 경우에 차량이 

특정한 속력으로 움직이면 차량이 다리를 통과한 후

의 응답이 작아지므로 결과적으로 전체 응답도 작아

진다. 이러한 조건은 철로 다리에서 쉽게 만족시킬 

수 있다.

4. 결  론

이 논문에서는 다리를 단순지지보로 모형화하고, 
차량을 크기가 일정한 집중하중으로 모형화하여 다

리의 응답을 해석적으로 구하고 그 결과로부터 차량

의 특정한 속력에서 다리의 응답이 매우 작아지는 

현상을 보였다. 이 현상은 차량을 2자유도계로 모형

화하여 보다 정확하게 다리의 응답을 구하였을 때에

도 나타났다. 그러나 다리 노면의 거칠기가 커지면 

이 현상은 더 이상 나타나지 않았다. 이러한 결론은 

여러 대의 차량이 동일한 속력으로 다리를 지날 때

에도 성립한다.
다리를 설계할 때 일반적인 주행속도가 이 특정

한 속력이 되도록 다리의 기본진동수를 결정함으로

써 다리의 동적 응답을 최소화할 수 있을 것으로 기

대한다.

후  기

이 연구는 BK21사업의 지원으로 수행되었습니다.
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