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외판원 문제의 확장된 k-opt 알고리즘

*이 상 운*

The Extended k-opt Algorithm for Traveling Salesman 

Problem

Sang-Un, Lee*

요  약

본 논문은 지금까지 해결하지 못한 NP-Hard 문제들 중의 하나인 외판원 문제를 해결할 수 있는 알고리즘을 제

안한다. 제안된 알고리즘은 간선교환 방법을 적용한 발견적 알고리즘이다. 초기해를 구하는 전형적인 방법은 첫 번

째 노드부터 가장 인접한 노드를 방문하여 외판원의 경로를 결정하는 방법이다. 본 논문에서는 각 노드의 최소 간선

을 선택하여 선택된 간선들 중 최소값을 가진 노드부터 출발하는 Min-Min 방법과 최대값을 가진 노드부터 출발하

는 Min-Max 방법을 적용하고 두 방법 중 최소 경로길이를 가진 방법을 초기해로 결정하였다. 초기해로부터 최적

해를 구하는 과정은 기존의 2-간선 교환 방법 (2-opt)을 기본적으로 적용하고, 추가로 확장된 3-opt와 4-opt를 

제안하였다. 이와 같은 방법을 7개의 실제 데이터들에 적용한 결과 지금까지 알려진 최적해를 빠르고 정확히 구하

는데 성공하였다.

▸Keywords :외판원 문제, 전수조사 방법, 간선 교환법, 발견적 방법, 최소-최소 탐색과 최소-최대 탐색

Abstract

This paper suggests traveling salesman problem algorithm that have been unsolved problem 

with NP-Hard. The proposed algorithm is a heuristic with edge-swap method. The classical method 

finds the initial solution starts with first node and visits to mostly adjacent nodes then decides the 

traveling path. This paper selects minimum weight edge for each nodes, then perform Min-Min 

method that start from minimum weight edge among the selected edges and Min-Max method that 

starts from maximum weight edges among it. Then we decide tie initial solution to minimum path 

length between Min-Min and Min-Max method. To get the final optimal solution, we apply 
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previous two-opt to initial solution. Also, we suggest extended 3-opt and 4-opt additionally. For 

the 7 actual experimental data, this algorithm can be get the optimal solutions of state-of-the-art 

with fast and correct.

▸Keywords :Traveling Salesman Problem, Exhaustive Search Method, Edge Exchange 

Method, Heuristic Method, Min-Min and Min-Max Search

I. 서 론

외판원 문제 (Traveling Salesman Problem, TSP)는 

개의 도시가 주어졌을 때, 임의의 도시에서 출발하여 경로길

이 (소요 비용)의 합이 최소가 되도록 모든 도시를 한 번씩만 

방문하고 출발 도시로 다시 돌아오는 문제이다[1-4].

외판원 문제를 해결하는 가장 쉬운 방법은 개의 도시를 연결

하는 도로 (간선)에 대해 전수조사 (exhaustive search)를 대

칭행렬 (symmetric matrix)인 경우 
   


회, 비대칭 행

렬 (asymmetric matrix)인 경우    회 수행하여 최적

해를 구한다. 결국 이 방법은 컴퓨터를 활용하여도 원하는 시

간에 해답을 얻지 못하는 단점이 있다[5]. 예를 들면,  

인 비대칭 행렬인 경우    ,   인 경우  

×으로 기하급수적으로 증가하여 아직까지 해결하

지 못한  -Hard 문제로 알려져 있다[6]. 외판원 문제의 

최적해를 도출하지는 못하지만 최적해에 가까운 해를 빠르게 

구하기 위해 발견적 방법인 욕심쟁이 (greedy) 알고리즘, 간

선 교환 방법 (2-opt, 3-opt, k-opt) 알고리즘, Tabu 탐색 

알고리즘, 모조의 담금질 (simulated annealing)과 유전자 

알고리즘 (genetic algorithm)들이 적용되고 있다[7].

외판원 문제는 계산수학 (computational mathematics) 

분야에서 가장 집중적으로 연구하고 있는 문제 중의 하나로 

일반적인 경우에 대한 효율적인 해법이 아직 알려지지 않고 있

다[4,8]. 결국, Clay Mathematics Institute에서는 2000

년에 이 문제 해결에 100만불의 상금을 제시하고 있다[9,10].

본 논문은 발견적 방법 중 하나인 k-opt인 간선 교환 방법 

(edge exchange method)을 적용한 알고리즘을 제안하여 

외판원 문제의 최적해를 빠르게 구할 수 있음을 증명한다. 이

를 위해 기본적으로는 기존의 2-OPT를 적용하고, 보다 실용

적인 3-OPT와 4-OPT를 제안한다.

2장에서는 외판원 문제의 초기해를 구하는 방법과 간선 교

환 방법의 문제점을 고찰해 본다. 3장에서는 실제 문제에 적

합한 3-OPT와 4-OPT를 추가적으로 제안하고 간선 교환 방

법을 적용하여 외판원 문제의 최적해를 도출할 수 있는 발견

적 알고리즘을 제안한다. 4장에서는 실제 데이터들에 적용하

여 제안된 알고리즘의 적합성을 검증한다.

II. 관련연구와 연구 배경

그림 1은 Kratica와 Radojevi[11]에서 인용된 TSP이다. 

Kratica와 Radojevi[11]는 전형적인 임의선택 방법 (classical 

arbitrary chosen method)으로 첫 번째 노드 (노드 1)에서 

출발하여 일명 욕심쟁이 알고리즘인 “가장 인접한 이웃 탐색 

(Nearest Neighbor Search)”을 수행하여 













 을 얻었다. 이를 “1

st
 Node Method”라 하자. 

또한, 최적해는













 이라고 제시하

고 있다. 그러나 1st Node Method로부터 최적해를 구하는 

방법은 제시하지 못하였다.

그림 1. TSP-1
Fig. 1. Traveling Salesman Problem-1

참고로 모든 노드에서 시작하여 탐색한 결과 최적해 

  을 얻지 못한다. 그러나 이 방법은 특정 문제에 대해

서는 최적해를 얻을 수도 있다.

노드 1 : 
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노드 4 : 



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


 
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  

노드 5 : 







 
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 

  

노드 6 :  







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  

초기 경로가 설정된 값에 대해 최적해에 근접하기 위해 간

선 교환 방법 (k-opt)이 제안되었다[1,2,7,8,12]. 그림 2는 

Stougie[8]가 제시한 2-간선 교환 (2-opt) 방법과 3-간선 

교환 (3-opt) 방법의 예이다. 그러나 전형적인 첫 번째 노드

부터 가장 이웃한 노드들을 탐색하는 초기해에 대해 그림 2의 

간선 교환 방법을 적용하여도 최적해를 얻지 못한다. 이는 발

견적 방법들이 공통적으로 직면하고 있는 문제로 언덕 오르기 

방법 (hill climbing method)을 적용하여 초기해가 최적해

로 도달하는 과정에서 지역 최적점 (local minimum)에 빠

져 전역 최적점 (global minimum)인 최적해 에 도달하

지 못하기 때문이다[7,13]. 또한, 대부분의 외판원 문제는 

2-opt만 적용되며, Stougie[8]가 제시한 3-opt는 거의 적용

되지 않는 문제점이 있다. 이에 대한 근거는 4장에서 적용된 

실험 데이터들에서 참고할 수 있다.

그림 2. 간선 교환 방법 (2-opt와 3-opt)
Fig. 2. Edge Swap Method (2-opt and 3-opt)

개의 노드가 존재하는 경우의 일반적인 TSP는  

인 × 정방행렬에 대해서만 고려하며, 비대칭 행렬에 

대해서는 고려하지 않는다. 왜냐하면, TSP는 개의 노드를 

목걸이 (또는 염주)와 같이 사이클을 만드는 문제로, 반드시 

 이 되어야 하며, ≠이 될 수 없기 때문이다. 또

한, 행렬 값 는 노드에서 노드로의 이론상의 직선거리가 

아닌 실제 경로 (직접 경로 또는 다른 노드를 거치는 간접 경

로)의 최단거리이다. 따라서, 
   ∞  

의 최단경로길이를  생성한다. 이와 같은 이유로, 본 논문에

서는 일반적인 TSP에 한정하여 대칭행렬에 대해서만 고려하

며, 비대칭 행렬은 고려하지 않는다.

TSP에 대한 k-opt 간선교환 기본 개념은 Barun et 

al.[14]과 Helsgaun[15]에서 제시하고 있다. 그러나 TSP

의 해밀턴 사이클에 대한 3-opt와 4-opt의 가능한 모든 경우

수에 대해서는 제시되지 않고 있으며, 어떤 간선을 대상으로 

k-opt를 수행하는지에 대한 기준을 제시하지 않고 있다. 만

약, 모든 간선을 대상으로 k-opt를 수행하면 전수탐색법과 

유사한 수행 횟수가 필요하다. 3장에서는 2-opt 간선 교환 

방법 개념에 기반하여 TSP의 실제 문제에 적합한 확장된 

3-opt와 4-opt를 추가적으로 제시하고, k-opt를 수행하는 

대상을 확정하는 기준을 제시하여 TSP의 최적해 를 얻을 

수 있는 알고리즘을 제안한다.

III. 외판원 문제의 k-opt 알고리즘

TSP의 최적해를 구하기 위해서는 초기해를 먼저 결정해야 

한다. 전통적인 TSP의 초기해는 첫 번째 노드부터 시작하여 

가장 인접한 노드들을 방문하는 방법을 적용하고 있다. 본 논

문에서는 2가지 다른 방법을 적용한다. 먼저, 각 노드의 가장 

인접한 노드 (행의 최소 간선)를 선택한다. 이때  

는 고려하지 않는다. 선택된 값들 중에서 최소값을 가진 노

드부터 시작하여 가장 인접한 노드들을 방문하는 Min-Min 

Method와 선택한 값들 중 최대값을 가진 노드부터 시작하여 

가장 인접한 노드들을 방문하는 Min-Max Method를 적용

한다. Min-Min과 Min-Max Method로 얻은 경로 길이의 

합이 최소가 되는 을 초기해로 결정한다.

간선 교환 방법을 적용하여 초기해 을 개선하여 최적

해 를 얻기 위해서는 어떤 간선을 교환할 것인가가 문제로 

제기된다. 본 논문에서는 초기해의 간선들의 집합 을 교환 

가능성이 높은 간선 집합 와 교환 가능성이 희박한 간선들

의 집합 으로 분류한다. 이를 위해 의 간선들에 대해 

대칭행렬이므로 와 동일한 값인  를 삭제한다. 

다음으로 행과 열 모두 최소값   ∩ 이면 

에, 어느 하나가 최소가 아닌 간선    ≠ ∩ 이

면 에 저장한다.

초기해에 대해 1차 개선은  간선들에 대해 최대값 간선

부터 내림차순으로 그림 3의 간선 교환 방법 (2-opt와 3-opt)

을 적용한다. 이때 새로 추가된 간선들은 에 저장한다.
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본 논문에서는 k-opt를 그림 3과 같이 2-opt, 3-opt 

(1,2,3)와 4-opt로 제시하였다. 여기서 2-opt는 일반적으로 

적용되는 방법이며, 3-opt (1,2,3)와 4-opt는 기존의 방법

과 다른 것이다. 3-opt 적용 방법은    ≠ 

∩ 의 배치 형태에 따라 결정될 수 있다.

본 논문에서 적용된 실험 데이터들은 모두 그림 3의 

2-opt, 3-opt (1,2,3)과 4-opt로 문제가 해결되었다. 그러

나 보다 일반적인 문제 해결을 위해 그림 4의 3-opt도 추가

로 제안한다. 그림 4 이외에도 다양한 종류의 3-opt들이 추

가로 고려될 수 있다.

기존의 k-opt를 적용하는 방법은 개 도시를 연결하는 

 개 간선 중에서 를 기준으로 에 인접된 

2개의 간선을 제외한  개의 간선을 모두 비교하는 방법

을 적용하였다. 반면에, 비교 횟수를 단축시킬 수 있는 방법

을 2-opt에 대해 정의하면 를 기준으로 교환될 간선 

을 다음과 같이 결정한다.

그림 3. 기본적인 k-opt
Fig. 3. Basic k-opt

(1)  노드 (유출)에서 노드 (유입)로의 간선  를 

찾는 것으로 열 (유입)에서 보다 작은 비용을 

갖는 행 (유출)이 대상이 된다.

(2)  노드 (유출)에서 노드 (유입)로의 간선 를 찾

는 것으로 열 (유입)에서 보다 작은 비용을 갖

는 행 (유출)이 대상이 된다.

(3) 초기해로 연결된 경로에서  노드와  노드들의 간선이 

로 결정된다.

본 논문에서 적용된 실험 데이터들은 모두 그림 3의 

2-opt, 3-opt (1,2,3)과 4-opt로 문제가 해결되었다. 그러

나 보다 일반적인 문제 해결을 위해 그림 4의 3-opt도 추가

로 제안한다. 그림 4 이외에도 다양한 종류의 3-opt들이 추가로 

고려될 수 있다.

그림 4. 추가적인 3-opt
Fig. 4. Additional 3-opt

그림 3의 2-opt와 3-opt (1,2,3)를 적용하여 비용 절감 

효과가 가장 큰 간선들을 교환하면 새로운 경로가 설정된다. 

초기해에 대해 1차 개선 결과 얻은 경로는 초기해와 다른 경
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로가 되어   간선들에 대해 교환 가능한 경우가 발생할 수 

있다. 따라서 2차 개선은   간선들에 대해 비용 내림차순

으로 2-opt, 3-opt (1,2,3)를 적용하여 새로운 경로를 설정

한다. 이때 교환되지 않은 간선들을 에 저장한다. 경로가 

변경되면 2차 개선과정에서 교환되지 않은 간선들에 대해 

3-opt로 간선 교환이 이루어질 가능성이 있다. 따라서 2차 

개선 후 변경된 경로에 대해  간선들을 대상으로 3-opt

와 4-opt를 적용하여 최종적으로 를 얻는다. 본 알고리즘

의 상세한 내용은 그림 5에 제시되어 있다.

Step 1. 초기 경로 설정

1-1. 각 노드 (행)의 최소값      선택

1-2. 이중 탐색

1-2-1. 선택된 값들 중 최소값 (Min) 행 노드 에서 출발, “Nearest Neighbor 

Search” 수행. (Min-Min Method)

1-2-2.  선택된 값들 중 최대값 (Max) 행 노드 에서 출발, “Nearest Neighbor 

Search” 수행. (Min-Max Method)

1-3. 최소 경로길이    방법 선택, 간선들을 에 저장

Step 2.  에 대해 해 개선

2-1.    에 대해     삭제,     로 분리

 = 각 노드의 행 (유출)과 열 (유입)이 최소값이 아닌 간선들

  = 각 노드의 행 (유출)과 열 (유입)이 최소값인 간선들

if  ∅  then ←  , 를 최적해 경로로 설정, 알고리 즘 종료.

2-2. 1차 개선

에 대해 비용 내림차순으로 2-opt와 해당 3-opt (1,2,3) 수행, 가장 큰 비용 절감 

값으로 경로 수정, 새로 추가된 간선을  에 저장.

2-3. 2차 개선

 에 대해 비용 내림차순으로 2-opt와 해당 3-opt (1,2,3) 수행, 가장 큰 비용 

절감 값으로 경로 수정, 교환된 간선은  에서 삭제, 새로 추가된 간 선은  에 

저장, 교환되지 않은 간선은 에 저장.

2-4. 3차 개선

에 대해 비용 내림차순으로 3-opt와 4-opt 수행, 가장 큰 비용절감 값으로 경로 

수정.

[Nearest Neighbor Search]

- 초기값 : 방문 노드 집합      저장, 미방문 노드 집합 에   ╲저장

- 다음 방문 노드 결정 :  ∊  인 최소값 간선 선택

(미방문 노드들 중 가장 가까운 노드 방문)

- if     then 해당 노드의 간선 선택

- if   ∅  then 시작 노드의 간선 선택

그림 5. TSP의 확장된 k-opt 알고리즘
Fig. 5. The Extended k-opt TSP Algorithm

간선 교환 방법인 k-opt는 대칭행렬에만 적용된다. 왜냐

하면 대칭행렬은 무방향 그래프 (Undirected Graph)로 간

선 교환에 따라 경로가 반대로 변경되어도 간선 

   로 동일한 경로 길이를 얻을 수 있다. 반면

에, 비대칭행렬은 방향 그래프 (Digraph)로 간선 교환으로 

경로가 반대로 변경되면 ≠    속성을 갖고 있

어 경로길이가 증가할 수 있기 때문이다. 결국, k-opt는 대칭

행렬에만 한정되어 적용될 수 있다.

TSP-1에 대해 Min-Min Method와 Min-Max Method

로 초기 경로를 탐색한 결과는 그림 6과 같다. 초기해에 대해 

Min-Min Method와 Min-Max Method가 동일한 경로길

이를 얻어 Min-Min Method를 대상으로 해 개선을 수행하

였으며, 본 문제는     에 대해 2-opt만을 수행하

여 최적해   을 얻는데 성공하였으며, 과 은 

간선 교환 대상이 존재하지 않아 해 개선이 수행되지 않았다.

1 2 3 4 5 6

1  3 10 11  7 25

2  3  6 12  8 26

3 10  6  9  4 20

4 11 12  9  5 15

5  7  8  4  5 18

6 25 26 20 15 18

최소값 =    , 최대값 =    

Min-Min Method : 







 

 

 

방문
노드     선택 다음

방문노드

1     {1} {2,3,4,5,6}     2

2
   

   

{1,2}

{1,2}

{3,4,5,6}

{3,4,5,6}

-

    3

3     {1,2,3} {4,5,6}     5

5
   

   

{1,2,3,5}

{1,2,3,5}

{4,6}

{4,6}

-

    4

4     {1,2,3,4,5} {6}     6

6     {1,2,3,4,5,6} ∅     1

경로길이 58

Min-Max Method :  









 

 

초기해 : = 







 

 

 

1 2 3 4 5 6  

1  3 10 11  7 ○

2  6 12  8 26 ○

3 10  9  4 20 ○

4 11 12  9 15 ×

5  7  8  4  5 18 ○

6 25 26 20 18 ×

 × ○ × ○ ○ ○

   , 

      

최적해 :  



 

 





 

그림 6. TSP-1의 2-opt 최적해
Fig. 6. Optimal solution of 2-opt for TSP-1
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IV. 알고리즘 적용 및 분석

실험에 적용되는 데이터는 6개로 그림 7에 제시되어 있다. 

TSP-2는 Pleines[5]에서, TSP-3는 Tsilingiris[16]에서, 

TSP-4는 Pleines[5]에서, TSP-5와 TSP-6는 Kratica와 

Radojevi[11]에서, TSP-7은 Pleines[5]에서 인용되었다. 

TSP-2은 TSP-1과 동일하게 6개 도시를 방문하는 문제이며, 

TSP-3~TSP-6은 10개 도시를 방문하는 경우이다. TSP-7

은 26개 도시를 방문하는 경우로 본 실험에서는 가장 어려운 

문제이다.

(a) TSP-2

 

(b) TSP-3

 

(c) TSP-4

(d) TSP-5

(e) TSP-6

(f) TSP-7

그림 7. 실험 데이터
Fig. 7. Experimental Data

Pleines[5]는 TSP-2에 대한 최적해로    



  











 을 제시하고 있다. TSP-2 문제에 

제안된 간선 교환 알고리즘을 적용한 결과는 그림 8에 제시되

어 있다. 본 문제에 대해 초기해로 Min-Min 방법을 선택하

고 에 대해 해 개선작업을 수행한 결과 Pleines[5]가 제

시한 최적해 와 동일한 값을 얻었다.

Min-Min Method :  

 

 

 

 

 

  

Min-Max Method :  

 

 

 

 

 

  

초기해 :    

 

 

 

 

 

  

1 2 3 4 5 6 
1 12 25 28 22 ○

2 16 20 22 10 ○

3 25 16 23 21 ×

4 30 20 31 18 ×

5 28 22 26 31 ×

6 22 21 18 14 ○

 × ○ × × ○ ○

          

최적해 :     

 

 

 

 

 

  

그림 8. TSP-2의 3-opt 알고리즘 최적해
Fig. 8. Optimal solution of 3-opt for TSP-2
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TSP-3에 대해 Tsilingiris[16]는 Nearest-Neighbor Heuristic 

Method (1st Node Method)로 





















 , Closest Insertion Heuristic Method

는 79, Geometric Heuristic Method는 73을, TSPdyn 

via Dynamic Programming Method는 






















 을 얻었으며, 최적해로   을 

제시하고 있다. 제안된 간선 교환 알고리즘을 적용한 결과는 

그림 9에 제시되어 있다. 본 문제에 대해 초기해로 Min-Max 

방법을 선택하고   ∅가 되어 초기해가 최적해로 결정되었

으며, Tsilingiris[14]와 동일한 결과를 얻었다.

TSP-4에 대해 Pleines[5]는 Erster Schritt는 176, 

Weitere Iterationschritte는 176, Ergebnis는 175를 얻

었음을 제시하였다. 제안된 간선 교환 알고리즘을 적용한 결

과는 (그림 10)에 제시되어 있다. 본 문제에 대해 초기해로 

Min-Min 방법을 선택하고 의   에 대해서만 해 

개선작업이 수행되어 Pleines[5]가 제시한 최적해 와 동

일한 값을 얻는데 성공하였다.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 8 5 9 12 14 12 16 17 22

2 8 9 15 17 8 11 18 14 22

3 5 9 7 9 11 7 12 12 17

4 9 15 7 3 17 10 7 15 18

5 12 17 9 3 8 10 6 15 15

6 14 8 11 17 8 9 14 8 16

7 12 11 7 10 10 9 8 6 11

8 16 18 12 7 6 14 8 11 11

9 17 14 12 15 15 8 6 11 10

10 22 22 17 18 15 16 11 11 10

Min-Min Method : 















 

 

 

 Min-Max Method :  

















 

 

초기해 :  

















 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

1  8  9 12 14 12 16 17 22 ○

2  9 15 17  8 11 18 14 22 ○

3  5  9  7  9 11 12 12 17 ○

4  9 15  7 17 10  7 15 18 ○

5 12 17  9  3 10  6 15 15 ○

6 14 11 17  8  9 14  8 16 ○

7 12 11  7 10 10  9  8 11 ○

8 16 18 12  6 14  8 11 11 ×

9 17 14 12 15 15   6 11 ○

10 22 22 17 18 15 16 11 10 ○

 ○ ○ ○ ○ × ○ ○ × × ○

  ∅  ⇒   

최적해 :  

















 

 

그림 9. TSP-3의 0-opt 알고리즘 최적해
Fig. 9. Optimal solution of 0-opt for TSP-3

Min-Min z 



 







 

 

 

 

 

초기해 : 

 





 

 

 



 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 44 93 1 30 30 5 78 42 ○

2 16 68 42 77 41 79 22 32 ○

3 44 68 39 48 21 28 40 80 ○

4 93 61 39 43 66 46 30 35 ×

5 42 48 43 67 69 11 84 91 ○

6 30 77 8 67 97 43 63 67 ○

7 30 41 36 66 69 97 85 89 ×

8 5 79 28 46 43 85 2 85 ○

9 78 22 40 30 84 63 89 5 ○

10 42 32 80 35 91 67 18 85 ○

 × × × ○ ○ ○ ○ × ○ ○

 

최적해 : 

 



 



 

 

 

 

 

 

그림 10. TSP-4의 2-opt 알고리즘 최적해
Fig. 10. Optimal solution of 2-opt for TSP-4

TSP-5에 대해 Kratica와 Radojevi[11]는 1
st
 Node 

Method는 





























, Min-Min Method는  




























 , 최적해는 





























 을 제시하고 있다. 제안된 간선 

교환 알고리즘을 적용한 결과는 그림 11에 제시되어 있다. 본 

문제에 대해 초기해로 Min-Min 방법을 선택하고 , 

에 대해 해 개선 작업을 수행한 결과 개선 대상이 없어 초기

해를 최적해로 결정하였으며, 이는 Kratica와 Radojevi[11]

가 제시한 최적해 와 동일한 값임을 알 수 있다.

Min-Min Method : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Min-Max Method :  

 

 

 

 

 



 

 

 

  

초기해 :   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 96 105 50 41 86 46 56 70 ○

2  96 49 94 21 64 63 41 37 ○

3 105 78 60 84 61 86 76 51 ×

4  50 49  60 45 35 20 26 17 ○

5 94  84 45 80 36 55 59 64 ○

6  86  61 35 80 46 50 28  8 ○

7  46 64  54 20 46 45 37 30 ×

8  29 63  86 26 55 50 45 45 ×

9  56 41  76 59 28 37 21 25 ○

10  70 37  51 18 64 30 45 25 ○

 ○ × × ○ ○ ○ × ○ ○ ○

       

최적해 :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

그림 11. TSP-5의 0-opt 알고리즘 최적해
Fig. 11. Optimal solution of 0-opt for TSP-5

TSP-6에 대해 Kratica와 Radojevi[11]는 1st Node 

Method는 




























 

 , Min-Min Method는 




























, 최적해는 





























를 제시하였다. 제안된 

간선 교환 알고리즘을 적용한 결과는 그림 12에 제시되어 있

다. 본 문제에 대해 초기해로 Min-Min 방법을 선택하고 

와 에 대해 해 개선 작업 수행 결과 Kratica와 Radojevi[11]

가 제시한 최적해 와 동일한 값임을 알 수 있다.

Min-Min Method :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 


  

Min-Max Method :  

 

 


 

 

 

 

 


 

 


  

초기해 :     

 

 

 

 

 

 

 

 

 


  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1  72 217  92 183 116 143 161 141 ×

2  72  51 222  52 182  99  83 186 ○

3  43 229  97 199 121 115 203 101 ○

4 217 222 229 219  40 156 285 299 ○

5  52  97 219 179  57 123 159 100 ×

6 183 182 199 179 130 265  65 251 ×

7 116  99 121 156 130 158  91 154 ○

8 143  83 115 285 123 158 269  14 ○

9 161 186 203  63 159  65 269 255 ○

10 141  72 101 299 100 251 154 255 ○

 ○ × ○ ○ × ○ ○ × × ○

       

최적해 :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

그림 12. TSP-6의 2-opt 알고리즘 최적해
Fig. 12. Optimal solution of 2-opt for TSP-6

TSP-7에 대해 Pleines[5]는 최적해로 







 







































































를 제시하였다. 

제안된 간선 교환 알고리즘을 적용한 결과는 그림 13에 제시

되어 있다. 본 문제는 26개의 도시를 방문하는 복잡한 문제로 

초기해로 Min-Max 방법을 선택하고 , 과 에 대해 

해 개선 작업을 수행하였으며, Pleines[5]가 제시한 최적해 

와 동일한 값을 얻는데 성공하였다.

Min-Min Method :  

 

 

 

 

 



 


 


 


 


  


 


 


 


 


 




 


  


  


 


 


 


 


 


  


  




 

Min-Max Method :  


 


 


 


 


 


 




 

 
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그림 13. TSP-7의 k-opt   알고리즘 최적해

Fig. 13. Optimal solution of k-opt   for TSP-7

제안된 알고리즘은 6개의 도시 방문 문제 (TSP-1, TSP-2), 

10개 도시 방문 문제 (TSP-3, TSP-4, TSP-5, TSP-6)와 26

개 도시 방문 문제 (TSP-7)에 대해 기존에 알려진 최적해를 

구하는데 성공하였다.

제안된 min(min-min, min-max) 초기치에 대해 k-opt

를 적용한 결과는 표 1과 같다. TSP-3와 TSP-5는 초기해에 

대해 k-opt 적용 없이 최적해를 구하였음을 알 수 있다. 

TSP-1, TSP-4와 TSP-6는 2-opt로 최적해를 구하였으며, 

TSP-2는 3-opt로 최적해를 구하였다. 특이하게도 TSP-7과 

같이 큰 데이터의 경우 2,3과 4-opt가 혼합 적용되어 최적해

를 구하였다. 결론적으로, 제안된 알고리즘은 기존의 k-opt 

기본개념을 확장시킨 확장된 k-opt를 제안하였으며, 초기해

를 min(min-min, min-max)로 구하면 쉽게 k-opt를 적용

할 수 있음을 보였다.

표 1. 제안 알고리즘 결과
Table 1. The Result of Proposed Algorithm

문제
알려진

최적해

제안 알고리즘

k-opt 최적해

TSP-1

TSP-2

TSP-3

TSP-4

TSP-5

TSP-6

TSP-7

   56

  111

   73

  175

  323

  725

16,189

2-opt

3-opt

0-opt

2-opt

0-opt

2-opt

2-,3-, and 4-opt

   56

  111

   73

  175

  323

  725

16,189
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Ⅴ. 결론

본 논문은 지금까지 해결하지 못한 외판원 문제에 대해 

k-opt 간선 교환 방법으로 지금까지 알려진 최적해를 구할 

수 있음을 보였다. 이를 위해 초기해를 구하는 방법을 새로 

제시하였으며, 기존의 간선 교환 방법인 2-opt를 확장하여 

3-opt와 4-opt를 추가로 제안하였다. 또한, 초기해로부터 최

적해를 도출하는 과정을 체계적으로 제안하였다.

제안된 알고리즘은 7개의 다양한 실제 문제들에 적용한 결

과 모든 데이터에 대해 지금까지 알려진 최적해를 빠르게 구

하는데 성공하였다. 제안된 알고리즘 검증에는 관련 데이터 

부족으로 단지 7개 데이터만 적용하여 일반화된 알고리즘으

로의 한계점이 존재한다. 따라서 추후 보다 많은 실제 데이터들

에 적용하여 3-opt (1,2,3) 만으로 해결되는지 아니면 추가적

으로 제안한 3-opt (4-11)가 활용되는지를 검증할 예정이다.
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