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요  약

본 논문은 마감시간을 가지는 병렬 태스크들을 스 하는 문제를 다룬다. 특히, 가단성 태스크, 다시 말해서, 수

행시간이 수행 머신들의 개수의 함수로 주어지는 태스크를 다룬다. 스 링 알고리즘의 목표는 마감시간 안에 수

행을 끝마친 태스크들의 작업량의 합을 최 화하는 것이다. 이 문제는 NP-hard 문제로 알려져 있다. 따라서, 근사 

알고리즘을 찾으려하고, 알고리즘의 성능은 최  알고리즘 성능과의 비, 다시 말해서, 근사비를 구해서 분석한다. 

특히, 본 논문에서는 알고리즘이 최  알고리즘보다 많은 자원, 즉, 보다 많은 머신들을 가지는 경우에 근사비를 구

할 것이다. 이것은 자원추가분석이라고 불린다. 본 논문은 최  알고리즘보다 1.5배의 머신들을 사용해서 3.67의 근

사비를 보장하는 스 링 알고리즘을 제안한다.  

ABSTRACT

In this paper, we deal with the problem of scheduling parallel tasks with deadlines. Parallel tasks can be simultaneously executed on 

various machines and specially, we consider the malleable tasks, that is, the tasks whose  execution time is given by a function of the number 

of machines on which they are executed. The goal of the problem is to maximize the throughput of tasks completed within their deadlines. 

This problem is well-known as NP-hard problem. Thus we will find an approximation algorithm, and its performance is compared with that of 

the optimal algorithm and analyzed by finding the approximation ratio. In particular, the algorithm has more resources, that is, more machines, 

than the optimal algorithm. This is called the resource augmentation analysis. We propose an algorithm to guarantee the approximation ratio of 

3.67 using 1.5 times machines.
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Ⅰ. 서  론

 

본 논문에서는 태스크 들이 작업량 와 마감시

간 을 가지고 주어질 때, 작업량만큼 마감시간 안에 수

행된 태스크들의 작업량 총합을 최 로 하는 스 을 

찾는다. 

태스크 는 병렬 태스크로서 임의의 시간에 여러 

머신들에서 동시에 수행될 수 있다. 본 논문에서는 병

렬 태스크 에 가단성 태스크만을 다룬다. 가단성 태

스크란, 임의의 수의 머신들에서 수행될 수 있지만, 수

행시간이 수행한 머신들 수의 함수로 주어지는 태스크

를 말한다. 

정확히 말해서, 태스크 는 최 병렬도 가 주어

지고, 를 를 개의 머신들에 수행했을 때 작업량 

를 완료할 수 있는 시간, 다시 말해서,   , 이

라고 하면, 개의 머신들에 수행했을 때의 시간 

는 다음과 같이 주어진다:

 













i f  ≤ 

 i f  

이것에 비되는 태스크가 비가단성태스크이다. 이

것은 수행될 머신들의 개수가 고정 으로 주어지고 수

행될 수행시간이 주어진다. 따라서 정확히 이 개수의 머

신들에 스  되어야 한다.

이 문제의 목표는 작업을 완료한 태스크들의 작업량

의 합을 최 화하는 것이다. 하지만, 이 문제는 NP-hard 

로 알려져 있다. 따라서, 우리는 본 논문에서 근사 알고

리즘을 생각할 것이다. 근사 알고리즘의 성능은 최  알

고리즘 성능과의 비, 다시 말해, 근사비로 평가된다. 형

식 으로, 를 태스크들의 집합이라 하고,  

()를 에 해서 알고리즘  (최  알고리

즘  )가 마감시간 안에 수행한 태스크들의 작업량

들의 합이라고 하자. 그러면,

 

∀ ≤  , 

를 만족하는 를 근사비라고 한다. 

특히, 본 논문에서는 최  알고리즘 보다 알고

리즘 가 보다 많은 머신을 사용할 수 있는 경우의 근사

비를 구할 것 이다. 이런 분석 방법을 자원추가 분석이라

고 부른다[1]. 우리는 1.5배의 머신들을 사용해서 3.67의 

근사비를 보장하는 근사 알고리즘을 제안한다. 이 알고

리즘은 [2]에서 제안되었고, 본 논문에서는 새롭게 자원

추가 분석을 사용해서 근사비를 구하 다. 

Ⅱ. 관련 연구

스 링 분야에서 병렬 태스크들의 스 링에 

한 연구는 활발히 이루어져 왔다. 부분의 문제들이 

NP-hard로 알려져 있어서, 근사 알고리즘들을 찾고 분석

하는 연구들이 이루어졌다. 특히 마감시간을 가지지 않

은 태스크들에 해서, 가장 마지막에 수행 완료된 태스

크의 완료시간, 다시 말해, makespan을 최소화하는 문제 

는 모든 태스크들의 완료시간의 합을 최소화하는 문

제들이 많이 연구되었다[3]. 

본 논문에서는 마감시간을 가진 태스크들을 스  

하는 문제를 다룬다. 이 문제는 지 까지 많이 연구되어 

지지 않았다. 이 문제를 다룬 논문으로 [2]가 있는데, 이 

논문에서는 비가단성과 가단성 태스크들에 해서 각

각의 근사 알고리즘을 제안하 고, 가단성 태스크의 경

우에 4.5의 근사비를 증명하 다. 본 논문은 [2]에서 제

안된 알고리즘에 자원추가 분석을 용해서 근사비를 

구할 것이다. 자원추가 분석이란, 최  알고리즘보다 많

은 머신을 사용하거나 더 빠른 머신을 사용해서 성능을 

분석하는 방법이다[1].  

Ⅲ. 알고리즘 설명

이 장에서는 논문에서 제안하는 알고리즘 에 

해서 설명할 것이다. 알고리즘 는 크게 두 부분으로 

구성된다. 알고리즘 가 사용하는 머신들을 

    



 , 으로 나타내면, 최 알고리즘 

는      , 을 사용한다. 알고리즘 는 

최 알고리즘보다 



개의 머신들을 더 사용할 수 
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있다. 

입력 (가단성) 태스크들을      , 라 하면, 

각 태스크 는 작업량 와 마감시간 를 가진다. 

한 그것은 최  병렬도 와 응되는 수행시간 , 다시 

말해서, 태스크를 개의 머신들에 수행할 때의 작업량 

을 수행하는데 수행시간 이 걸린다. 따라서 태스크 

는 응되는 수행시간이 마감시간 를 넘지 않으면, 

작업량을 보 하면서 개 보다 은 머신들에서 수행

될 수 있다. 

우리는 태크스 들을 두 그룹으로 나  것이다. 먼

,  ≤



이고  ≤




 이면, 를 작은(small) 

태스크라고 부르고 

라고 나타낸다. 작은 태스크 외

의 나머지 태스크들을 큰(large) 태스크라고 하고 

라

고 나타낸다. 그러면, 큰 태스크 
 ,      , 의 

최  병렬도, 수행시간, 마감시간을 각각   로 나

타내고, 작은 태스크 
 ,      , 의 경우에는 

  
로 나타낸다. 

우리는 큰 태스크들을 마감시간의 내림차순으로 정

렬한다. 다시 말해,  ≥  ≥⋯≥ 


. 한 작은 태

스크들은 마감시간의 오름차순으로 정렬한다. 다시 말

해,  ≤
 ≤⋯≤ 



. 

이제 본 논문에서 분석할 알고리즘 를 설명할 것이

다. 알고리즘 는 크게 두 부분으로 나뉜다. 우선 큰 태

스크 

들을 정렬된 순서(마감시간의 내림차순)로 시

간 0에 스 하는 것이다. 큰 태스크들의 스 이 완

료되면 작은 태스크 
들을 이른마감시간(Earliest 

Deadline First(EDF)) 스 링 알고리즘으로 스 한

다. 이른마감시간 스 링은 태스크들을 마감시간의 

오름차순으로 스 하고 태스크 
의 차례에 스

할 수 있는 쉬는(idle) 머신들이 존재하면 스 하는 욕

심쟁이(greedy) 알고리즘이다. 특히, 작은 태스크 

에 

해서, 병렬도  ≤



와 응되는 수행시간 

  ≤



가 만족하도록 스  할 수 있다. 

이상 설명한 것이 알고리즘의 의 큰 골격이고 다음 

장에서는 몇 가지 경우들을 나 어서 분석하고, 각 경우

에 의 동작에 약간의 차이가 있고 자세한 사항은 다음 

장에서 설명할 것이다.

Ⅳ. 성능 분석

알고리즘 에서 큰 태스크 

들을 시간 0에 개의 

머신들에 스 하면, 어떤 양의 정수 가 존재해서, 


  



 ≤



이고 

  



 



를 만족한다. 그러면, 

큰 태스크 
 ,      , 들은 알고리즘 에 

의해서 스  되어 질 수 있다. 

알고리즘 에서 큰 태스크 

,      , 

들을 스  한 후, 작은 태스크 

들을 스  할 때, 

알고리즘 에 의해 마지막으로 거 된 태스크를 생각

한다. 그리고 이 태스크의 마감시간을 이라고 하자. 그

러면 보다 큰 마감시간을 가지는 작은 태스크들의 집

합 를 고려한다. 그러면 에 속하는 모든 작은 태스크

들은 알고리즘 에 의해 스  됨을 알 수 있다. 

각 머신     



 , 에 해서, 함수 의 값은 

머신 에 스  된 큰 태스크 

의 마감시간과   

의 최 값으로 정의한다. 

다시 말해서, 
 



  ≤
 



이면,     라고 

하자. 그러면,   max . 

우리는 [4]에서 비가단성 태스크들에 해서 증명

했던 것과 같은 방식으로 다음 보조정리를 증명할 수 

있다. 

보조정리 4.1 최  알고리즘 에 해서, 

≤ 
  



 





∈

 
 

알고리즘 는 에 속하는 모든 작은 태스크들을 스
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 할 수 있기 때문에, 앞으로 우리는 몇 가지 경우들

을 나 어서 각각의 경우에 
 



와   를 비교

할 것이다.

경우 1)   ≥



을 만족하는 어떤 큰 태스크 


, 

 ≤  ≤   , 가 존재한다. 

이 경우에 알고리즘 는 큰 태스크들의 경우에 

, 

 ≤  ≤  , 만을 시간 0에 스  한다. 그러면, 

는 

큰 태스크이기 때문에  



 는  




을 만

족해야 하고, 두 경우 모두  



이다. 한 

 ≥



이고 

 



 ≤



이기 때문에,  ≤




 , 

 ≤  ≤   . 그러면,  



,  ≤  ≤   . 

우선,  ≤ 라고 가정하자. 그러면, 


  



 ≤ 
  

 

 
  

 

 

≤ 
  

 

≤ 
  

 





 

≤



  .

다음으로,    라고 가정하자. 그러면, 

    ≤  ≤  를 만족하는 머신 에 

해서는, 어떤 큰 태스크 
가 시간 0에 스 되고, 

 



 




. 한  ≥




이라는 사실과 작은 

태스크 
에 해서,  ≤




와 EDF의 욕심쟁이 성

질에 의해서, 어도 



이상의 시간에서 




개 이상

의 머신들이 쉬는 시간 없이 실행되고 있음을 알 수 있

다. 따라서
 



 ≤



 . 

의 경우에 모두 근사비 을 얻었다. 따라서 앞으

로는 큰 태스크 
 ,  ≤  ≤   , 에 해서, 

 ≤



라고 가정할 수 있다. 한  




를 만족

한다.

다음 경우를 설명하기 에, 태스크 의 최소 병렬

도 를 정의한다. 이것은 태스크 가 응되는 수행

시간  이 마감시간을 넘지 않으면서 최소로 할당될 수 

있는 머신의 수를 말한다.  

경우 2)     
  

  

 



  



 이고, 

                  
  

  

 





이 경우에, 우선 
  



 



를 만족하고, 







 .  

  



 라고 하면, 두 번째 부등식

에 의해, 



 







≥






. 그런데, 





  



 
  



 
  



 
  



   이고 





  



 




  



 




  



이 성립한다. 결과

으로, 








  



 . 

여기서, 큰 태스크들 
  

     


을 두 집합

으로 나 다. 먼    ≥ 을 만족하는 태스크 



 들의 집합  ′과 나머지 태스크들의 집합  ″이다. 

인덱스를 새로 조정해서 
′ 

   
 과 


″   

   
  
 라고 하자. 여기서 각 집합 

안에서 태스크들은 마감시간의 내림차순으로 정렬한

다. 인덱스가 새롭게 조정됨으로서 함수 와 도 맞춰

서 조정된다. 그러나 합 
  



은 변하지 않는다. 
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이 경우에 알고리즘 는 
″

의 모든 태스크들을 거

하고 
′의 태스크들과 태스크 

 를 스 한다. 태

스크 


를 시간 0에 머신 1부터 까지 스 하고 


′의 태스크들은 시간 


에 태스크 


 다음에 스

한다. 
  



 

이고   ≥


≥ 


, ≤ ≤   

이기 때문에, 이런 스 은 항상 가능하다.  

그럼 이 스 을 분석해 보자. 먼 , 

≥ 인 경우

를 생각해 보자. 이 경우에는 
  



 
  



 ≤








을 만족해서 근사비 을 보인다. 

다음으로   을 가정하자. 먼  새로운 함수 ′

을 정의한다. 
  



  ≤
  



이면, ′  이고 나머

지 에 해서는 ′  로 정의한다. 그러면, ′  

인 머신 에는  



인 태스크 

가 스 된다. 

한 EDF의 성질과 작은 태스크의 정의로부터 ≤





인 임의의 시간 에서 어도 



개 이상의 머신들이 

실행된다. 따라서 
 



′ ≤



 . 

그리고 
  



 
  



′의 상한을 다음과 같이 구할 수 

있다:


  



 
  



′  
 



 ′  
 



  

≤ 
 



 

 ≤ 

 





≤




  



 ≤




≤ .

따라서, 의 두 식으로부터 다음을 얻는다. 


  



 ≤



 .

경우 3)     
  

  

 ≥




  





이 경우에, 알고리즘 는 큰 태스크 
     



을 시간 0에 스  한다. 그러면,  ≥ 이면, 


  



 
  



 ≤




  



 .   이면,  



 , 

 ≤  ≤   , 라는 사실과 EDF의 성질과 작은 태

스크의 정의로부터 
 



 ≤



임을 알 수 있

다. 

경우 4)       
  

  



≤





이 경우에는 큰 태스크 
   


을 시간 0에 스

 한다. 여기서, 


 은 남은 





  



개의 머신에 

스  할 수 있다. 그러면,  



 ,  ≤  ≤  

와 








 그리고 EDF의 성질과 작은 태스크의 정의

로부터, 역시 
 



 ≤



임을 알 수 있다.

지 까지 몇 가지 경우를 나 어서 각각의 경우에 알

고리즘 의 성능을 분석하 다. 결과 으로 우리는 다

음의 정리를 얻을 수 있다. 

정리 4.2  임의의 태스크 집합 에 해서, 

≤



 .

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 마감시간을 가진 가단성 태스크들의 

스 링 문제를 다루었다. 특별히, 자원 추가 분석을 통

해서 최  알고리즘보다 1.5배의 머신을 사용해서 3.67
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의 근사비를 보장하는 알고리즘을 제안하 다. 향후에

도 자원 추가 분석을 이용해서 다른 스 링 문제에도 

용해 볼 수 있을 것이다.
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