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Abstract

This paper deals with a design of reliable state feedback controllers for continuous time

polynomial systems with actuator failures. The goal is to find an asymptotically

stabilizing controller such that the closed loop system achieves the prescribed decay rate

in the actuator failure cases. Based on a sum of squares (SOS) approach, a design

method for reliable nonlinear controller is presented. In order to demonstrate our design

method, a numerical example is shown.
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1. 서론

제어시스템을 구성하고 있는 센서나 액츄에이터의 고장에도 불구하고 폐루프 제어시스템이

안정하고 주어진 제어성능을 발휘하도록 설계된 제어시스템을 신뢰성 제어시스템이라 부른

다. 특히 안정성이 중요하게 문제가 되는 원자력발전소의 제어시스템, 항공기의 비행 제어시

스템, 석유화학 플랜트의 공정제어시스템 등은 신뢰성 제어시스템으로 구성되어져 운영되어

야한다. 제어시스템의 신뢰성을 높이는 방법 중에 하나는 시스템을 구성하고 있는 구성요소

의 가능한 고장에 대해 견실하게 설계하는 것이다.

신뢰성 제어기를 설계하는 문제는 최근 많은 주목을 받고 있으며 몇 가지의 접근법이 제안

되었다. Veillette et al(1992)는 선형시스템에서 Riccati 방정식의 해를 이용하여 액츄에이터

나 센서의 가능한 고장에 대해서도 주어진 제어성능을 만족하는 관측기 기반의 출력피드백

제어기의 설계법을 제시하였다. Yao and He(2006)는 이산형 불확실한 선형시스템에서 선형

행렬부등식의 해를 이용하여 전상태 피드백 신뢰성제어기 설계법을 제시하였다. 비선형 시

스템의 경우 Yang et al(1998)과 Zhang et al(2006)은 Hamilton-Jacobi 부등식의 해를 이용

하여 신뢰성제어기 설계법을 제안하였다. 그러나 실제로 Hamilton-Jacobi 부등식은 특수한

경우를 제외하고는 해를 구하기가 어려워 일반적인 비선형 시스템에서 활용하기가 어렵다.

Wu와 Zhang(2006)은 비선형시스템을 T-S(Takagi-Sugeno) 퍼지모델로 표현하고 액츄에이

터 고장을 가정한 전상태 신뢰성제어기를 제안하였다. T-S 퍼지모델 접근법은 비선형시스

템을 전제변수의 값에 따라 여러 개의 선형시스템으로 모델하여 선형시스템 설계기법을 사

용하여 제어기를 설계하고 이를 결합하여 효과적으로 비선형시스템의 제어기를 설계하는 방

식으로 최근 많은 연구가 진행되고 있다.

최근 비선형시스템을 효과적으로 다루기 위해 다항식 제어시스템에서 제곱합(sum of

squares, SOS) 분해기법에 관한 연구가 많이 이루어지고 있다. Tanaka et al(2009)은 퍼지 

다항식시스템의 관측기 설계에서 SOS기법을 이용하였다. 대부분의 비선형시스템은 Taylor

급수 전개에 의해 충분히 적은 오차 범위내로 다항식 시스템으로 근사할 수 있다. SOS 분

해기법은 다항식 시스템에서 안정성이나 제어성능을 보장하는 제어기를 설계하는 과정에서

발생하는 여러 가지 부등식의 해를 효과적으로 구할 수 있는 장점을 갖고 있다. 본 연구에

서는 SOS 분해기법을 사용하여 액츄에이터 고장에 대비한 비선형 시스템의 전상태 피드백

신뢰성제어기를 설계한다.

 은 요소가 실수인 차원 벡터공간,   ×  은 × 실수행렬의 집합이다. ∈  × 에서

 는 의 전치행렬,   는 역행렬을 나타낸다. 는 실계수 다항식의 집합,  × 는

×차원의 실계수 다항식 행렬의 집합이고 는 SOS 다항식의 집합이다.
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2. 신뢰성제어기 설계문제

다음의 비선형 시스템을 생각한다.

   
  

(1)

여기에서 ∈ 는 상태변수, ∈ 는 제어입력, ∈ × 는 시스템 행렬,

∈ ×  는 제어입력 행렬이고 ∈ × 는 제어기 이득행렬이다.

액츄에이터 고장이 발생한 후의 제어입력을  라 정의하면 다음과 같은 액츄에이터 고

장 모델을 생각한다.

    (2)

여기에서

  ⋯ ,  ≦ 
 ≦  ≦ 

 ≦    ⋯ (3)


과 

 는 고장모델을 특징 지워주는 파라메터이다. 즉, 
  

  는 번째 액츄에이터

가 완전 탈락한 경우이고   
  

  의 경우는 부분고장, 
  

  은 번째 액츄

에이터는 고장이 발생하지 않는다고 가정하는 경우이다. 다음의 집합을 생각한다.

  ∣  ⋯    
 or

    ⋯ (4)

여기에서   ⋯     이고  ≦ 은 고장이 발생하지 않는다고 가정한 액츄에

이터의 수이다. 는 꼭지점이 인 행렬다면체(matrix polytope) 내부의 점이다. 즉 ∈

이다. 여기에서

  ∣  
  



  ≧  
  



   (5)

고장 발생 후의 제어입력 (2)를 비선형 시스템 (1)에 적용하면 폐루프 시스템은 다음과 같

이 쓸 수 있다.

   (6)



124 / 제곱합 접근법에 의한 비선형시스템의 신뢰성제어

정의 1 : 모든  ≧ 에서 시스템 (6)의 상태변수가 ∣∣ ≦  ∣∣를 만족할 때

시스템 (6)은 감쇄율 로 점근 안정하다고 정의한다. 단,      는 상수이다.

이 논문에서는 신뢰성 제어기를 설계하기 위해서 모든 고장 가능한 와 설계자가 정한

  에 대해서 폐루프 시스템 (6)이 감쇄율 로 점근 안정한 제어기 이득행렬 를

구한다.

3. 신뢰성제어기 설계

이 절에서는 SOS 분해기법을 사용하여 앞 절에서 정의한 설계사양을 충족하는 비선형 시

스템의 신뢰성제어기를 설계한다. 이를 위하여 먼저 SOS 분해기법과 관련된 몇 가지 필요

한 정의를 기술한다.

정의 2 :   
  




 를 만족하는 다항식    ⋯가 존재하면 다항식  는

SOS이다. 여기서 ∈ 이다.

정의 2로부터 가 SOS이면 모든 에 대해서 ≧ 임을 알 수 있다. 그러나

≧ 일지라도 SOS가 아닐 수도 있다.

정의 3[A. Papachristodoulou와 S. Prajna(2005)] : SOS 다항식 ∈   ⋯에

대해  
  



가 SOS이면 ≧    ⋯인 모든 에서 ≧ 을 만

족한다.

정의 3은 견실제어이론에서 많이 사용되는 S-procedure[S. Boyd et al(1994)]의 다항식으로

의 확대조건이다.

정의 4[K. Tanaka et al(2007)] : ∈ ×  , ∈ 라 정의할 때 ∈  에 대해서

가 SOS이면 모든 ∈ 에 대해서 ≧ 을 만족한다.

먼저 신뢰성제어기 설계문제의 해를 정리 1에 기술한다.

정리 1 : 다음 (7)과 (8)을 만족하는 대칭 양한정(positive definite) 행렬 ∈  ×  ,

∈ × 가 존재하면 모든 ∈ 와 가능한 모든 액츄에이터 고장에 대해서 감

쇄율 로 점근 안정화 시키는 신뢰성제어기가 존재한다. 이때 신뢰성제어기의 이득은

    이다.

       , 는 SOS이다. (7)

여기에서   ⋯이고 ∈  , 은 ≠에서   을 만족하는 다항식이다.

아주 작은   에 대해서    는 SOS 이다. (8)
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(증명) 리아푸노프 후보함수를     라 정의하면 (8)로부터 는 양한정 행렬이

다. 정의 4와 (7)로부터 모든   ⋯에서

       (9)

폐루프시스템 (6)에서

          

 
  




  

   

(10)

또한 ∣∣→∞이면 →∞이므로 가능한 모든 에 대해서 폐루프시스템은 전역적으로

점근 안정하다. (10)으로 부터    이므로 ∣∣ ≦  ∣∣를 만족하

는   가 존재한다. 증명 끝.

정리 1에서 전역적으로 안정화하는 신뢰성제어기의 존재조건을 나타내었지만 일반적으로 비

선형시스템에서 전역적인 해를 얻기 어려울 때가 많다. 전역적인 해를 얻기 어려울 경우 국

부적인 해의 존재조건을 다음의 정리 2에서 기술한다. 이를 위해서 먼저 국부적인 영역 을

다음과 같이 정의한다.

  ∈   ≦  (11)

  ∈        ≦  (12)

여기에서 ∈  × 는 대칭 양한정 행렬이고, 는 리아푸노프 후보함수이다.

정리 2 : (13)-(15)의    ⋯   가 SOS가 되는 ∈  ∈ ×  ,

 ∈ ∈가 존재하면 ∈ 일 때 모든 가능한 액츄에이터 고장에 대해

감쇄율 로 점근 안정화하는 신뢰성제어기가 존재한다. 이때 신뢰성제어기의 제어이득

    이다. 여기에서 은 ≠에서   을 만족하는 다항식이고

  이다.

        

      ⋯ ∈ 

(13)

       (14)

   
   (15)

(증명) 이 SOS이므로 리아푸노프 후보함수 는 영역 에서 양이다. 가 SOS이므
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로    ≦ 이고  ⊂ 이다.    ⋯ 이 SOS이므로 영역 에서 다음의

부등식이 성립한다.

       ⋯ (16)

따라서 영역  에서

            

(17)

이므로  는 폐루프시스템 (6)의 invariant set이다. 따라서 ∈ 일 때 폐루프시스템은

설계사양을 충족한다. 이하 증명 끝.

정리2에서 의 크기는 의 선정에 의거 결정되지만  의 크기는 리아푸노프 후보함수

에 따라 결정되므로 사전에 크기를 알 수 없다. 따라서 신뢰성 제어기가 안정한 국부적 영

역의 크기를 키우기 위해 정리2의 모든 조건을 만족하면서 tr()가 최대가 되는 해를 구한

다. 이러한 최적화 문제는 matlab 환경에서 최근 개발된 SOSTOOLS를 사용하여 쉽게 구할

수 있다.

4. 수치 예

다음의 비선형시스템에서 정리2를 사용하여 국부적인 신뢰성제어기를 설계한다.


























    
  
    











 

 

 












 
 
 




 


 

 
(18)

첫 번째 액츄에이터의 고장에 대해서는 시스템이 견실하여야하고 두 번째 액츄에이터는 고

장이 발생 않는다고 가정한다. 이 경우 고장 모델 파라메터는 다음과 같다.


   

   
  

   (19)

따라서 (4)에 의하면

  

 


 

 
   


 


 

 
(20)
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  라 선정하고 (13)에서    ,     
 

 
 이라 정의하고 (14)에

서    이라 정의한다. (13)-(15)가 SOS가 되는 제약조건하에서 를 최대화하는 해

를 구하면
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를 얻는다. 초기값         이면      ≦ 이므로 ∈ 이

다. 액츄에이터의 고장이 없는 정상운전의 경우 그림1에서 모든 상태변수가 원점으로 수렴

하고 있는 것을 볼 수 있다. <그림 1>에서  는 실선으로  는 점선으로  는 대

쉬로 나타내었다.

다음 첫 번째 액츄에이터가 고장으로 탈락하고 두 번째 액츄에이터만 정상작동할 때의 경우

를 <그림 2>에 나타낸다. 첫 번째 액츄에이터가 고장난 경우에도 <그림 2>에서 보는 바와

같이 모든 상태변수들이 원점으로 수렴하였다. <그림 2>에서  는 실선으로  는 점

선으로  는 대쉬로 나타내었다. 감쇄율 로 원점에 수렴하는지를 보이기 위해

log 를 <그림 3>에 나타내었다. 실선은 정상운전의 경우이고 대쉬는 첫 번째 액츄

에이터 고장의 경우이고 점선은 log 를 나타낸다. <그림 3>에서 보는 것처럼

첫 번째 액츄에이터에 고장이 발생하여도 감쇄율 로 원점에 수렴함을 알 수 있다.
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<그림 1> 정상운전
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<그림 2> 첫 번째 액츄에이터 고장시
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<그림 3> log(V(x)) vs. time

5. 결론

다항식 시스템에서 액츄에이터 고장을 가정한 신뢰성 제어기를 SOS 접근법을 사용하여 설

계하였다. 액츄에이터 고장모델은 정상운전, 부분 성능저하, 완전고장으로 인한 탈락을 가상
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하였다. 전역적으로 감쇄율 로 점근 안정화하는 신뢰성제어기와 국부적인 영역에서 감쇄율

로 점근 안정화하는 신뢰성제어기의 설계방법을 제시하였다. 제시한 설계법을 수치 예를

통하여 입증하였으며 컴퓨터 모의실험 결과 가정한 액츄에이터 고장에도 불구하고 설계사양

을 만족하는 것을 확인하였다.
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