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ABSTRACT

Most engineering design problems require analyses or simulations to evaluate objective func-

tions. However, a single simulation can take many hours or even days to finish for many real

world problems. As a result, design optimization becomes impossible since they require hun-

dreds or thousands of simulation evaluations. The surrogate-based optimization (SBO) strategy

became a remedy for such computationally expensive analyses and simulations. A surrogate-

based optimization strategy has been developed in this study in order to improve global optimi-

zation performance. The strategy is a heuristic algorithm and it exploits not only multiple surro-

gates, but also multiple optimizers. Multiple optimizations of multiple surrogate models yield

multiple candidate design points of optima. During the sequential sampling process, the algo-

rithm ranks candidate design points, selects the points as many as specified, and builds the

improved surrogate model. Various mathematical functions with different numbers of design

variables are chosen to compare the proposed method with the other most recent algorithm,

MSEGO. The proposed method shows superior performance to the other method.

Key words: Approximation, Design of Experiments (DOE), Global optimization, Meta-model,

Sequential sampling, Simulation, Surrogate, Surrogate-based optimization (SBO)

1. 서 론  

대부분의 공학 설계 문제들은 목적 함수나 구속

조건 함수를 계산하기 위하여 해석 또는 시뮬레이

션을 하게 된다. 그런데 실제 설계 문제에서는 시

뮬레이션을 컴퓨터에서 한 번 수행하는데 수십

분, 수십 시간 또는 수 일이 걸리는 경우가 많이

있다. 이러한 시뮬레이션이 포함된 최적설계 문제

는 경우에 따라 수 백, 수 천 번의 시뮬레이션 계

산을 요구하게 되므로 실질적으로 최적화가 불가

능한 지경에 이르기도 한다. 그러므로 근사최적화

(Surrogate-Based Optimization, SBO) 방법이 이를

해결할 수 있는 대안으로 각광받고 있으며 현재에

도 다양한 새로운 기법들이 개발되고 있다. 근사

모델(Surrogate, Meta-model, Response Surface

Model, Approximation Model 등 다양한 이름으로

불림)이란 관심 있는 출력 또는 응답을 직접 계산
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하지 않고, 그 모델을 만들어 간접적으로 계산하

는 공학적 방법이다. 즉 오랜 시간이 소요되는 시

뮬레이션을 대체하는 모델로서, 산출되는 출력의

경향을 빠르게 계산할 수 있도록 고안된 수학적

모델이다. 공학 해석의 경우 시뮬레이션 코드의 내

부가 알려져 있지 않고 입력과 출력만으로 근사모

델을 만들어야 하는 경우가 대부분이다. 이러한 모

델링을 블랙 박스 모델링이라고도 하는데, 이를 가

능하게 해 주는 근사모델들을 본 논문에서 다룬다. 

근사최적화는 근사모델을 이용하여 최적화를 수

행하는 방법론을 칭한다. 이는 설계 영역 근사화

와는 구별되는 개념으로 설계 영역 근사화에서는

근사 함수의 정밀도, 즉 얼마나 정확하게 출력을

예측할 수 있는가가 관심사이지만, 근사최적화에

서는 얼마나 빨리 최적 점을 찾는 지가 관심사이

다. 달리 표현하면 근사 함수의 정밀도가 높다고

하여 반드시 최적 점을 빨리 찾는 것은 아닐 수 있

다는 것이다. 그러므로 설계 영역 근사화에서는 시

스템의 전체 영역에서 시뮬레이션의 출력의 경향

을 잘 표현하도록 근사모델을 구축한다. 이러한 근

사모델은 시스템의 전역적 경향을 쉽게 파악할 수

있는 도구를 제공하며, 최적화는 그 후처리 과정

으로 포함될 수도 있다. 그러나 이러한 방법은 근

사모델의 개선 과정이 없으므로 후처리 과정에서

찾은 최적 점은 검증할 수가 없다.

근사최적화의 기본 개념은 가능한 적은 수의 시

뮬레이션 계산을 하여 근사모델을 개선시키고, 점

차적으로 최적 값을 찾아 가는 방법이다. 근사최

적화에 대하여 개요 및 구체적인 관련 주제에 대

한 논의는 Simpson[1]이나 Queipo[2]를 참조하고, 최

근 진전된 연구 결과 및 연구 경향에 대해서는

Forrester[3]와 Jin[4]의 논문을 참고하면 개괄적인 방

향을 잡을 수 있다. 

전형적인 근사최적화 절차는 Fig. 1과 같다. 우

선 초기 실험 점(설계 점 또는 샘플)을 정하여 근

사모델을 만들고, 이 근사모델의 최적화를 수행한

후, 새로운 실험 점을 추가하여 근사모델을 다시

만드는 작업을 반복한다. 근사최적화에서 중요한

논제는 크게 두 가지로 요약할 수 있는데, 실험 점

의 선택과 근사모델의 구축이다. 현재까지 대부분

의 연구자들이 관심을 가지고 집중했던 분야가 이

두 분야이다. 한편 저자는 위 두 가지 주제에 한

가지 주제를 추가하고자 하는데, 바로 최적화 기

술의 적용 방식이다. 이는 본 논문의 핵심 개념이

며, 이에 대하여는 다음 장에서 자세하게 다루기

로 한다.

설계 영역 근사화와 근사최적화 분야에서 어떠

한 근사모델이 좋은 모델인가에 대하여 지난 십여

년 간 많은 연구가 이루어졌다. 2001년 Jin[5]로부

터 Kleijnen[6]과 Wang[7]은 각각 2005, 2007년 까

지 근사화 방법론에 대한 다양한 제안들을 정리

하여 분석하였으며, 최근에는 Reisenthel[8]과

Bettebghoret[9], Li[10] 등이 적용 분야는 다르지만

근사모델의 활용에 대한 개관을 잘 보여주고 있

다. 한편 근사최적화 분야의 최적화에 사용된 근

사모델의 장, 단점에 대한 논의도 다양한 문헌

들[3,7,11-13]에서 보고되었다. 이들 문헌에서 비교에

많이 사용되는 근사모델은 다항식 회기(Polynomial

Regression, PR), 크리깅(Kriging, KRG), Support

Vector Machine(SVM), Radial Basis Function

(RBF) 근사화 들이었다. 대부분의 경우, 원래 함

수의 경향을 미리 알지 못하므로 어떤 근사모델이

정확할 지 알 수가 없으며, 특정 근사모델의 정확

도를 예측하는 방법에 있어서도 공감대가 있지는

않다. 그래서 이들 문헌들을 요약하여 보면, 하나

의 특정 근사모델이 좋다는 쪽으로 수렴한 것이

아니라 각기 경우에 따라 다른 근사모델이 우수하

였다는 결론을 얻었다. 즉 어떤 하나의 특정 모델

이 항상 우수한 근사모델이 아니라는 결과를 얻은

셈이다. 또한 최적화와 관련 지어서는 근사모델의

품질이 좋다고 하여 꼭 최적화가 잘 수행된다는

보장도 없다는 점을 배웠다. 

이후 많은 연구자들이 여러 개의 근사모델을 함

께 사용하는 방법을 연구하기 시작하였다. 이 분

야의 연구는 두 가지 방향으로 발전하였는데, 하

 Fig. 1 A typical procedure of SBO
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나는 다수의 근사모델의 평균을 취하는 방법이

다[14-17]. 이들은 다양한 근사모델을 활용하여 함수

값 예측 시 평균을 만들었는데, 다른 용어로는 근

사모델의 가중 평균법이라고도 부른다. 이 방법은

이후 가중치를 정하는 다양한 방법들이 개발되었

다. 이들 문헌들의 결론은 정확도가 우수한 근사

모델이 항상 가장 좋은 설계로 이어지지가 않았

고, 다만 최적화 해법의 강건 성을 높일 수는 있었

다고 보고하였다. 최근에 Gu[18]는 전역 최적화에

서 해를 빨리 찾을 수 있도록 자동으로 근사모델

을 선택하는 방법을 제안하였는데, 선택과 더불어

새로운 실험 점을 탐색하는 과정을 수행하도록 제

안하였다. 

또 다른 하나의 방법은 다수의 근사모델을 직접

활용하는 것인데, 본 논문에서는 이를 다중 근사

모델이라 칭하겠다. Muller[19]와 Viana[20,21]는 다중

근사모델을 이용한 최적화 방법을 제안하였다. 이

들은 가장 우수한 근사모델을 선택하여 최적화를

진행하는 방법, 근사모델의 가중평균을 이용하는

방법과 자신들이 제안한 방법을 비교, 분석하였다. 

앞에 소개한 대부분의 기존 연구들의 특징은 최

고의 근사모델이던, 다중 근사모델이던 각각의 근

사모델들을 특정 기준에 의하여 평가하고, 그 결

과 취사 선택, 또는 가중 평균을 취하는 방법을 사

용하였다. 결국 이 특정 기준이 무엇이냐에 따라

근사모델의 품질이 결정된다고 볼 수 있다. 가장

널리 문헌에서 사용되는 기준이 실험 점의 추가

없이 근사모델의 정확도를 예측할 수 있는 교차

유효성 검사(Cross-validation, CV)이다. 이 방법에

의하여 각 근사모델의 오차를 계산하고 비교하여

선택 또는 평균하는 방법이 널리 사용되었다. 

다만 Viana[21]는 다중 근사모델을 직접 이용하는

방법과 가중평균 방법을 비교하였는데, 사용한 최

적화 기법은 크리깅을 기반으로 하는 Efficient

Global Algorithm(EGO)에 다른 근사모델을 보조

로 활용하였으며, 결과적으로 다중 근사모델의 직

접적 이용이 가중평균 방법보다 우수한 최적화 성

능을 보였다. 즉 다중 근사모델을 이용하여 모델

을 선택 또는 평균을 하지 않고, 단지 근사최적화

과정 중 새로운 실험 점을 선택할 때 활용하여 최

적화 효율을 더 높일 수 있음을 보였으며 따라서

최적화에서는 다중 근사모델을 사용할 것을 추천

하였다. 이 방법이 근사모델의 정확도를 추측하는

것보다 개념적으로 강건한 방법이 될 수 있는 가

능성을 보였는데, 본 연구는 이 개념을 토대로 하

여 추가 실험 점을 선정하는 새로운 기법을 제안

하고자 한다. 따라서 근사최적화의 여러 주제들 중

근사모델을 작성하여 최적화를 진행하여 가는 과

정에 집중하여 논문을 기술하겠다. 

근사최적화에 관련된 또 하나의 주제는 실험 점

의 선정 방법이다. 근사모델의 정확도는 시뮬레이

션 또는 실험을 수반하는 실험 점의 개수와 위치

에 따라 달라진다. 실험 점을 선택하는 행위를 실

험계획(Design of Experiment, DOE)이라고 하며,

실제 실험과 달리 컴퓨터 시뮬레이션의 경우처럼

같은 입력에 대하여 반복적으로 같은 출력이 나오

는 경우에 DACE(Design and Analysis of Computer

Experiments)로 구분하여 칭하기도 하는데, 본 논

문에서는 컴퓨터 시뮬레이션을 대상으로 하고 있

으나 편의상 널리 사용되는 용어인 실험계획으로

구분 없이 부르기로 한다. Fig. 1에 근사최적화 절

차에서는 실험계획이 1, 4단계에 필요하다. 이를

각각 초기 실험계획과 추가 실험계획으로 부르기

로 한다. 추가 실험계획은 초기 실험계획과 무관

하게 실행할 수는 없다. 왜냐하면 초기 실험 점들

의 특성을 무시할 수가 없기 때문이다. 그 특성이

란 근사모델의 품질을 최상으로 유지하기 위하여

실험 점들의 위치가 지켜야 하는 규칙들이다. 예

를 들면 두 개 이상의 실험 점이 겹치는 경우 근

사화가 불가능한 모델도 있다. 또한 시뮬레이션의

전체 경향을 잘 대표하려면 실험 점들이 전체 설

계 영역에 걸쳐 골고루 분포하는 게 유리하다. 

근사화를 위한 실험계획법은 전통적으로 Monte

Carlo Simulation(MCS)와 Latin Hypercube Design

(LHD)가 많이 사용되었다. 두 방법을 비교해 보면

LHD가 더 효율적이라는 결론이었다[22]. 원래 LHD

는 일 차원 실험 점에 대해서만 균일 성(Uniformity)

를 보장하기 때문에 다차원에 대하여 균일 성을

확보하기 위하여는 실험계획에서 보완을 하여야

한다. 예를 들면 Johnson 등[23]이 제안한 minimax

또는 maximin 거리 개념을 도입한 수정된 LHD,

직교 배열을 이용한 개선책[24] 들이다. 이외에도 다

양한 최적화 또는 준(Quasi) 최적화를 활용하기도

하는 데, Cioppa and Lucas[25]는 계산 시간이 많이

걸리기는 하지만 차원 수가 많은 경우에도 균일

성을 확보하는 법을 제안하였고, 가장 최근 논문

은 Deutsch and Deutsch[26]가 발표한 것으로 차원

수가 아주 많은 경우에 적용할 수 있는 새로운 기
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법을 개발하여 MCS 및 기존 LHD방법들과 비교

하였고, Zhu 등[27]은 maximin LHD를 개선하여 공

간 충진(Space-filling) 특성도 충족하도록 하였다.

한편 Crombecq 등[28]은 실험 점이 만족해야 하는

다양한 특성들을 최적화를 통하여 조합하는 새로

운 실험계획법을 제안하였는데, MATLAB의

lhsdesign이 반복횟수가 늘어나면 내부 최적화에

걸리는 계산 시간이 너무 길어져 비효율적이라고

언급하였다. 

MCS도 발전하여 준 MCS 또는 준 랜덤 수열

(Quasi Random Sequence, QRS)이라고 불리기도

하는 데, LHD에 비하면 연구가 덜 활발한 편이었

다. 그러나 최근에 Crombecq[29]이 QRS가 최적화

된 LHD보다 좋은 품질의 근사화를 할 수 있다는

보고를 하였다. 또한 Singhee 등[30]도 통계적 회로

분석 분야에 적용한 결과QRS 가 LHD보다 우수

함을 보고하였다. Azoulay[31]는 최근 QRS 방법을

프로그램화 하기 위한 가이드를 제시하였다. 이러

한 연구들을 종합하여 보면, 근사화를 위한 실험

계획도 근사모델을 선택하는 방법과 마찬가지로

적용 분야나 근사모델의 종류 등에 따라 어느 특

정 방법이 언제나 우수하다고 결론을 낼 수는 없

다고 하겠다. 본 연구에서는 초기 및 추가 실험계

획에서 QRS를 사용한 경우만을 다루기로 한다.

그 이유는 최적화된 LHD는 실험 점을 만드는데

필요한 컴퓨터 계산 시간이 QRS와는 비교할 수

없을 정도로 길고, 실제 실험 점의 품질은 QRS가

LHD보다 최소한 나쁘지는 않다는 위의 인용 논문

들의 결과를 확인하였기 때문이다. 

근사최적화에 관련된 중요한 주제들에 대하여

논의를 하였으므로, 다음 장부터 본 연구에서 제

안하는 다중 근사모델을 이용한 다중 근사최적화

의 개념을 설명하겠다. 이어서 제안한 방법과 가

장 최근에 발표된 다른 문헌에서 개발한 방법을

비교하기 위하여 수치 예제들을 소개하고, 수치 실

험 방법을 설명하겠다. 마지막에 수치 실험 결과

의 분석과 더불어 연구의 결론을 맺도록 하겠다. 

2. 다중 근사모델을 이용한 다중 

근사최적화

근사최적화의 개론적 소개는 Wang and Shan[7]

에 잘 정리되어 있다. 최근에는 Kazemi 등[13]은 제

한조건이 있는 근사최적화 문제에 대한 해결법을

제안하였고, Luo 등[32]은 EGO 알고리즘에 근사 모

델링 방법을 내장시켜 전역 최적화하는 시도를 하

였다. 또한 Yahyale 등[33]은 국부적 특성을 활용하

는 근사최적화 방법을 제안하였다. 최근 경향은 특

정 문제를 풀기 위하여 근사화와 최적화를 함께

조합하여 알고리즘화 하고 있다. 그 이유는 두 기

법이 융합되면서 내부 파라메터를 효과적으로 조

절할 수 있기 때문이다. Kuo 등[34]은 Particle Swarm

Optimization(PSO)를 근사최적화에 접목시켰고,

Liu 등[35]은 진화 알고리즘을 도입하고, 근사화는

자동으로 파라메타를 결정해 주는 Taylor크리깅[36]

을 도입하였다. 그러나 하나의 특정 방법이 모든

문제에 좋은 결과를 줄 수도 없겠지만, 근사화와

최적화 기법들이 방대하게 존재하므로 이들의 모

든 조합을 시험해 볼 수는 없을 것이다. 따라서 저

자는 둘을 융합하는 것이 아니라 기존의 코드들을

활용하여 조합하되, 특정 방법에 국한되지 않도록

새로운 근사최적화 전략을 제안하고자 한다. 본 연

구에서 최적화 문제는 모두 최소화 문제로 변환하

여 사용하였으며, 최적화는 최소화를 의미한다. 

본 연구에서 제안하는 근사 최적화 방법의 핵심

은 다중 근사모델을 이용한 순차적 실험계획과 다

중 최적화를 통한 추가 실험 점의 선택 방법이다.

근사최적화에 다중 근사모델을 사용하는 개념은

EGO와 같이 가장 널리 사용되는 최적화 방법에

크리깅을 이용하여 한 개의 실험 점만을 추가하였

기에 한꺼번에 여러 개의 실험 점을 추가할 수 있

도록 고안되었다. Viana 등[20,21]의 논문을 보면 다

중 근사모델을 사용하여 목적함수를 근사화해서

기존의 교차 유효성 검사(CV), 기대향상 값(Expected

Improvement, EI), 또는 향상 확률(Probability of

Improvement, PI) 등의 성능 지표를 이용하여 정

밀도가 떨어진다고 진단되는 근사모델은 삭제하

고 상대적으로 정밀한 근사모델에서 예측되는 실

험 점을 복수로 추가하는 방법을 제안한 것이다.

그러나 저자의 제안은 어차피 이러한 성능지표들

이 모두 예측 값이라는 한계가 있으므로, 반복되

는 최적화 과정 중의 현 상태에서 판단할 수 있는

지표는 오로지 근사 최적 값에 해당하는 실험 점

이라는 점이다. 따라서 반복과정 중 추가 실험 점

은 근사최적화의 최적 점이 되고, 다중 근사모델

을 사용하므로 여러 개의 실험 점이 추가할 수 있

는 예비 후보가 된다. 이 기법의 또 다른 장점은

CV, EI, PI의 계산에 요하는 추가부담이 없다는 것
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이다. 다중 근사모델을 이용한 EGO(Multiple

Surrogate EGO, MSEGO)와 비교해 본 결과 계산

시간이 상당히 단축되는 것을 볼 수 있었다.

순차적으로 실험 점을 선택 할 때는, 후보 실험

점 중에서 이전 사이클(cycle 또는 iteration)에서의

최적 값보다 향상되지 않은 후보들은 제외시킨다.

알고리즘 초기에 매 사이클마다 추가할 실험 점

개수를 정하는데, 만일 현 사이클에서 남은 후보

의 수가 추가 실험 점 개수보다 적으면, 탐색하지

않았던 설계 영역에서 실험 점을 추가한다. 이 기

법은 초기 실험계획을 어떤 기법을 사용하였는지

에 따라 매우 복잡한 계산이 수반될 수도 있다. 예

를 들면 OLHD 같은 경우가 이에 해당된다. 저자

는 본 연구에서 QRS를 사용한다고 하였는데 이

추가 실험계획 과정에서 이 선택의 장점이 확연해

지는데, 거의 계산이 없이 추가 실험 점이 선택된

다. 사용한 QRS는 Sobol 수열이며, 대표적인 불일

치가 작은(Low-Discrepancy) 수열이며 전체 실험

점 수에 제한이 없다.

근사최적화를 진행하다 보면, 최적화에 실패하

는 경우가 생긴다. 이러한 사실은 하나의 근사모

델에 대하여 하나의 최적화 기법을 사용한 경우는

어려운 상황에 직면하게 됨을 의미한다. 해결책은

해당 사이클에서 영역 탐색용(Exploration) 실험 점

만 추가하거나, 아니면 매우 어려운 복구 과정을

개발하여야 한다. 즉 알고리즘의 강건 성 면에서

취약하다. 앞에 소개한 다중 근사모델을 사용하더

라도 목적함수의 복잡도에 따라 최적화 기법이 적

합하지 않은 경우가 생길 수도 있는데, 이를 미리

알 수가 없다는 점이 어려운 문제이다. 따라서 저

자는 최적화 기법도 복수로 사용하여 강건 성을

확보하였다. 이미 근사모델이 만들어져 있으면 최

적화를 복수로 하는 것이 계산상 큰 부담이 되지

않으며 병렬처리도 쉽게 구현할 수 있다. 그래서

전역 최적화 문제를 풀고 있으나, 경우에 따라 국

부 최적 점이 유용한 경우가 있으므로 국부 최적

화 기법도 포함시킬 수 있다. 본 연구에서 사용된

최적화 기법은 PSO, Simulated Annealing(SA), 진

화 알고리즘, MATLAB의 fmincon의 네 종류이

다. 예를 들면 네 가지의 최적화 기법과 네 가지의

근사모델을 이용한다면 총 열 여섯 개의 후보 실

험 점을 만들 수 있다. 여기서 네 개만을 선택하기

로 하였다면, 우선 이전 사이클보다 열등한 최적

점을 제시한 후보는 제외시키고, 중복된 후보인 경

우 단일화하고, 나머지 후보의 개수가 넷 이상이

면 최적 값의 우열에 따라 네 점을 선택하고, 넷

미만이면 모두 선택하고 모자라는 수만큼 QRS로

추가한다. 전술한 다중 근사모델과 다중 최적화 기

법을 활용한 추가 샘플링 방법을 알고리즘으로 기

술하면 다음과 같다.

Sequential Sampling Algorithm

(1) Set n
s
= number of surrogates, 

n
o
= number of optimizers,

m = number of samples to add per cycle,

X = initial samples at the current cycle,

Y = simulation output at X,

Y = min(Y)

(2) Optimize the n
s
 surrogates with the n

o

optimizers respectively to yield 

(3) Remove the samples already contained in the

initial samples and unify the duplicates

(4) Remove the samples not shown any progress

compared to the previous minimum

(5) Let m
r
= number of remaining samples out of

           samples,

if , select m samples with smallest 

if , add all m
r
 samples and 

QRS samples

(6) Perform m simulations at the samples chosen

and update X and Y

위 알고리즘은 1장 Fig. 1의 4 단계를 구체적으

로 구현한 것이며 이로써 전체 근사 최적화 프레

임웍이 완성되었으며, 이를 Multiple-Surrogate-

Multiple-Optimizer(MSMO) 방법으로 부르기로

한다.

3. 수치 실험 환경

제안한 알고리즘의 성능 평가를 위하여 구속 조

건이 없는 전역 최적화 함수들을 문헌에서 선택하

였다. 함수들은 모두 최소화하는 문제로 설정되었

으며, 다만 예제들 중에서 설계 영역이 대칭이며

전역 최적 점이 영역의 중간인 경우, 최적화 방법

에 따라서 우연히 해를 쉽게 찾는 경우가 발생할

수 있으므로 설계 영역을 고의로 비대칭으로 수정

n
s

n
o

×( )Ŷ
*

n
s

n
o

×

m
r

m≥ Ŷ
*

m
r

m< m m
r

–( )
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하여 이러한 일이 생길 가능성을 배제하였다. 함

수의 선택 기준은 기존 문헌에서 검증되어 있는

함수 중, 최적화 난이도, 설계변수의 개수, 다중 최

적 점의 수 등의 다양성을 추구하였다. 선택한 함

수들과 그 설계 영역, 이미 알려져 있는 전역 최적

해를 다음에 정리하였다.

Branin function (branin)

,

, 

Sasena function (sasena)

     

,

, 

Rosenbrock’s valley function (rosen)

Schwefel’s function (schwe)

알고리즘을 개발하면서 주로 branin과 sasena 함

수를 활용하여 성능을 검사하였는데, 이 두 함수

는 설계변수가 두 개이므로 비교적 어렵지 않게

해를 찾을 수 있기 때문에 선택했다. branin함수는

최적화 분야에서 오래 전부터 사용하던 것으로

Jones[37]와 Rafael[38]에서 사용된 예를 찾아볼 수 있

다. sasena함수는 비교하고자 하는 알고리즘을 개

발한 논문[21]에서 채택한 예제 문제이다. rosen과

schwe는 설계변수의 개수를 2, 4, 8개로 변화시켜,

변수의 수가 변화할 때 최적화 기법의 성능 변화

를 조사할 수 있다. rosen은 바나나 함수라고도 부

르는데, 변수가 두 개인 경우, 전역 최소 점이 가

늘고, 긴 평평한 계곡 내부에 존재하므로 전역 최

적화가 쉽지 않은 문제이다. schwe는 많은 국부 최

소 점이 존재하며 전역 최소 점은 가까운 국부 최

소 점에서 멀리 떨어져 있는 함수이므로 전역 최

소 점을 찾을 때 엉뚱한 점으로 수렴하기 쉬운 함

수이다[39]. 

비교 대상인 알고리즘은 Viana[21]의 MSEGO이

다. 가장 최근에 발표된 논문이기도 하고, 이미 다

른 기법들과 비교하여 우수함을 보였던 알고리즘

이다. 특히 다중 근사모델의 가중평균 결과와도 비

교하여 우수성을 증명하였다. 본 연구에서 제안한

알고리즘으로 위 예제 문제들을 풀고 Viana가 공

개한 MATLAB 툴 박스[40]를 수정 없이 그대로 이

용한 결과와 비교를 하였는데, MSEGO가 최적 해

를 주어진 정확도에 따라 구하지 않고, 일정 횟수

의 사이클을 반복하였을 때 실행을 정지하는 수렴

조건을 택하였기에 모든 비교에서 일정 횟수 반복

수행 후 샘플 중 최소 값을 비교하였다. 다만 샘플

링이나 최적화 기법 자체에 난수 발생기를 이용한

경우 시작하는 종자(seed)에 따라 알고리즘이 다

르게 반응하여 다른 답을 산출할 수가 있다. 그래

서 각 경우마다 최소한 열 번 이상 실행시킨 다

음, 그 결과를 비교하여 수렴속도가 중간인 결과

만을 본문에서 서로 비교하였다. 

본 연구의 수치 실험을 위하여 쿼드 코어 처리

기를 장착한 컴퓨터에 윈도우7환경에서 MATLAB

R2011a를 사용하였다. MATLAB에서 근사모델

링, 최적화, 샘플링 등을 위하여 다음에 설명하는

툴 박스들을 사용하였는데, 따로 기술하지 않은 경

우, 설정해야 할 파라메타들은 기본(default) 값을

사용하였다. 

전역 최적화를 위해서는 Donckels[41]의 툴 박스

를 사용하였다. 이 툴 박스는 세 종류 최적화 기법

을 제공하는 데, Simplex-Simulated Annealing

(SSA), Particle Swarm Optimization(PSO), Shuffled

Complex Evolution(SCE)이다. SSA는 모의 담금질

방법에 기초하여 비선형 Simplex 알고리즘을 조

합하였다. PSO는 집단을 토대로 한 최적화 기법

으로 초기 해 집단을 무작위로 생성하여 최적 해
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를 탐색하는 데, 새 떼와 물고기 떼와 같은 생체

군집의 사회적 행동 양식을 바탕으로 하고 있다.

개별 해(particle)는 최적 해를 얻기 위해 다차원 공

간을 옮겨 다니며 그들 자신과 그들 이웃의 경험

에 대한 정보를 이용하여 최적 점으로 이동한다.

SCE는 자연 선택의 진화 메커니즘을 모방하였는

데, 무작위로 선택한 초기 개체를 몇 개의 집단으

로 나누어 각 집단이 재생산 과정을 거치고, 다시

이합집산을 행하는 과정을 반복하여 최적 해에 이

르게 하는 방법이다. 세 방법 모두 널리 사용되는

전역 최적화 방법들이므로 본 연구에서는 모두 채

용하였다. MATLAB에서 제공하는 전역 최적화 툴

박스도 있는데, 본 연구에서 사용한 Donckels의 코

드보다 우수하지 않아서 사용하지 않았다.

실험계획, 근사모델 작성, EGO 형식의 근사최

적화 등은Viana의 툴 박스를 사용하였다. 이는 기

존의 공개되어 있었던 코드들을 기초로 하여 저자

의 알고리즘을 결합하여 다양한 기능을 제공하는

종합 툴 박스로 발전되었다. 이는 OLHD를 포함

하는 다양한 실험계획법, PR, KRG, SVM, RBF 등

의 근사모델링, EGO, MSEGO 등과 같은 근사최

적화, CV와 같은 오류 분석 등의 기능을 제공하

고 있으며 일반에 공개되어 있다. 

 

4. 수치 실험 결과

본 논문의 예제 문제에서 사용한 근사모델은 네

종류로 KRG, SVM, RBF, SHE 모델인데 모두

Viana가 공개한 툴 박스에 구현되어 있는 그대로

사용하였으며, SHE는 선형 Shepard[42] 모델이다.

따로 설정을 하지 않으면, KRG는 전역 경향 함수

로 상수를, 상관 관계 함수로 Gaussian을 사용하

고, SVM은 Gaussian 함수를 사용한다. 또한 RBF

는 Multiquadric 함수를 기저 함수로 사용한다. 최

적화를 위해서 전역 최적화와 국부 최적화를 함께

사용하였는데, 전역 최적화 기법은 SSA, SCE, PSO

의 세 가지를, 국부 최적화 기법은 fmincon을 사

용하였다. 따라서 목적함수에 상관없이 네 가지 최

적화 기법과 네 종류 근사모델이 사용되므로 순차

샘플링의 매 사이클마다 열 여섯 개의 후보를 만

들고 그 중 적합한 실험 점을 선택하는 과정이 반

복된다. 추가 실험 점의 수는 모든 함수의 최적화

과정에서 동일하게 4개로 정하였다. 2, 4, 8 등 여

러 시나리오를 적용하였는데, 그 결과는 대동소이

하므로 4개인 경우만 본 논문에 실었다. 다만, 추

가 실험 점을 선택할 때 최적 점과 공간 충진 실

험 점을 각각 몇 개로 할 것인가도 결정해야 할 중

요한 요소이다. 하지만 이는 목적함수의 특성에 좌

우되는 경향이 크므로 본 연구에서는 총 4개로 정

하고 우선적으로 최적 점에서 선정하되 4개를 못

채우는 수만큼 만 QRS에 의해 실험 점을 추가하

였다. 초기 실험 계획에는 QRS중 Sobol수열이 사

용되었으며, 추가 실험 계획 시 근사 최적 점의 수

가 필요한 실험 점 수보다 작을 때 그 나머지를 만

들 때에도 같은 수열을 사용하였다. 

근사모델에 대한 최적화를 할 때, 수렴조건은 목

적함수 및 설계변수의 상대오차를 10−7으로 정했

다. 한편 근사모델의 품질을 높이기 위하여 설계

변수를 0에서 1사이로 정규화 하였고, 목적함수의

값은 정규화 하지 않았다. 풀고 있는 예제 문제들

은 모두 전역 최적 해를 알고 있는 문제들이므로

상대오차를

 

의 식으로 계산하여 정확도를 비교하였다. 여기서

Y*는 근사 최적화 한 사이클이 끝난 다음 갱신한

함수 값 Y 중에서 최소 값이며, 는 미리 알고

있는 전역 최적 해이다.

근사모델을 만들 때, 모델의 특성에 따라 중복

된 샘플이 들어가면 모델의 품질이 열악해 지거나

아예 모델을 못 만드는 경우도 생길 수 있다. 그래

서 본 연구에서는 근사모델을 만들기 전에 실험

점간 최소 거리를 계산하여 그 거리가 10−11 보다

작으면 중복된 것으로 판단하고 하나를 제거하였

다. 그러나 근사모델에 대한 최적화를 통하여 추

가되는 실험 점의 경우에는 최적 해의 정밀도에

연관되므로 다른 방식으로 판단하였다. 즉 기존 실

험 점들과의 최소 거리를 계산한 다음, 최적화의

수렴 조건과 기존 실험 점들간의 최소거리의 1/10

중 큰 값보다 작으면 추가 실험 점에서 제외하였다. 

선정한 함수들에 대하여 제안한 방법과 MSEGO

를 비교하여 본다. 모든 비교에 있어서 함수 계산

횟수는 초기 실험 점의 수에 최대 사이클 수의 네

배를 한 값을 더한 값이다. 그래서 MSMO와

MSEGO가 같을 수 밖에 없고, 함수 계산 횟수에

대한 언급은 더 이상 하지 않겠다. 우선 설계변수

가 두 개인 branin, sasena, rosen, schwe에 대하여
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성능을 비교해 보자. 네 함수 모두 최적화에 실패

한 경우는 없었다. Fig. 2는 순차적 근사 최적화 과

정에 따라서 네 가지 목적함수 값의 변화 추이를

그래프로 표현하였다. sasena의 경우를 제외한 나

머지 세 경우에서 MSMO가 더 빨리 값이 줄어들

어 가는 것을 확인할 수 있다. Table 1에 각 함수

별로 초기 실험 점의 수, 최대 최적화 반복 횟수,

마지막 사이클에서의 실제 최적 해와의 상대오차

를 수록하였다. 역시 sasena의 경우를 제외하고

MSMO가 우수한 결과를 보여 준다. sasena 함수

는 MSEGO 개발자의 문헌에서 사용되었던 예제

문제를 가져 온 것인데, MSMO 방법이 MSEGO

보다 우수한 결과를 보여준 경우도 많았는데, 모

든 수치 실험의 중간 값을 취하다 보니 MSEGO

가 이 특정 함수에 대하여 우수한 결과를 보였다.

이는 다른 함수들을 활용하여 다시 확인하겠다. 다

만 이 함수의 경우, 계산 시간을 비교하여 보았는

데, MSMO는 28초, MSEGO는 277초 소요되었

다. 여기서 두 방법의 비교를 공정하게 하기 위하

여 MSMO의 병렬 처리 기능을 끄고, 순차 처리만

을 하여 계산 시간을 비교하였는데, MSMO가 거

의 10배 빠른 계산 속도를 보여 주었다. 이유는 순

Fig. 2 Objective function histories of 2-d functions (solid line: MSMO, dotted line: MSEGO)

Table 1 Numerical settings and relative errors of 2-d functions

Functions
Initial number

of design points

Maximum number 

of cycles

Relative errors

MSMO MSEGO

Branin 12 20 2.86E-7 1.94E-4

Sasena 12 40 1.12E-3 4.23E-5

Rosen 12 30 3.80E-7 3.14E-4

Schwe 12 30 9.40E-7 1.17E-7
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차적 실험 계획 시, EI나 PI와 같은 근사모델의 품

질을 평가하기 위한 지표들의 예측 계산을 하지

않기 때문으로 사료된다. 또한 Table 1에서 상대오

차가 10−6 보다 작은 경우는 모두 10−6으로 간주해

야 할 것이다. 왜냐하면 근사 최적화 과정에서 해

의 수렴 조건을 10−7으로 정하였으므로 더 작은 상

대오차가 나온다는 것은 행운으로 봐야 할 것이다. 

Fig. 3은 4-d rosen 함수에 대하여 초기 실험 점

을 24개로 한 경우의 결과이다. MSMO는 46 사이

클 만에 10−3 수준의 상대오차에 도달하였으며 마

지막 60 사이클에서 10−5 수준에 이른 반면, MSEGO

는 초기 샘플에서의 목적함수 값이 더 작았음에도

불구하고 최적 해를 구하지 못하고 마지막 사이클

까지 도달하였다. 마지막 사이클에서의 상대오차

가 10−1 수준이므로 해를 못 찾은 것으로 보아 무

방할 것이다. 특히 Fig. 3(b)를 보면 MSMO는 사

이클이 경과함에 따라 꾸준히 상대오차가 줄어드

는 반면, MSEGO는 어느 순간부터 정체되어 있는

것을 알 수 있다. Fig. 4는 4-d schwe 함수인데, 초

기 실험 점은 80개로, 90 사이클까지 최적화를 수

행하였으며, 이 결과는 rosen에서의 비교 결과와

유사하다. MSEGO는 마지막 사이클에서 상대오

차가 10−2에 도달하였고, MSMO는 10−5 수준에 도

달하였다. 상대오차의 추이를 보면 역시 MSEGO

의 줄어드는 속도가 현저하게 느린 것을 확인할

수 있다.

Fig. 5는 8-d rosen의 경우이다. 설계변수의 수가

많아지면서 점점 최적화 과정의 난이도가 증가하

는데, 최대 사이클 수도 160으로 증가시켰고, 초기

샘플 수는 200개로 정하였다. 초기 실험 샘플에서

의 근사 최적 해는 MOMS가 210, MSEGO가 265

로 비슷한 수준이었다. 최적화가 순차적으로 진행

되면서 초반에는 두 방법 모두 빨리 함수 값을 줄

였는데, 상대오차를 보면 중반 이후 MSEGO의 성

능이 열악함을 알 수 있다. 반면 MSMO는 안정적

으로 최적 해를 찾아 가는 것을 확인했다. 마지막

사이클에서 상대오차는 MSMO는 10−5, MSEGO

는 10+1으로 MSEGO가 해를 찾지 못하였다. 이 경

우 MSEGO를 11번 재 실행 하였는데 모두 해를

찾는 데 실패했다. 8-d rosen함수에 대하여 근사

Fig. 3 Objective function and relative error histories of 4-d rosen function

Fig. 4 Objective function and relative error histories of 4-d schwe function
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최적화 방법이 직접 최적화하는 것보다 얼마나 효

율적인지를 확인하기 위하여, rosen함수를 직접 최

적화 하였는데, 수렴 조건을 10−6으로 했을 때, PSO

기법으로는 함수 계산 횟수가 25500번, SCE로는

11332번 정도 필요하였다. MSMO는 대략 1000번

정도에서 같은 결과를 주었다. 여기서 PSO를 적

용할 때, 스웜 개수를 30개로 정하였다. schwe함

수도 200 사이클 이내에 MSEGO가 해를 찾지 못

하여 결과를 여기에 수록하지는 않았다. 

5. 결론 및 향후 연구 방향

본 연구는 전역 최적화 문제를 해결하기 위한

근사최적화 방법을 제안하였다. 기존 연구에서와

다른 독창적인 점만을 정리해 보면 다음과 같은

데, (1) 다중 근사모델의 다중 최적화를 동시에 진

행하는 순차 샘플링 제안, (2) EI나 PI 등의 예측

계산을 배제하고 경험적 접근법 수행, (3) OLHD

류의 실험 계획 대신 QRS를 사용한 점이다.

기존의 단일 근사모델을 이용하는 방법이나 다

중 근사모델을 가중 평균하는 방법들보다 우수함

을 보였던 MSEGO 알고리즘과 본 연구에서 제안

한 다중 근사모델과 다중 최적화를 이용한 근사

최적화 방법을 비교하였다. 다양한 함수들에 대하

여 두 방법을 비교 분석하였는데, 제안한 방법이

우수함을 확인하였다. 특히 설계 변수가 두 개일

때는 큰 차이를 보이지는 않았지만, 설계 변수의

개수가 네 개, 여덟 개가 되면서 두 방법의 차이가

극명하게 나타났는데, MSMO가 우수한 성능을 보

였다.

본 연구에서 제안한 프레임웍은 다양한 형태로

발전시킬 수 있다. 우선 보다 다양한 근사모델을

도입할 수 있는데, 사용할 근사모델의 최적의 숫

자와 최적의 조합을 찾는 연구가 필요하다. 모델

의 수가 많으면 많을 수록 좋겠지만 근사모델의

최적화 작업도 적지 않은 계산 시간을 필요로 하

게 된다. 저자는 서로 종류가 다른 네 가지 근사모

델 방법을 사용하였는데 예제 문제를 해결하는 데

는 어려움이 없었다. 한편 다중 모델의 다중 최적

화는 병렬로 처리하기가 용이하므로 계산 시간을

단축시킬 수 있다. 

향후 연구 주제는 제안한 방법을 제한 조건이

있는 최적설계 문제에 적용하는 것이다. 아직 제

한 조건이 있는 전역 최적화 문제를 효과적으로

해결할 수 있는 다양한 툴 박스를 찾지 못하였으

나, 현재 활발하게 연구가 진행중인 분야이므로 조

만간 가능할 것으로 생각한다. 또한 본 연구는 제

안한 방법의 성능에만 국한하여 분석하였는데 최

적 설계를 하는 엔지니어 입장에서 보면 원하는

정밀도 까지 해를 찾기를 원하므로 근사 최적화의

수렴 성이나 중단 조건 등에 대한 연구도 이어질

것이다.
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