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ABSTRACT

We present a novel GPU algorithm to compute outer cell boundaries of 3D arrangement subdi-

vided by a given set of triangles. An outer cell boundary is defined as a 2-manifold surface

consisting of subdivided polygons facing outward. Many geometric problems, such as

Minkowski sum, sweep volume, lower/upper envelop, Bool operations, can be reduced to find-

ing outer cell boundaries with specific properties. Computing outer cell boundaries, however, is

a very time-consuming job and also is susceptible to numerical errors. To address these prob-

lems, we develop an algorithm based on GPU with a robust scheme combining interval arith-

metic and multi-level precisions. The proposed algorithm is tested on Minkowski sum of several

polygonal models, and shows 5-20 times speedup over an existing algorithm running on CPU.
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1. 서 론

본 논문에서는 많은 삼각형들로 이루어진 집합

의 외경계 표면을 강건(robust)하게 계산하는

GPU(graphics processing unit) 기반 알고리즘을 제

안한다. 입력 삼각형들은 3차원 공간을 여러 개의

공간 셀들로 분할한다. 이러한 공간 셀들의 경계

들 중에 삼각형의 외부 면으로만 구성된 경계들을

외경계라고 정의한다. 여기서 입력 삼각형의 외부

면은 법선 벡터 방향을 보는 면이고 내부 면은 반

대편을 의미한다. Fig. 1에서와 같이 공간 상에 배

치된 삼각형 집합(녹색 선분들)이 주어졌을 때 외

경계는 파란색 경계(점선)에 해당한다.

삼각형 집합의 외경계 표면은 다양한 3차원 기

하 문제들을 계산하는데 매우 유용하다. 예를 들

어, 로봇 경로 계산, 오프셋 곡면, 3차원 모핑, 최

단 관통 깊이 계산 등에 응용되는 Minkowski sum

경계는 합 삼각형(sum triangles) 집합의 외경계에
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Fig. 1 Outer boundary of a triangle set (dotted lines in

blue). Each green line segment represents a 3D

triangle with a normal vector denoted by a red

arrow.
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해당한다[1]. 또한, 충돌 검사와 강체 모델링에 유

용하게 사용되는 스윕 볼륨의 표면 또한 삼각형

집합의 외경계로 구해질 수 있다. 즉, 3차원 모델

의 각 모서리들을 스윕 경로에 따라 이동시켜 룰

드 곡면(ruled surface)를 만들고, 이 곡면을 삼각

형화 한다. 여기서 나온 삼각형 집합들의 외경계

를 구하면 스윕 볼륨 표면이 구해진다[2]. 이 외에

도 3차원 모델 간의 불(Boolean) 연산[3,4], 엔벨로

프(envelope) 표면 계산[5] 등도 삼각형 집합의 외

경계로 구해질 수 있다. 

이와 같이 다양한 응용 분야가 있지만, 삼각형

집합의 외경계 표면을 효율적이며 강건하게 계산

하는 것은 쉽지 않다. 먼저 삼각형들에 의해 나누

어지는 공간 셀을 구해야 하는데, 이를 위해서는

삼각형들의 3차원 배치(3D arrangement)을 계산해

야 한다. 3차원 배치의 이론적 계산 복잡도는 O(n3)

이다[6]. 실제 예제의 복잡도는 이 보다 낮지만 여

전히 매우 많은 처리량을 필요로 한다. 동시에 이

정도의 복잡도는 3차원 배치 데이터의 크기를 매

우 빠르게 증가시키므로, 이를 저장하기 위한 저

장 공간도 심각한 문제가 될 수 있다.

더욱 어려운 문제는 강건성을 확보하는 것이다.

3차원 배열을 구하기 위한 모든 기하학적 판단들

은 수치적인 계산을 통해 이루어진다. 수치 계산

은 부동소숫점 연산을 사용할 경우 필연적으로 수

치 오차를 포함하게 된다. 이러한 수치 오차는 잘

못된 기하학적 판단을 낳게 되고, 결과적으로 논

리적인 오류를 만들어 올바른 결과를 얻을 수 없

게 된다[7]. 특히, 3차원 배치 계산에서는 이러한 수

치 오차에 특히 민감한 불량 조건(ill-conditioned)

경우들이 적지 않게 발생하기 때문에 강건성 확보

가 쉽지 않다.

본 논문에서는 이 두 가지 난제들을 다음과 같

이 해결하려고 한다. 3차원 배치의 점근적 복잡도

는 낮출 수 없지만, 병렬 처리와 가지치기(pruning)

을 통한 데이터 정리로 계산 시간과 저장 공간을

단축시킬 수 있다. 최근 병렬 처리에 사용할 수 있

는 하드웨어로 일반 소비자용 GPU가 많은 각광

을 받고 있다. 그 동안 반도체 기술의 발달과 컴퓨

터 그래픽 분야의 수요 확대로 GPU의 성능은 과

거 슈퍼컴퓨터에 필적하는 수준까지 발전하였다.

우리는 대부분의 기하 계산들을 GPU 상에서 처

리하여 계산 성능을 획기적으로 높이려고 한다.

메모리 사용량을 낮추기 위해는 외경계에 포함

되지 않는 기하 요소들을 최대한 찾아 제거하여

불필요한 데이터를 최소화하려 한다. 이러한 기하

요소들을 완벽하게 찾아 내는 것은 어려운 일이지

만, 상당수의 불필요한 기하 요소들은 간단한 기

하학적 추론을 통해 효율적으로 찾아낼 수 있다.

예를 들어, 한 에지가 삼각형과 교차한다면, 교차

점을 중심으로 에지의 한 쪽은 삼각형의 외부 다

른 쪽은 내부에 속하게 된다. 이 때 내부에 속하는

선분은 외경계에 들어 갈 수 없으므로 제거될 수

있다. 본 논문에서는 이와 같이 내부에 속하는 선

분과 정점을 결정하는 규칙들을 정하고 이들을 이

용하여 많은 기하 요소들을 가지치기하려고 한다. 

마지막으로 알고리즘의 강건성을 보장하기 위

한 방법으로 2-단계 구간 연산(interval arithmetic)

과 다중정밀도 부동소숫점 연산(multiple-precision

floating-point arithmetic)을 적용하여 수치 계산

의 안정성을 높이려고 한다. 이 방법은 Milenkovic

와 Sacks가 제안한 ACP(adaptively controlled

perturbation)을 개선한 것이다[18]. ACP는 배정밀

도 구간 연산과 다중정밀도 부동소숫점 연산을 사

용하여 기하 판단 함수(predicate)의 값을 안전하

게 결정하는 방법이다. 여기서 동일 평면 상의 삼

각형들과 같은 특이한 경우(degenerate cases)들이

발생하는 것을 사전에 방지하기 위해 각 정점들의

좌표를 δ 범위 안에서 무작위로 교란시켜 놓는다.

기존 ACP는 다중정밀도 부동소숫점 연산을 사용

하기 위해 MPFR 라이브러리를 사용하였다. MPFR

라이브러리에서는 임의 정밀도의 부동소숫점 수

치 연산을 지원해 준다[23]. 이 라이브러리는 아직

GPU 상에서 구현되지 않았기 때문에 우리는 구간

연산만을 GPU에서 구현하고, 구간 연산으로 처리

할 수 없는 불안전한 경우들만을 따로 모아 MPFR

라이브러리를 사용하여 CPU에서 계산하도록 하

였다. 대부분의 입력 데이터에서 불안전한 경우들

은 매우 드물게 발생하므로 MPFR 사용으로 인한

성능 저하는 우려할 만한 정도는 아니다. 그리고,

우리는 추가로 GPU에서의 구간 연산을 두 단계

로 나누어 구현한다. 배정밀도 연산은 단정밀도 연

산에 비해 GPU에서 4~5배 정도로 시간이 많이 걸

리기 때문에, 첫 단계에서는 단정밀도 구간 연산

으로 계산을 하고 여기서 실패할 경우 배정밀도

구간으로 바꾸어 좀 더 정밀하게 계산을 한다. 이

러한 2-단계 구간 연산은 아직 ACP에서 시도되지

않은 방식이다. 
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제안된 알고리즘은 Minkowski sum 계산에 적

용하여 알고리즘의 성능과 강건성을 검증한다.

Minkowski sum의 경계는 3차원 콘볼루션

(convolution)으로부터 나온 합삼각형(sum triangles)

의 외경계가 된다. 이 합삼각형들의 집합은 O(n2)

의 복잡도를 가지고 특이 경우들을 많이 포함하므

로 빠르고 안정적으로 외경계를 구하는 것이 쉽지

않다. 우리는 제안된 알고리즘을 적용하여 합삼각

형들의 외경계를 빠르고 안정적으로 구함으로써

기존의 연구 결과([1])에 비해 20배에 이르는 성능

을 가지는 Minkowski sum 알고리즘을 구현하였다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 관련

연구들에 관해 논의하고, 3장에서는 제안된 외경

계 알고리즘에 관해 기술한다. 4장에서는 알고리

즘 강건성을 위한 다단계 정밀도 방법을 설명한

다. 5장에서는 Minkowski sum 알고리즘의 구현과

실험 결과를 설명하고, 6장에서 결론과 향후 연구

에 관해 제시한다.

2. 관련 연구

계산 기하학 분야에서 평면 또는 공간의 기하 배

치와 관련된 문제는 가장 핵심적이고 중요하게 연

구되어온 주제라고 할 수 있다. 배치는 주어진 선,

면, 곡면 등의 기하요소들에 의해 나누어진 평면

또는 공간 분할로 정의된다. 배치의 복잡도와 계산

알고리즘에 관해서는 그 동안 많은 연구 결과들이

발표되어 왔는데, 그 중에서 중요한 연구 결과들은

참고문헌 [8], [11], [12]에 잘 정리되어 있다.

삼각형 집합의 외경계는 3차원 배치의 부구조

(substructure) 중의 하나이다. 따라서 3차원 배치

를 계산할 수 있다면 외경계는 쉽게 찾아낼 수 있

다. Arnovo와 Sharir[6]는 삼각형 집합에 의한 3차

원 배치의 한 공간 셀을 O(n2+ε) 시간에 구하는 알

고리즘을 제안하였고, de Berg 등[9,10]은 수직 분할

과 점진적 랜덤 생성을 이용하여 같은 복잡도를

가지면서 좀 더 효율적인 알고리즘을 제안하였

다. 이러한 알고리즘들은 수치 오차가 발생하지

않는 real RAM계산 모델에서 동작하는 것을 가정

하고 있기 때문에 수치 오차가 발생하는 경우 올

바른 결과를 얻을 수 없고, GPU와 같은 SIMD 구

조를 갖는 하드웨어에서 병렬적으로 구현하기에

는 지나치게 복잡한 단점이 있다. 

지난 수 년간 GPU의 높은 성능을 이용하여 많

은 계산량이 요구되는 문제들을 가속하는 연구가

활발히 진행되고 있다. 이러한 연구들은 주로 행

렬연산, 이미지 처리, 3차원 렌더링 등과 같이 대

량의 데이터에 작은 단위의 독립적인 연산이 일괄

적으로 적용되는 문제들에서 수행되어 매우 성공

적인 성능 향상을 얻어 왔다. 최근에는 복잡한 자

료구조를 필요로 하는 기하 문제를 GPU로 가속

하는 연구들도 시도되고 있다. Krishnamurthy 등

은 매개변수 공간을 계층적으로 분할하여 NURBS

곡면의 실루엣 곡선, 점/곡면 최소 거리, 곡면/곡면

최소 거리 등을 구하는 GPU 알고리즘들을 제안

하였다[13]. Li와 McMains는 3차원 그리드를 만들

고, 두 다면체의 합 삼각형들이 포함되는 그리드

셀을 찾아 Minkowski sum 경계를 구하는 GPU 알

고리즘을 제안하였다[14]. 이 외에도 많은 GPU 관

련 연구가 있었지만, 3D 삼각형 집합에 대한 외경

Fig. 2 Pipeline of outer-boundary algorithm 
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계 계산을 GPU로 가속하는 연구는 본 논문에서

처음으로 시도하는 것이다.

기하 알고리즘을 유한정밀도 연산을 사용하는

일반 컴퓨터에서 강건하게 구현하기 위하여 여러

가지 방법들이 제안되었는데, 그 중에서 비교적 계

산 시간과 저장공간의 사용에서 가장 효과적인 방

법은 Halperin 등이 제안한 통제된 교란(controlled

perturbation) 기법이다[15-17]. 기본적인 아이디어는

입력 기하 데이터를 사전에 정해진 δ 범위 안에서

무작위로 교란시켜 수치 오차에 영향을 받는 경우

를 원천적으로 차단하는 것이다. 이 방법을 개선

하여 계산 과정 중에 입력 데이터에 따라 δ를 최

적으로 설정하는 통제된 선형 교란법(controlled

linear perturbation)이 Sacks 등에 의해 제안되었

다[1]. Milenkovic와 Sacks는 구간 연산과 다중정밀

도 연산을 혼합한 새로운 통제된 교란법(ACP)을

제안하였고, 본 논문에서는 이 ACP를 GPU알고리

즘과 결합하여 강건성을 확보하였다.

3. 외경계 알고리즘 

3.1 문제 정의

주어진 삼각형들의 집합을 라

고 하자. 각 삼각형 ti는 법선 벡터에 의해 방향이

정해져 있다. 즉, 법선 벡터 방향의 면은 외부면,

반대 방향의 면은 내부면으로 정한다. T는 3차원

공간을 유한 개의 셀들로 나누게 된다. 각 셀 C의

경계를 라고 할 때, 는 삼각형의 부다각형

(subpolygon) 로 구성된다. 만일 의 각

부다각형 pj가 ti의 외부면과 같은 방향이고 서로

연결되어 2-다양체(2-manifold)를 구성한다면, 이

를 본 논문에서는 외경계라고 정의한다. 

두 다면체의 Minkowski sum 경계는 합삼각형

들의 외경계가 된다. 왜냐하면 Minkowski sum 경

계는 2-다양체이며 합삼각형들의 외부면과 같은

방향인 부다각형들로 구성되기 때문이다. 마찬가

지로 한 다면체를 이동시켜 얻어지는 스윕 볼륨도

2-다양체이면서 표면을 구성하는 다각형들이 스윕

삼각형 외부면의 일부가 되므로 스윕 삼각형들의

외경계가 된다. 이외에도 다면체 간의 불 연산과

엔벨로프 등도 삼각형 집합의 외경계가 된다.

3.2 GPU 알고리즘

우리는 삼각형 집합의 모든 외경계를 찾는 것을

목표로 한다. 외경계를 구하는 기본적인 아이디어

는 먼저 삼각형 집합의 배치를 구하고, 에지를 통

해 연결된 외부 부다각형들을 탐색하여 2-다양체

를 구성하는 집합을 찾아낸다. 이를 단계적으로 세

분화하면, 1. 삼각형 교차, 2. 세 삼각형 교차, 3. 엣

지 분할과 가지치기, 4. 엣지 연결, 5. 삼각형 분할

및 외경계 탐색으로 나눌 수 있다. 단계 1-4까지는

삼각형 집합의 배치를 구하는 과정이고, 마지막 단

계가 부다각형 연결 관계를 따라 외경계를 탐색하

는 과정이다. 전체 알고리즘의 구조도는 Fig. 2에

도시되어 있다. 다음에서 각 단계에 대한 자세한

설명을 하겠다.

3.2.1 삼각형 교차

배치에 포함되는 모든 기하 요소들의 분할은 삼

각형들 간의 교차에 의해 발생하게 된다. 따라서

주어진 삼각형 집합 내에서 교차하는 삼각형 쌍들

을 모두 찾아 내는 것이 우선적으로 필요하다. 교

차 삼각형 쌍들을 찾는 기존의 GPU 알고리즘은

두 가지가 있다. 먼저 입력 삼각형들이 낮은 밀도

로 분포할 경우 교차 횟수가 적기 때문에 BVH

(bounding volume hierarchy)를 이용한 탐색이 가

능하다. 실시간 충돌 검사 분야에서 많이 사용되

는 방법으로 효율적인 GPU 알고리즘이 개발되어

있다. 하지만 입력 삼각형들이 밀집되어 있는 경

우에는 탐색할 BV쌍의 수가 탐색 레벨의 제곱에

비례해서 증가하기 때문에 성능이 매우 떨어지는

단점이 있다. 

밀집된 삼각형 집합에 대해서는 계층적 공간 분

할을 이용하여 적은 공간에 모여 있는 삼각형 집

합들을 구하고, 이 각각의 집합 안에서 교차 쌍을

찾는 것이 더 효율적이다. 경민호 등은 [19]에서

이러한 밀집된 삼각형 집합에서의 교차를 효율적

으로 탐색하는 GPU 알고리즘을 제안하였다. 우리

는 이 알고리즘에서 불안전한 삼각형 쌍들을 처리

하는 부분을 ACP를 사용하도록 수정하여 삼각형

교차 계산에 적용하였다.

이 삼각형 교차 알고리즘의 유사코드는 Fig. 3

에 기술되어 있다. 모두 5단계로 나누어진다. 단계

1에서는 입력 삼각형 집합을 하나의 노드(T0)로 만

들어 노드 리스트 T에 삽입하고, 초기 분할 축을

설정한다. 단계 2는 반복적으로 에 있는 각 노드

들을 k축 방향의 중간에서 분할하여 두 개의 자식

노드들로 세분화해 간다. 노드의 삼각형 수가 m개

T t
0
t
1

… tn 1–
, , ,{ }=

∂C ∂C

pj ti∈ ∂C

∂C
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이하인 경우 분할을 중지하고 리프 노드 리스트 L

로 옮긴다. 단계 3과 4에서는 L에 포함된 각 리프

노드의 삼각형들에서 교차하는 삼각형 쌍들을 찾

아 교차선을 계산한다. sp(ta)는 ta가 분할되는 과정

에서 왼쪽과 오른쪽 자식 노드에 모두 포함되는 레

벨들을 인코딩한 정수이다. 따라서, sp(ta)∧ sp(tb) ≠ 0

이라면 ta와 tb가 왼쪽 자식 노드에서 유래된 다른

리프 노드에도 동시에 포함되기 때문에 현재 리프

노드에서는 P에 삽입하지 않는다([19] 참조). 두

삼각형이 거의 붙어 있거나 같은 평면 상에 놓인

경우 수치적으로 불안정하므로 리스트 Punsafe에 별

도로 보관한다. Punsafe에 보관된 삼각형 쌍들은 CPU

상에서 다중정밀도 구간 연산을 사용하여 교차 여

부를 계산한다. 자세한 내용은 4장에서 설명하겠다.

이 알고리즘은 계층적으로 이분 분할을 하므로

평균 시간 복잡도는 가 되고, 최악의

경우는 O(n2)가 된다. 여기서 p는 교차 삼각형 수

를 의미한다.

3.2.2 세 삼각형 교차

공간 상에서 세 삼각형의 교차는 드물지 않은

일반적인(generic) 경우로 최악의 상황에서 O(n3)

번의 교차가 발생할 수 있다. 따라서 삼각형 집합

의 배치 계산에서 가장 시간이 많이 걸리는 과정

이라고 할 수 있다. 

세 삼각형 교차를 효율적으로 계산하기 위한 방

법으로 3.2.1에서와 마찬가지로 공간 분할을 사용

할 수 있다. 세 삼각형의 교차점은 세 교차선의 교

차점으로 볼 수도 있다. 따라서 앞에서 구한 교차

선들을 계층적 공간 분할을 이용하여 작은 공간

안에 모여 있는 교차선들의 집합들로 세분화한 후

에 각각의 집합 내에서 교차하는 교차선들을 찾아

내는 것이다.

두 번째 방법으로는 공간 분할을 사용하지 않

고, 각 삼각형에 대하여 그 위의 모든 교차선들 간

에 교차 검사를 수행하고 교차점을 찾는 것이다.

이 방법의 시간 복잡도는 각 삼각형 위의 교차선

이 k개 이하일 때 O(k2n)가 된다. 따라서, 삼각형

들의 밀집도가 높아 k→n이 된다면, O(n3)이 된다. 

위 두 방법을 비교하면 계층적 분할 방법이 평

균적으로 더 효율적일 것으로 생각된다. 하지만 실

제 실험에 의하면 두 번째 방법과 수행 시간의 차

이가 거의 없고, 밀집된 삼각형 집합에 대하여는

오히려 계산 시간이 급격히 증가하는 것을 발견할

수 있었다. 그 이유는 계층 분할을 GPU로 수행하

는데 필요한 부가 비용이 두 번째 방법에 비하여

매우 높고, 밀집된 삼각형 집합에서는 교차선 집

합이 교차 검사에 적합한 일정 크기 이하로 되기

까지 상당히 많은 분할을 필요로 하기 때문이다.

따라서, 우리는 세 삼각형 교차 계산을 위하여 두

번째 방법을 선택하였다.

O nlogn p+( )

Fig. 3 GPU algorithm of triangle intersection 

Fig. 4 GPU algorithm of three triangle intersection
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Fig. 4는 세 삼각형 교차 알고리즘을 유사코드로

보여주고 있다. 단계1에서는 교차 삼각형 쌍들의

집합 S를 만들고, 각 삼각형 쌍들을 자신과 뒤바

뀐 쌍으로 만들어 집합 S2에 넣는다(단계2). 단계3

에서는 GPU radix sort를 사용하여 S2의 삼각형 쌍

들을 정렬하고, 여기서 첫 번째 삼각형이 같은 쌍

들끼리 묶어서 하나의 그룹으로 만든다. 다음 각

GPU 쓰레드에서 한 그룹에 포함된 삼각형 쌍들의

조합에 의해 구해진 세 삼각형 ta, tb 그리고 tc에 대

하여 교차 검사를 한다. 교차하는 경우 세 삼각형

의 교차점을 출력한다. 만일 이 세 삼각형이 가깝

게 접해 있거나 한 평면 위에 놓은 있는 경우 Tunsafe

에 추가한다. Tunsafe의 는 단계6에서 다중

정밀도 구간 연산에 의해 정밀한 교차 검사를 받

게 된다. 

3.2.3 엣지 분할과 가지치기

교차선과 교차점이 모두 구해졌으므로 다음으

로 엣지 분할을 할 차례이다. 삼각형 집합의 배치

에 포함되는 엣지는 두 종류가 있다. 삼각형을 구

성하는 엣지와 두 삼각형의 교차선이다. 이 두 종

류의 엣지들은 서로 다른 종류의 교차점들에 의해

분할된다. 먼저 삼각형 엣지는 교차선의 한 끝점

인 엣지/삼각형 교차점에 의해 분할된다(Fig. 5).

반면에 교차선을 분할하는 점들은 세 삼각형의 교

차점이 된다(Fig. 6). 이 교차점들은 이미 3.2.1과

3.2.2에서 모두 구해졌기 때문에 여기서는 엣지의

종류에 따라 이 교차점을 모으고 정렬하기만 하면

된다. 

엣지/삼각형 교차점들은 교차하는 엣지에 따라

모아주고, 교차선의 교차점들은 교차하는 세 교차

선으로 모아주면 된다. 먼저 교차점 pi가 놓여 있

는 엣지 ej= (t, h) 위에서의 위치값을 다음과 같이

부여한다:

세 삼각형의 교차점은 세 개의 교차선에 대하여

각각 li를 구하게 된다. 다음 각 교차점의 정렬 키

를 으로 정의하고, GPU radix sort를 이

용하여 교차점들을 정렬한다. 정렬된 교차점들은

같은 엣지 위에 있는 점들이 위치값의 증가하는

순서로 모이게 된다. 다음 각 엣지 위의 교차점들

의 순서에 따라 엣지를 분할하여 종속엣지(subedge)

들을 생성한다. 즉, 엣지 위의 교차점

들이 온다면, 생성되는 부엣지들은

가 된다. 

이 부엣지들로부터 삼각형 분할을 구하기 위해

서는 이들의 연결 관계를 표현할 수 있는 자료 구

조가 필요하다. 우리는 평면 위의 배치를 표현하

는데 많이 사용 하는 반엣지 자료구조(half-edge

data structure)를 확장하여 사용한다. 그런데, 앞의

서론에서 언급한대로 삼각형 집합의 배치 복잡도

는 O(n3)으로 매우 높기 때문에 배치 데이터를 완

전하게 저장하기 위해서는 많은 저장 공간이 필요

하다. 이를 피하기 위해 불필요한 종속엣지를 가

려내는 가지치기를 먼저 수행한다. 

가지치될 종속엣지들은 삼각형의 내부면 공간

에 존재한다고 확실히 판단되는 종속엣지들이다.

이들은 외경계에 포함되지 않으므로 안전하게 제

거될 수 있다. 이러한 엣지들을 내부 종속엣지라

고 부르겠다. 내부 종속엣지의 판단은 먼저 교차

하는 삼각형의 방향을 통해 결정하게 되고, 다음

여기에 연결된 다른 내부 종속엣지들을 연쇄적으

ta tb tc, ,( ) li pi t–( ) h t–( )⋅=

ki ej li,( )=

t h,( )

p0 … pm 1–, ,

t p
0

,( ) p
0
p
1

,( ) … pm 2–
pm 1–

,( ) pm 1–
h,( ), , , ,

Fig. 6 Six subedges made by intersection point p of

three triangles t0, t1, t2

Fig. 5 Subedges made by intersection point p on edge e

of triangle t0
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로 결정하는 방식으로 진행한다. 내부 종속엣지들

은 각 교차점에서 독립적으로 결정되므로, 하나의

GPU thread에 하나의 교차점을 할당하여 처리하

도록 하였다. 

먼저 한 삼각형 엣지에서의 교차점들을 보자.

Fig. 7를 보면 삼각형 가 엣지 e = (a, b)와

에서 각각 만나고, 이 교차점들에 의해 종

속엣지 이 만들어진다. 여기서 

는 교차하는 삼각형의 내부면 바로 아래에 놓여

있기 때문에 외경계에 들어갈 수 없는 내부 종속

엣지들이 된다. 세 삼각형의 교차점에서는 세 개

의 교차선이 만나게 되고, 여기서 여섯 개의 종속

엣지가 만들어지고 이 중에 항상 세 개의 내부 종

속엣지가 포함된다. Fig. 6을 보면, 는 각

각 의 내부면 바로 아래에 놓여 있는 내부

종속엣지이다.

이와 같이 일차적으로 교차삼각형과의 상대적

인 위치로 내부 종속엣지가 결정되고 나면 이 들

과 연결된 종속엣지들을 따라 연쇄적으로 추가 내

부 종속엣지들을 결정해 간다. 여기서는 세 가지

경우로 나누어 판단한다. 첫 번째는 삼각형 엣지

의 종속엣지 (e0, e1)와 교차선의 종속엣지(e2, e3,

e4)가 연결된 경우이다(Fig. 5). 만일 e0, e1이 모두

내부 종속엣지라면 이 둘을 나누는 교차점 p 역시

내부에 위치하는 점이라고 할 수 있고, 따라서 여

기 연결된 교차선의 종속엣지들도 모두 내부 종속

엣지가 된다. 역으로 교차선의 종속엣지들이 모두

내부 종속엣지라면 e0와 e1도 내부 종속엣지가 되

어야 한다. 두 번째 세 삼각형의 교차에서 내부에

포함되지 않는 세 개의 종속엣지(Fig. 6의 e0, e2,

e4) 중에 한 개라도 내부 종속엣지에 해당되면 나

머지 두 개도 반드시 내부 종속엣지가 되어야 한

다. 이러한 규칙에 의해 내부 종속엣지들을 추가

하는 과정을 반복함에 따라 더 많은 내부 종속엣

지들을 찾아낼 수 있다. 실험에 의하면 보통 두 번

까지 상당 수의 내부 종속엣지들이 추가되고, 이

후에는 추가되는 엣지들의 수가 급속히 감소한다.

따라서 두 번까지만 이 과정을 반복한다.

내부 종속엣지는 바로 제거되지 않고 반에지 자

료구조를 생성할 때까지 GPU 버퍼에 그대로 남

겨 둔다. 그 이유는 정확한 반에지 연결을 위해서

는 각 교차점에 연결된 모든 종속엣지를 알고 있

어야 하기 때문이다. 반엣지 자료구조가 생성된 후

에 내부 종속엣지를 비롯한 모든 종속엣지들은 바

로 삭제된다.

3.2.4 종속엣지 연결

엣지 연결은 반엣지 자료구조의 생성 과정에 포

함된다. 먼저 내부 종속엣지를 제외한 모든 종속

엣지들에 대하여 반엣지들을 생성한다. 삼각형 엣

지에서 나온 종속엣지들은 삼 각형 엣지를 공유하

는 삼각형들의 개수만큼 반엣지들을 생성하고(Fig.

8(a)), 교차선에서 분할된 종속엣지들은 네 개의 반

엣지들을 생성한다(Fig. 8(b)).

같은 종속엣지에서 나온 반엣지들은 서로 쌍반

엣지(twin half-edge)가 된다. 평면 배치에서 반엣

지들은 하나의 쌍반엣지만을 가지는 반면에 여기

서는 여러 개의 쌍반엣지들이 나오게 된다. 따라

서 같은 종속엣지에서 나온 반엣지들은 리스트로

연결하는데, 이 리스트의 순서는 작은 번호의 끝

점에서 큰 번호의 끝점 (P < b, p0< p1)으로 향하는

벡터를 축으로 반시계 방향으로 정한다.

다음은 정점과 교차점에 연결된 반엣지들을 분

할면의 방향을 고려하여 서로 연결한다. 먼저 엣

지/삼각형 교차점에서는 삼각형 엣지에서 온 반엣
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Fig. 7 Subedges made by triangle/edge intersetions 

Fig. 8 Halfedges generated from subedges
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지 e0, e1과 같은 삼각형 t에 놓인 반엣지 e2, e3를

Fig. 9(a)의 왼쪽 그림과 같이 연결한다. 교차선에

서 온 반엣지들은 오른쪽 그림과 같이 먼저 삼각

형의 법선 벡터를 중심으로 시계방향으로 정렬하

고, 순서대로 연결을 하면 된다. 삼각형 정점에서

만나는 반엣지들도 마찬가지로 법선벡터의 시계

방향으로 정렬하고 순서대로 연결해 준다(Fig. 9(b)).

세 삼각형의 교차점에서 만나는 반엣지들은 같은

삼각형 위의 반엣지들을 반시계 방향 순서대로 연

결해 준다(Fig. 9(c)).

3.2.5 삼각형 분할 및 외경계 탐색

반엣지들이 연결되고 나면 하나의 공간 그래프

가 완성되고, 이 그래프에서 반엣지들로 연결된 루

프는 삼각형의 외부면을 분할하는 다각형이 된

다. 반엣지 루프를 찾기 위해 먼저 m개의 반엣지

를 선택하고, 이들을 m개의 GPU threads에 각각

배정한다. GPU thread i에 배정된 반엣지 ei에서부

터 차례로 연결된 반엣지들을 따라가다 다시 ei로

돌아오면 루프를 발견한 것이다. 

이 때 방문한 반엣지들에 분할 다각형 ID를 부

여하고 탐색을 마친다. 만일 중간에 반엣지 연결

이 끊어진 경우가 발생하면 ei가 포함된 다각형이

존재하지 않는 것을 의미하므로 탐색을 중단한

다. 모든 GPU threads가 끝나고 방문하지 않은 반

엣지가 존재한다면 이들을 모아 다시 탐색 과정을

반복한다. 

모든 분할 다각형들이 구해지고 나면 외경계 탐

색을 시작한다. 외경계는 2-다양체를 형성하는 분

할 다각형들의 집합이다. 따라서, 쌍반엣지를 따

라 연결된 분할 다각형들의 집합들을 구하고, 이

중에 2-다양체가 되지 않는 집합들을 제거하면 된

다. 2-다양체 여부는 분할 다각형 엣지의 반시계

방향으로 첫번째 쌍반엣지로 간단히 판단할 수 있

다. 쌍반엣지가 속한 다각형이 존재하지 존재하지

않는다면 현재 다각형 한 변에 인접한 다각형이

없으므로 2-다양체를 형성할 수 없다. 

분할 다각형 집합은 병렬 union-find 알고리즘을

이용하여 구하였다. 먼저 집합은 트리 구조로 저

장하고, 각 다각형이 소속된 집합은 트리의 루트

노드에 저장된 다각형을 참조하여 구별한다. 초기

에는 각 분할 다각형을 루트 노드로 하는 하나의

단위 집합으로 만들고, 각 분할 다각형을 GPU

threads에 각각 배정한다. 각 GPU thread i에서는

배정된 분할 다각형 pi의 각 엣지를 통해 연결된

인접 분할 다각형 r을 찾고, 두 다각형이 포함된

집합들을 합집합한다. 합집합 연산은 한 집합의 루

트 노드를 다른 집합의 루트 노드에 연결시켜 0(1)

시간에 할 수 있다. 합집합의 루트 노드는 두 집합

에서의 루트 다각형의 ID가 작은 쪽으로 선택한

다. 이 때 경로 압축(path compression)을 함께 수

행하여, 트리의 높이가 낮게 유지되도록 해준다. 

위의 병렬 union-find는 비동기적으로 수행되므

로 하나의 2-다양체가 여러 개의 분할 다각형 집합

으로 나올 수 있다. 예를 들어 Fig. 10과 같이 GPU

thread i와 j가 sep(pi) ∪ set(r4)와 set(pj) ∪ set(r4)를 동

시에 처리하는 경우가 발생할 수 있다. 만일 r4가

r0와 r2보다 작다면 r4는 r0 또는 r2로 연결되게 되

고, 이 때 pi, r4, pj는 서로 인접해 있음에도 불구하

고 두 개의 다른 집합으로 나뉘게 된다. 이러한 집

합들을 하나로 만들기 위해 위의 union-find 알고

리즘을 한번 더 수행한다. 

최종적으로 같은 집합에 소속된 분할 다각형들

Fig. 9 Halfedge connection 

Fig. 10 GPU thread I and j attempt set(pi)∪(r4) and

set(pj)∪(r4) at the same time
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을 모아 출력하면 각 외경계를 구성하는 다각형들

을 얻게 된다. 

4. 알고리즘 강건성

3차원 배치와 같은 기하 알고리즘들의 해는 주

어진 기하 요소들간의 조합 성질로부터 구해진

다. 조합 성질은 함수값이 −1 또는 1인 유한 개의

판단 함수(predicate)들로 결정된다. 기하 문제에서

는 주요 판단 함수들이 대수식의 부호로 정의되는

데, 본 논문의 외경계 알고리즘에는 다음과 같은

판단 함수들을 사용한다: 

 

, 

만일 이 판단함수들의 계산에서 sign(·) 안의 수

식값이 0에 가까울 경우에는 계산 과정의 작은 반

올림 오차에 의해서도 부호가 바뀔 수 있다. 오차

에 의해 하나의 부호라도 바뀔 경우 전체 조합 성

질에 오류가 생길 수 있어 잘못된 결과가 나오거

나 최악의 경우 프로그램이 중단되는 사태가 발생

할 수 있다. 

본 논문에서는 이러한 문제를 해결하기 위해

Milenkovic와 Sacks가 제안한 ACP를 사용하였

다[18]. ACP는 구간 연산(interval arithmetic)과 다

중정밀도 연산을 함께 사용한다. 먼저 삼각형의 중

첩과 같은 특이 경우들을 피하기 위해 기하 데이

터를  범위 안에서 임의 교란(random

perturbation)하는 전처리를 수행한다. 다음 판단함

수마다 수식을 배정밀도(double precision)를 사용

한 구간 연산으로 계산한다. 계산 결과는 참값이

a라면 구간 으로 나오게 된다. 만일

 또는 이면 수식의 부호는 반올

림 오차에 영향을 받지 않으므로 안전하게 판단함

수의 부호를 결정할 수 있다. 만일 이 구간에 0이

포함된다면 부호를 결정할 수 없으므로, 더 정밀

한 구간을 얻을 수 있는 다중정밀도 연산으로 넘

어간다. 먼저 다중정밀도 연산의 유효숫자를 250 bit

로 설정하여 구간 연산을 행하고, 여전히 0을 포

함한 구간이 나오면 유효숫자를 2배로 증가시켜

다시 재계산한다. 우리는 다중정밀도 구간 연산을

위해 Milenkovic와 Sacks에 의해 개발된 ACP

library와 freeware인 MPFL을 사용하였다. 

ACP는 원래 CPU에서 단일 thread 또는 multi-

thread 프로그래밍에 맞게 개발되었다. 우리 알고

리즘은 GPU에서 구동되기 때문에 ACP를 GPU에

맞게 수정해야 하지만, 아직 다중정밀도 연산이

GPU에서 지원되지 않으므로 완벽한 통합은 어렵

다. 그래서 배정밀도 구간 연산까지만을 GPU에서

처리하고, 여기서 처리할 수 없는 판단함수들만을

따로 MPFL을 사용하여 CPU에서 처리한다. 그 결

과는 다시 GPU로 전달되어 다음 과정에 사용되

도록 한다. 

배정밀도 연산은 GPU에서 단정밀도 연산에 비

해 4배 정도 더 많은 시간이 걸린다. 반면에 대부

분의 판단 함수들은 단정밀도 연산으로도 충분히

정확한 결과를 얻을 수 있다. 따라서 우리는 먼저

단정밀도 구간 연산을 적용하여 대부분의 판단함

수를 계산하고, 0을 포함하는 구간이 나올 경우 배

정밀도 구간 연산으로 전환하여 다시 구간을 계산

하도록 하였다. 
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Fig. 11 Input polyhedral models

Table 1 Data size of input polyhedral models 

knot torus dragon helix

Triangles 992 2,068 2,328 4,012
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5. 실험 결과

5.1 Minkowski Sum

두 다면체 A와 B가 주어져 있을 때, 이들 간의

Minkowski sum은 다음과 같이 정의된다:

Minkowski sum은 기하 계산을 포함하는 많은

분야에서 매우 응용된다. 예를 들어 로보틱스 분

야의 전통적인 문제 중 하나인 충돌 회피 경로 계

산 문제는 Minkowski sum이 계산된다면 쉽게 해

결되는 문제이다([20] 참조). 로봇 A와 장애물 B가

주어졌을 때, 집합 는 A가 B와 충돌

하는 이동 위치를 정의한다. 따라서 M에 포함되

는 위치만을 따라서 이동하면 A가 B와 충돌하지

않고 목표지점까지 갈 수 있게 된다. 이 외에도 형

상의 오프셋 모델링, 두 물체 간의 투과 깊이

(penetration depth) 계산, 3차원 몰핑 연산, 컴퓨터

애니메이션, 부품 레이아웃, 제품 조립 등의 다양

한 문제들을 해결하는데 유용하게 사용될 수 있다.

우리는 제안된 외경계 알고리즘을 검증하기 위

하여 삼각형 메시로 구성된 두 다면체 A와 B의

Minkowski sum 계산에 적용하였다. 먼저 다음과

같이 정의되는 A와 B의 콘볼루션을 구한다:

Np와 Nq는 각각 p와 q의 법선 벡터 집합에 해당

된다. 는 콘볼루션 A*B의 외경계에 포함

되므로 ([21, 22]), 제안된 알고리즘을 적용하여 콘

볼루션의 외경계를 구한다. 만일 콘볼루션의 외경

계가 한 개의 연결 요소(connected component)라

면, 이 것이 바로 이 된다. 만일 여러 개

의 연결 요소로 구성되어 있다면 이 중에서 

을 찾아내야 한다. 먼저 간단히 연결 요소의 한 점

에서 법선 방향으로 ε만큼 떨어진 점 p를 구하고,

와 B와 충돌 검사를 한다. 충돌하지 않는다

면 이 연결 요소는 에 들어가는 외경계

가 된다. 

5.2 결과

알고리즘의 GPU 부분은 Nvidia의 CUDA와 병

렬 radix sort 및 prefix-sum 이 지원되는 cudpp 라

이브러리를 사용하여 구현하였고, 다중정밀도 연

산은 GNU MPFR 라이브러리를 사용하였다. 실험

은 Intel Core i7 3.07 GHz 시스템에서 Nvidia

GeForce GTX580을 사용하여 수행하였다. 

실험에 사용한 다면체 모델은 knot, torus, dragon,

helix이고(Table 1참조), 이들을 조합한 네 가지

Minkowski sum을 구하는데 걸린 시간을 측정하

였다. 입력 다면체 모델들은 먼저 교란 범위

δ = 10−8 안에서 랜덤하게 교란된 후에 컨볼루션을

구하고, 우리의 외경계 알고리즘을 사용하여 외경

계를 구하였다. 그리고, 그 결과를 CPU만을 사용

하여 기존 알고리즘으로 계산한 결과와 비교하였

다. Table 2의 첫번째 열은 두 모델의 컨볼루션 삼

각형 개수를 보여주고 있다. GPU+CPU로 표기된

열은 우리가 개발한 알고리즘으로 계산한 시간이

고, 이와 비교한 Pure CPU는 [18]의 Minkowski

sum 결과에서 가져온 것이다. 위 표에서 알 수 있

듯이 우리가 제안한 외경계 알고리즘은 GPU의 도

움으로 5.9배에서 20.7배에 이르는 성능 향상을 얻

을 수 있었다. 전반적으로는 콘볼루션에서 생성된

삼각형들이 많아짐에 따라 GPU 가속으로 인한 성

능향상이 커지는 경향이 나타난다. 이러한 경향은

동시에 처리할 데이터가 많아짐에 따라 GPU의 병

렬 코어 점유율이 높아지기 때문이다. dragon⊕ torus

에서 특히 성능 향상이 적었던 이유는 다중정밀도

구간 연산을 필요로 하는 판단함수들이 상대적으

로 많이 발생했기 때문이다. 다중정밀도 구간 연

산은 일반 배정밀도 연산에 비해 5~10배 정도 계

산량이 많고, CPU에서 순차적으로 처리되기 때문

에 GPU처리되는 판단함수들에 비해 50~100배 정

도의 시간이 더 걸린다. 컨볼루션에 중첩된 삼각

형들이 많으면 이러한 다중정밀도 구간 연산량이

늘어나 계산시간이 급격히 증가한다. 

Fig. 12는 Minkowski sum 계산 결과를 보여주

고 있다. (a)-(d)까지는 각각 dragon⊕ torus, torus⊕

helix, knot⊕dragon, knot⊕helix의 결과이다. (e)–

(g)는 외경계가 올바르게 구해졌는지를 확인하기

M A B⊕ a b a+ A and b B∈∈{ }= =

M A–( ) B⊕=

A*B p q Np Nq 0/ , p A p B∈,∈≠∩+{ }=

∂ A B⊕( )

∂ A B⊕( )

∂ A B⊕( )

t A–( )

∂ A B⊕( )

Table 2 Performance comparison

Conv. 

(tris.)

Pure 

CPU (s)

GPU+

CPU (s)
Speedup 

dragon⊕torus 31,150 0.66 0.111 ×5.9

torus⊕helix 47,294 1.17 0.107 ×10.9

knot⊕dragon 56,561 2.93 0.209 ×14.0

knot⊕helix 108,220 9.26 0.448 ×20.7
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위해 knothelix의 컨볼루션 삼각형 집합(f)과 외경

계 결과(g)의 단면을 비교한 것이다. 컨볼루션 삼

각형 집합의 내부에서 교차하는 많은 삼각형들이

외경계 결과에서는 깨끗하게 제거되어 있는 것을

확인할 수 있다.

6. 결 론

본 논문에서는 3차원 공간에 분포하는 삼각형들

에 의해 분할된 배치로부터 외경계를 구하는 알고

리즘을 제안하였다. 주어진 알고리즘은 두 삼각형

교차, 세 삼각형 교차, 엣지 분할 및 연결, 삼각형

분할, 외경계 탐색의 과정을 거쳐 외경계를 찾게

된다. 이 과정들은 주로 GPU상에서 병렬적으로

처리된다. 알고리즘 과정 중에 많은 기하 판단함

수가 발생하는데, 이러한 함수들의 결과를 수치적

으로 강건하게 계산하기 위하여 다단계 정밀도 구

간 연산을 사용하였다. 먼저 단정밀도 구간 연산

으로 판단함수의 부호를 결정하고, 여기서 수치 오

차로 실패할 경우 배정밀도 구간 연산을 시도하였

다. 만일 여기서도 실패한다면 마지막으로 CPU에

서 연산 정밀도를 증가시켜가며 구간연산을 시도

하여 판단함수의 부호를 결정한다. 제안한 외경계

알고리즘은 Minkowski sum의 경계를 구하는 문

제에 적용하여 기존 알고리즘과 비교하여 5~20배

의 성능향상을 확인할 수 있었다.

앞으로의 연구 방향으로는 제안된 외경계 알고

리즘을 스윕 볼륨 계산, 삼각형 집합의 엔벨로프

계산, 두 다면체의 불 연산 등에 적용하는 것이다.

이러한 계산들은 기하모델링에서 유용하게 사용

되는 반면에 많은 계산 시간과 강건성의 문제가

여전히 실제 응용에서 장애가 되고 있다. 본 논문

에서 개발한 외경계 알고리즘은 이 두 문제를 해

결하는데 크게 기여할 것으로 예상된다.

다음으로 제안된 외경계 알고리즘은 현재 GPU

가 가지는 온보드 메모리의 제한으로 인하여 처리

할 수 있는 데이터에 한계가 있다. 3차원 배치는

최악의 경우 O(n3)의 복잡도를 가질 정도로 많은

데이터가 발생할 수 있다. 예를 들어 helix⊕helix

의 콘볼루션 삼각형 집합에서는 5,000,000개의 교

차선이 발생하고, 21,000,000개의 세 삼각형 교차

점이 나온다. 이 예제를 처리하는데는 약 6 GB 정

도의 데이터가 발생하므로 현재 알고리즘으로는

이를 제대로 처리할 수가 없다. 우리는 삼각형들

과 교차 데이터를 일정한 크기로 분할하여 처리하

는 방법을 모색하고 있다. 
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Fig. 12 Minkowski sum result. (a) dragon⊕torus, (b) torus⊕helix, (c) knot⊕dragon, (d) knot⊕helix. (e)⊕(g) slices

of convolution and outer boundary of knot⊕helix 
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