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요 약

본 연구에서는 선형시변 발진기 위상잡음 이론에 있어서 전력 스펙트럼 밀도식의 일반화된 형태를 유도한

다. 유도된 전력 스펙트럼 밀도식을 바탕으로 선형시변 발진기 위상잡음 이론은 발진 신호의 전력 보존성을 

예측할 수 있음을 본 연구에서 증명한다. 게다가, 유도된 전력 스펙트럼 밀도식은 선형시변 발진기 위상잡음 

이론이 기본 주파수와 그 하모닉을 포함하는 전 주파수 영역에 걸친 전력 스펙트럼의 특성을 설명 할 수 있

게 한다.

ABSTRACT

This study derives a generalized PSD formula in the LTV phase noise theory for noisy oscillators. The derived formula 

analytically proves that the LTV phase noise theory can predict the conservation of the power in the noisy oscillation signals. 

Additionally, the derived formula allows the theory to account for the behavior of the power spectrum over the entire frequency 

range including the regions around higher harmonics as well as fundamental frequency.
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Ⅰ. 서 론

지금까지 발진기의 위상잡음에 관하여 가장 널리 

알려진 두 이론은 참고문헌 [1]-[4]와 [5]-[9]에서 제

시되고 추가 연구된 두 이론이다. 참고문헌 [1]-[4]는 

선형시변(LTV: Linear Time Varying) 개념에 기초하

여 Hajimiri와 그 공동 연구자에 의해 제시된 선형시

변 발진기 위상잡음 이론으로서 이론의 전개과정이 

복잡하지 않으며 발진 주파수에서 다소 유리된 주파

수에서 실용적으로 사용하기에 충분한 정확성을 나타

내는 위상잡음 공식을 제공하기 때문에 발진기 설계

자들 사이에 널리 알려진 이론이다. 한편 Demir와 그 

공동 연구자들에 의해서 제시된 참고문헌 [5]-[9]의 

통일 위상잡음 이론은 위상잡음 계산에 필요한 

Floquet 고유벡터를 구하는 과정이 복잡하나 발진 주

파수와 그것의 하모닉을 포함하는 전 주파수 영역에 

걸친 위상잡음 특성을 하나의 간결한 위상잡음 공식

에 의해 정확하게 설명 할 수 있다. 통일 위상잡음 이
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론은 다수의 잡음원에 발생하는 위상천이를 표현하는 

확률과정 미분 방정식에  Fokker-Planck 방정식을 적

용하여 위상천이의 특성함수의 시간에 관한 미분식을 

구한다, 이 방정식에 위상 천이의 특성함수를 대입하

여 잡음 변조 매트릭스와 Floquet 고유벡터의 곱의 내

적의 주기 평균인 상수 c와 위상천이의 앙상블 평균 

m을 구한다.  이 c와 m을 이용하여 시스템의 상태변

수의 자기상관(autocorrelation)을 구한다음 이를 

Fourier 변환하면 통일 위상잡음 이론의 최종 목표인 

위상잡음 공식이 얻어진다. 이 이론에 의해 밝혀진 중

요한 사실 중의 하나는 잡음에 의해 교란을 받지 않

는 이상적 발진 신호의 전력과 잡음에 의해 교란된 

실재 발진 신호의 전력사이에는 전력 보존성이 존재

한다는 것이다. 즉, 잡음에 의해 교란된 발진 신호의 

전력과 교란을 받지 않은 순수 발진 신호의 전력은 

동일하다는 사실이다. 그러나 선형시변 위상잡음 이론

은 상기 전력 보존성을 설명할 수 없으며 이것이 이

론의 단점으로 지적되고 있다[5]. 또한 선형시변 위상

잡음 이론은 기본 주파수에서 전력 스펙트럼 밀도가 

무한대가 되며 하모닉에서 전력 스펙트럼 밀도를 예

측할 수 없다.

본 연구에서는 선형시변 위상잡음 이론을 기초로 

하여 전력 스펙트럼 밀도(PSD: Power Spectral 

Density)식을 참고문헌[1]보다 일반화 하였다. 일반화

된 PSD식을 전 주파수 영역에 걸쳐 적분함으로써 선

형시변 위상잡음 이론 역시 발진기의 전력 보존성을 

설명할 수 있고 유도된 PSD는 기본 주파수와 그 하

모닉에서 전력 스펙트럼의 Lorentzian 특성을 나타냄

을 알 수 있다. 즉, 본 연구를 통해 선형 시변 위상잡

음 이론도 본질적으로 완전한 이론임을 알 수 있다.

Ⅱ. 전력 보존성의 증명

외부 잡음에 의하여 교란된 발진기의 발진 신호 

x(t)는 식(1)과 같이 표현된다.

   


∞

∞




(1)

여기서 φ(t)는 잡음에 의해 교란된 발진 신호의 위상

을 나타낸다. 백색 가우시안 잡음원에 대하여 x(t)와 

x(t+τ)는 상호 독립이므로 x(t)의 시간평균 자기상관 

함수는

  (2)

이다. 식(1)을 식(2)에 대입하면 자기상관 함수는

  
∞

∞


∞

∞





×




(3)

이다. 
는 ≠에 대하여 주기  

인 주기함수임으로 


 이 된다. 따라서 

식(3)은

  
∞

∞



  (4)

이 된다. 여기서  는  ≡로 

정의된다.  을 에르고딕 확률과정(ergodic 

process)으로 가정하면 식(4)는 앙상블 평균의 관점에서

  
∞

∞



〈 〉 (5)

로 다시 쓸 수 있다. 여기서 〈 〉는  에 

대한 특성함수로서

〈 〉〈 〉     (6)

으로 주어진다. 식(6)을 식(5)에 대입하면

  
∞

∞





× 
〈 〉


   



(7)

참고문헌[1]에 의하면 φ(t)는






max


 (8)
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로 주어진다. 여기서 ∙ , max , 그리고 는 

유효 임펄스 민감도 함수, 공진기의 커패시터에 충전

되는 최대전하량, 잡음전류를 각각 나타낸다. 

〈〉  이므로 식(8)의 양변에 앙상블 평균을 취

하면 〈〉임을 알 수 있다. 같은 이유에 의해 

〈〉임도 알 수 있다. 이 두 가지 사실을 

이용하면 다음 식(9)를 얻으며 식(9)와    의 정

의식을 사용하면 식(10)를 얻는다.

〈 〉〈〉〈〉 (9)

  〈 〈 〉 〉
〈 〉〈 〉 (10)

식(4)를 사용하면 






max


 (11)

이고,






max


 (12)

이다. 따라서 

〈〉
max
 



〈〉
×〈〉

(13)

이고 

〈〉
max
 





 

×〈〉
(14)

이며

〈〉
max
 










 

×〈〉
(14)

이다.

〈〉 ∆ 이라는 사실과 식

(13), (14), (15)의 결과를 식(10)에 대입하면 

    max  (15)

를 얻는다. 식(9)와 (15)를 식(7)에 대입하면

  
∞

∞





 (16)

여기서 D는 ≡ max 로 정의되

며 발진 신호 위상 φ(t)의 시간에 따른 확산의 정도를 

나타내는 확산계수로서 참고문헌[10]에서 가상 감쇄율

(virtual damping rate) 개념을 이용하여 유도한 결과

와 정확히 일치한다. 식(16)의 양변에 퓨리에 변환을 

취하면 발진 신호 x(t)의 전력스펙트럼 밀도식은

 
∞
≠

∞













(17)

로 얻을 수 있다. 식(17)는 선형 시변 위상잡음 이론

에 의해 일반화된 전력 스펙트럼 밀도식으로서 기본 

발진 주파수와 그 하모닉뿐 아니라 기본 발진 주파수

와 그 하모닉 주변에서의 x(t)의 전력스펙트럼을 나타

내는 식으로서 선형시변 위상잡음 이론을 더 상세히 

설명한 참고문헌[3]의 식(B.17)으로부터 얻어지는 전

력스펙트럼 밀도식보다 일반화되고 확장된 식이다. 특

히 기본 주파수와 그 하모닉 주변에서의 전력 스펙트

럼 밀도는 Lorentzian 형태이고 기본 주파수와 그 하

모닉에서 전력밀도가 유한한 값이 되게 한다. 이는 기

본 주파수 또는 그 하모닉에서 전력밀도가 무한한 값

으로 발산하여 이론이 붕괴되는 참고문헌 [1]과 [4]의 

이론과는 대비되는 사실이다. 따라서 식 (17)은 선형 

시변 위상잡음 이론을 완성시키는 식이라 할 수 있다. 

식(17)을 전 주파수 영역에 걸쳐 적분하면 x(t)의 

전력은 아래의 식(18)과 같이 얻어진다.

  
 

∞

∞

  
 ∞

∞

 (18)
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그런데 식(1)로부터 이상적 발진 신호는 

  
∞

∞


 (19)

로 표현 할 수 있으며 이상적 발진 신호의 전력은 

  
 






   

∞

∞

 (20)

이다. 따라서 잡음에 의해 교란된 발진 신호의 전력  

(식(18))은 잡음에 의해 교란되지 않는 이상적 발진 

신호의 전력(식(20))과 같음을 알 수 있다. 이는 선형 

시변 위상잡음 이론에 기초하여 본 연구에서 일반화

한 전력 스펙트럼 밀도식 (17)도 참고문헌[5]의 통일 

위상잡음 이론처럼 발진 신호의 전력 보존성을 나타

냄을 의미한다.[11][12][13]

Ⅲ. 결 론

본 연구에서는 선형시변 발진기 위상잡음 이론에 근

거허여 전력 스펙트럼 밀도식의 일반화된 형태를 유도

하였다. 유도된 전력 스펙트럼 밀도식에 의해 선형시변 

발진기 위상잡음 이론 역시 발진 신호의 전력 보존성

을 예견할 수 있음을 본 연구에서 증명하였다. 또한 유

도된 전력 스펙트럼 밀도식 으로부터 참고문헌 [1]의 

선형시변 발진기 위상잡음 이론도 기본 주파수와 그 

하모닉을 포함하는 전 주파수 영역에 걸쳐서 전력 스

펙트럼의 특성을 예측 할 수 있음을 알 수 있다.
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