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초기 비틀림각이 고려된 블레이드-축 통합 시스템의 동적 특성
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ABSTRACT

A nonlinear dynamic model for the shaft-disk-blade unit is developed in this study. In this regard, 
the rotating flexible blade, with a pre-twist angle, attached to a rigid disk driven by a shaft which is 
flexible in torsion is developed. The rotor-blade coupled model is derived using Lagrange equation in 
conjunction with the assumed mode method to discretize the blade deformation. The equations of 
motion are analyzed based on the small deformation theory for the blade and shaft torsional de-
formation to obtain the system natural frequencies for various system parameters. 

* 
1. 서  론

회전 외팔보 구조물들은 잠수함 프로펠러, 터빈 

블레이드 그리고 헬리콥터 날개 등 수 많은 실용적

인 분야에서 폭넓게 응용될 수 있기 때문에 이러한 

구조물들의 진동 해석은 공학적인 측면에서 매우 

중요하며 동시에 꼭 필요하다. 주로 터보 기계에서 

사용되고 있는 회전 외팔보 구조물을 적합하고 안

전하게 설계하기 위해서는 우선 시스템의 진동 및 

동적 특성을 정확하게 알고 있어야 하며 회전 운동

을 함으로써 원심방향 관성력이 발생되어 구조물의 

동적 특성들이 다양하게 변화하기 때문이다. 따라서 

많은 연구자들이 회전 외팔보 구조물의 설계 방법 

그리고 구조물의 동적 특성을 살펴보기 위한 연구

를 지속적으로 진행하고 있다. 
회전 외팔보 구조물의 동적 특성 관련 연구는 

Southwell과 Gough(1)에 의해 최초로 발표 되었다. 

† 교신저자 ; 정회원, 고려대학교 기계공학부
E-mail : nass@korea.ac.kr
Tel : (02)3290-3370, Fax : (02)926-9290

* 고려대학교 대학원 기계공학과

Rayleigh 에너지방법을 기반으로 Southwell 방정식

을 제안하였으며, 이를 통해 회전 외팔보 구조물의 

고유진동수를 해석하였다. 이 후 Schilhansl(2)은 

Rayleigh Ritz방법을 적용하여 Southwell이 제시한 

고유진동수 예측을 위한 방정식보다 정확한 고유진

동수를 도출하는 방법을 제시하였다. 이와 같은 연

구를 통하여 1970년대 회전 외팔보 구조물의 해석

을 위한 수치적인 기법들에 초점을 맞춘 많은 문헌

들이 발표되었다(3,4). 이와 같은 문헌들을 토대로 로

터-블레이드 시스템에 대한 연구 또한 활발히 진행

되었다. Crawley(5)는 블레이드-디스크-축으로 구성

된 캔틸레버 터보홴을 수치적·실험적으로 비교 분석

한 연구를 발표하였으며, Okabe(6)는 로터-블레이드 

시스템에서 블레이드의 굽힘 변형과 축의 비틀림 

진동현상을 살펴보는 모델링 방법에 초점을 맞춘 

수치적 기법을 제시하였다. 또한 Al-bedoor(7,8)는 로

터-블레이드 시스템에서 축의 비틀림 유연성(shaft 
torsional flexibility)의 중요성을 모사시험(simulation)
을 통해 언급하였다. 더불어 블레이드의 초기 정착 

각(pre-setting angle)을 고려하였을 때의 시스템 동

적 특성을 파악한 연구를 진행하였으며, Na(9)는 축
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의 비틀림 현상과 블레이드의 굽힘 현상과의 연성

관계를 규명하였다. 
이 연구에서는 초기 비틀림 각이 고려된 유연체 

블레이드가 부착된 디스크와 이를 구동시키는 로터

(모터-축)로 구성된 로터-블레이드 시스템을 소개하

며 라그랑지 방정식으로부터 운동방정식을 유도하

는 과정을 제시하고자 한다. 또한 보다 실제적인 로

터-블레이드 시스템을 구축하기 위해 운동방정식을 

도출하는데 있어 중력과 원심력에 의한 영향 등 시

스템의 세부적인 요소들을 모두 고려하여 모델링 

하는 기법에 대해서 언급하고자 한다. 이렇게 유도

된 운동방정식을 모사시험(simulation)하여 로터-블
레이드 시스템의 동적인 특성들을 분석하고자 한다.

2. 로터-블레이드 시스템 : 운동방정식

2.1 시스템 모델링 및 기본가정
이 연구에서 다루는 로터-블레이드 시스템의 형

상은 Fig. 1(a), (b)와 같이 초기 비틀림 각이 고려

된 유연체 블레이드가 부착된 디스크와 이를 구동

시키는 로터와 축으로 구성된 모델로 구성된다.  
이 모델에 대한 기본적인 가정은 다음과 같다.
(1) 디스크는 강체(rigid body)로 가정한다.
(2) 각 방향에 대한 블레이드의 운동은 모드 가

정법(assumed mode method)를 적용, 이산화하여 

해석한다.

Fig. 1(a) Schematic diagram of rotor-blade system

Fig. 1(b) Configuration of a pre-twist blade

(3) 축의 비틀림 변위와 블레이드의 각 방향 변

위 모두 소 변위 이론(small deformation theory)을 

적용한다. 
 
이 모델의 운동방정식 유도를 위해 적용된 좌표

계는 Fig. 2와 같이 로터-블레이드 시스템 축의 단

면을 기준으로 설정되었다. 
 
2.2 시스템 운동에너지
로터-블레이드 시스템의 전체 운동에너지는 모터 

축의 운동에너지 Tms, 디스크의 운동에너지 TD 그

리고 블레이드의 운동에너지 TB로 구성되어 있으며 

각각의 표현은 다음과 같다. 

21
2ms msT J θ= (1)

( )21
2D DT J θ ψ= + (2)

0

1
2

L
T

B P PT R R dxρ= ∫ (3)

여기서 Jms와 JD는 모터 축과 디스크의 관성 모멘

트를 나타낸다. 또한 ρ 는 블레이드의 단위길이당 

질량, RP은 블레이드 표면상의 점 P의 절대 위치벡

터로 아래와 같이 표현된다. 

( ) ( ) d
p PR U V rθ ψ= ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (4)

여기서 ( )U θ⎡ ⎤⎣ ⎦와 ( )V ψ⎡ ⎤⎣ ⎦는 절대 좌표계로부터 모터 

축의 좌표계와 디스크 좌표계로의 회전 좌표변환을 

각각 의미하며, 
d

Pr 는 디스크 좌표계에서 블레이드 

Fig. 2 Shaft cross-sectional view and coordinate sys-
tem
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표면상의 점 P의 위치벡터를 나타낸다. 

( )
cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
U

θ θ
θ θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(5)

( )
cos sin 0 1 0
sin cos 0 1 0

0 0 1 0 0 1
V

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(6)

( )( ) ( ) ( )1 2 3, , ,d
P Dr x R u x t i u x t j u x t k= + + + + (7)

여기서 RD는 디스크 반지름, θ 는 모터 축의 회전

각 그리고 ψ 는 축의 비틀림 변형 각을 나타낸다.
절대 좌표계에서 바라본 점 P의 위치벡터 RP를 

토대로 속도벡터를 구하면 아래와 같이 표현된다.

3

cos sin
cos sinpR

u

α θ β θ
β θ α θ
− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(8)

( ) ( )1 2 2 2 1Dx R u u u u uα θ ψ ψ ψ= + + + + + −⎡ ⎤⎣ ⎦ (9)

( ) ( )
( )

1 2 1

1 2

D Dx R u u x R u

u u

β θ ψ ψ

ψ

= + + − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦
+ +

(10)

식 (9)와 (10)을 식 (3)에 대입함으로써 블레이드

의 운동에너지를 구할 수 있으며, 시스템의 전체 운

동에너지 Ttotal는 다음과 같다. 

total ms D BT T T T= + + (11)

 
2.3 시스템 포텐셜 에너지
로터-블레이드 시스템의 전체 포텐셜 에너지는 블

레이드의 포텐셜 에너지 VB, 축의 비틀림 포텐셜 에

너지 VT, 중력에 의한 포텐셜 에너지 Vg 그리고 원심

력에 의한 포텐셜 에너지 Vas로 구성되어 있으며, 블

레이드의 포텐셜 에너지 VB는 다음과 같다(10). 

22 2
1 2

3 2

20 2 22
3 32

2 232 2 2

1
2

2

L
B

u uEA EI
x x

V dx
u uuEI EI

x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟+⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥∂ ∂∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎢ ⎥

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

(12)

여기서 L, E 그리고 A는 각각 블레이드의 길이, 
탄성계수, 단면적을 의미하며, I2, I3은 블레이드 2
차 관성모멘트, I23은 2차 면적상승모멘트(second 
area product of inertia)를 의미한다. 이를 주 2차 

면적모멘트 I2
*, I3

*로 표현하면 다음과 같다(10). 

( ) ( )
* * * *

2 3 2 3
2 cos 2

2 2
I I I I

I x
+ −

= + Θ (13)

( ) ( )
* * * *

2 3 2 3
3 cos 2

2 2
I I I I

I x
+ −

= − Θ (14)

( ) ( )
* *

2 3
23 sin 2

2
I I

I x
−

= Θ (15)

x
L

αΘ ≡ (16)

여기서 Θ 는 블레이드 임의의 단면에서의 비틀림 

각을 의미하며, 자유단에서 αΘ = 임을 알 수 있다.
다음으로 축의 비틀림 포텐셜 에너지 VT와 중력

에 의한 포텐셜 에너지 Vg, 그리고 원심력에 의한 

포텐셜 에너지 Vas는 아래와 같이 표현된다. 

21
2T TV k ψ= (17)

0

L
gV gh dxρ= ∫ (18)

0

L
as pV F dδ= ∫ (19)

식 (18)에서 kT는 축의 비틀림 강성, h는 절대좌표

계에서 블레이드 표면상의 점 P의 높이를 의미한다. 
또한 식 (19)에서 FP는 회전운동에 의해 발생되는 블

레이드 표면상의 점 P의 관성력, dδ는 블레이드의 

굽힘 변형으로 발생되는 축 방향 길이 감소(11)를 의

미하며 각각의 표현은 다음과 같다.

( ) ( )
( )

1 1

2

sin cos

cos sin
D Dh x R u x R u

u

θ ψ θ

θ ψ θ

= + + + + +

+ −
(20)

( )( )2L

P Dx
F x R dxρ θ ψ= + +∫ (21)

2
21

2
ud dx
x

δ ∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
(22)
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이를 통해 시스템 전체 포텐셜 에너지 Vtotal는 아

래와 같이 표현된다. 

total B T g asV V V V V= + + + (23)

 
2.4 운동방정식 유도 : 라그랑지 방정식
시스템의 라그랑지 표현은 다음과 같다. 

Lag total totalL T V= − (24)

초기 비틀림 각이 고려된 유연체 블레이드의 각 

방향 변위를 평가하기 위하여 블레이드를 외팔보로 

가정하고 모드 가정법(assumed mode method)을 적

용하였다. 따라서 블레이드 표면상의 점 P의 각 방

향으로의 변위는 아래와 같이 나타낼 수 있다. 

( ) ( ) ( )
1

1 1 1
1

,
N

i i
i

u x t x q tφ
=

=∑ (25)

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1

,
N

i i
i

u x t x q tφ
=

=∑ (26)

( ) ( ) ( )
3

3 3 3
1

,
N

i i
i

u x t x q tφ
=

=∑ (27)

여기서 N1, N2과 N3은 모드의 수이고 q1i(t), q2i(t)
과 q3i(t)는 시간의 함수로 표현되는 모달 좌표계 상

의 벡터이다. 또한 ( )1i xφ , ( )2i xφ 과 ( )3i xφ 는 공간

의 함수로 표현되는 가정된 모드로써 직교 특성을 

이용하여 다음과 같이 정규화 할 수 있다. 

( ) ( )
0

1 , 1,2,3
L

ji jix x dx where jρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫
(28)

모드 가정법을 적용하고 다음과 같이 정의되는 

계수행렬(coefficient matrix)들을 적용하여 시스템의 

라그랑지 표현 LLag을 다시 정리할 수 있으며, 

[ ] ( )1 20

L
a x x dxρ φ= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ (29a)

[ ] ( )1 20

L
b x dxρ φ= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ (29b)

[ ] ( )2 10

L
a x x dxρ φ= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ (29c)

[ ] ( )2 10

L
b x dxρ φ= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ (29d)

[ ] ( ) ( )1 1 10

TL
k x x dxρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ (29e)

[ ] ( ) ( )2 2 20

TL
k x x dxρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ (29f)

[ ] ( ) ( )3 3 30

TL
k x x dxρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ (29g)

[ ] ( ) ( )4 2 30

TL
k x x dxρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ (29h)

[ ] ( ) ( ) ( )1 2 20

TL

sk L x x x dxρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ (29i)

[ ] ( ) ( ) ( )2 2
2 2 20

TL

sk L x x x dxρ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ (29j)

[ ] [ ] [ ]1 2
1
2s D s sk R k k= + (29k)

[ ] [ ] [ ]1 1 1Dh a R b= + (29l)

[ ] [ ] [ ]2 2 2Dh a R b= + (29m)

이를 통해 라그랑지 방정식 (30)을 계산함으로써 

시스템 전체의 운동방정식을 도출할 수 있다. 

0d L L
dt

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂Δ ∂Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(30)

즉, 시스템의 일반 좌표(generalized coordinates) 
{ } { } { }1 2 3, , , ,q q qθ ψ 에 대해서 각각 라그랑지 방정

식을 계산해주면 아래와 같이 시스템의 전체 운동

방정식을 행렬식으로 표현할 수 있다. 

[ ]

[ ] [ ]

{ }
{ }
{ }

[ ]

[ ] [ ]

{ }
{ }
{ }

[ ]

[ ] [ ]
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{ }
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51 55 51 553 3

11 15

2

1

351 55

m m c c

q q
q q

m m c cq q

k k

q
q
qk k

θ θ
ψ ψ

θ
ψ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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⎡ ⎤ ⎧
⎢ ⎥ ⎪
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(31)
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라그랑지 방정식으로부터 유도된 운동방정식에서 

시스템의 일반 좌표 { } { } { }1 2 3, , , ,q q qθ ψ 에 대한 2
계 미분항을 정리하면 시스템 질량 행렬을 구할 수 

있으며, 각각의 성분은 다음과 같다. 

( ) { } ( )[ ]{ }

{ } ( )[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }

2 2
11 2 2

2 2
1 1 2 1 2 1

1 1

1 2 2

T
ms D B

T

m J J J q I q

q I q h q h q

ψ ψ

ψ ψ

= + + + + +

+ + + +

(32a)

{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ } [ ]{ }
12 21 22 2 2

1 1 2 12

T
D B

T

m m m J J q I q

q I q h q

= = = + +

+ +
(32b)

[ ] [ ] ( )[ ] ( ){ } [ ]2 2
13 31 1 11 1T Tm m h q Iψ ψ= = + + + (32c)

[ ] [ ] ( ){ } [ ]2
14 41 21T Tm m q Iψ= = − + (32d)

[ ] [ ] [ ] { } [ ] { } [ ]23 32 1 2 1
T T Tm m h q I q Iψ= = + + (32e)

[ ] [ ] { } [ ] [ ] { } [ ]24 42 2 2 1
T T Tm m q I h q Iψ ψ= = − + + (32f)

[ ] [ ] ( )[ ]2
33 44 1m m Iψ= = + (32g)

[ ] [ ]55m I= (32h)

여기서 JB는 블레이드의 관성모멘트를 의미하며 아

래와 같이 표현할 수 있다.

( )2

0

L

B DJ x R dxρ= +∫ (33)

식 (32a~h)을 살펴보면 질량 행렬은 로터-블레이

드 시스템의 자유도들이 서로 연성(coupled)된 비선

형 함수로 구성되어 있는 것을 알 수 있다. 예를 들

면 질량 행렬 중 시스템 회전 성분을 의미하는 m11

같은 경우, 축의 비틀림 변형 각 ψ 과 블레이드의 

길이방향 변형 {q1} 그리고 굽힘방향 변형 {q2}항들

이 서로 연성된 비선형 함수로 구성되어 있는 것을 

알 수 있다. 또한 1계 미분항을 정리하면 시스템의 

감쇠행렬을 구성할 수 있으며, 이 역시 연성효과가 

일어나고 있음을 식 (34a~e)를 통해 알 수 있다. 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )
( ){ } [ ]{ } ( ){ } [ ]{ }
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }

11 2 2 1 1

2 2
2 2 1 1

2
2 1 2 1 2 1

2

2 1 2 1

2 2 4

T T
B i i i i

T T

c J q I q q I q

q I q q I q

h q h q h q

ψψ

ψ ψ

ψ ψψ

= + +

+ + + +

+ + +

(34a)

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } [ ]{ }

12 21 2 2 1 2

1 2 2 1

2 2

2 2

T T

T

c c q I q q I q

q I q h q

ψ

ψ

= = −

+ +
(34b)

[ ] [ ] [ ]13 31 12Tc c hψψ= = (34c)

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ }22 2 2 1 1 2 12 2 2T T
i i i i ic q I q q I q h q= + +

(34d)

[ ] [ ]33 2c Iψψ= (34e)

마찬가지 방식으로 강성행렬의 성분은 식 (35a~e)
과 같이 나타낼 수 있으며, 나머지 성분들의 값은 

모두 0임을 확인하였다. 이는 라그랑지 방정식 계산

시 각 성분들에 해당되는 항이 없기 때문이다. 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )
[ ]{ } [ ]{ }

2
22 2 2 1 1

2
1 2 2 12 2

T T
T Bk k J q I q q I q

h q h q

θ

θ θ

= − + +

− −
(35a)

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ] ( )[ ]
2 2 2 23

33 2 s
EIk k k I Iθ ψ ψ ψ θ
ρ

⎡ ⎤= + + − + −⎣ ⎦

(35b)

[ ] [ ] [ ]23
35 53 4

EIk k k
ρ

= = (35c)

[ ] [ ]44 1
EAk k
ρ

= (35d)

[ ] [ ]2
55 3

EIk k
ρ

= (35e)

이를 통해 시스템의 질량, 감쇠, 강성행렬의 성분

들은 모두 대칭적(symmetric)임을 알 수 있다. 
끝으로 Q 행렬은 속도의 2차 항, 코리올리 가속

도, 그리고 중력의 영향으로부터 발생된 관성력을 나

타내는 행렬이며 각각의 성분은 식 (36a~d)과 같다.

( )( )
[ ]{ }( )

2
1

1 2

cos sin 2
2

cos sin

D
gQ L LR

g b q

ρ θ ψ θ

ψ θ θ

= + +

− +
(36a)

( ) [ ]{ }

{ } [ ]{ }

2
2 1 2

1 1

cos 2 sin
2

2

D

T

gQ L LR g b q

q I q

ρ θ θ

θ

= + −

+
(36b)

{ } [ ] ( ) [ ]{ }
( )[ ]{ } [ ]{ }

3 1 1

2
1 1

cos sin 2

2 1 2

TQ g b I q

I q I q

θ ψ θ ψψθ

θ ψ ψ

= − +

+ + +
(36c)
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1 2
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I q h

I q I q

ψψθ θ ψ
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3. 수치해석 및 결과

이 연구에서 모델링한 로터-블레이드 시스템의 기

하학적 치수와 물성치는 Table 1에 기술하였으며, 모

드 가정법을 적용하여 이산화된 블레이드 변위의 5
개 모드들을 기반으로 각각의 모드형상과 계수행렬

을 계산하였다. Table 2는 논문에서 다루는 모델의 

신뢰성을 검증하기 위해 Al-bedoor(10) 모사시험 조건

을 기반으로 비연성(uncoupled)된 축 비틀림 및 블레

이드 굽힘 모드 고유진동수를 나타낸 결과물이다. 
이를 통해 축의 비틀림 고유진동수 sω 와 블레이

드의 굽힘 모드 고유진동수 bω 를 살펴보기 위하여 

시스템 비선형 운동방정식 (31) 중 감쇠행렬과 축의 

비틀림 및 블레이드 변위 관련 고차 항들을 배제하

여 선형화시킨 운동방정식으로부터 축의 비틀림 및 

블레이드 굽힘 모드 고유진동수를 도출하였다.  
이는 모델링 기본가정 중 축의 비틀림 및 블레이

드 변위 모두 소 변위 이론(small deformation 
theory)이 적용되었기 때문에 가능하며, 이 같은 방

법을 이용하여 Al-bedoor(8)는 유한요소 해석법과 비

교 시 시스템의 고유진동수가 거의 일치한다는 문

헌을 발표하였다. 이 결과 해석의 용이함을 위해 선

형화시킨 시스템의 운동방정식으로 로터-블레이드 

시스템의 주요 파라미터 변화에 따른 축의 비틀림 

및 블레이드 굽힘 모드 고유진동수를 살펴보았다.
Fig. 3은 회전속도 θ 변화에 의한 초기 비틀림 각

이 고려된 블레이드의 첫 번째 굽힘 모드 고유진동

수 1bω 를 살펴본 결과이다. 이 결과를 통해 회전속

도가 증가하면 블레이드의 첫 번째 굽힘 모드 고유

진동수 값이 커진다는 것을 알 수 있다. 이는 회전

에 의해 생긴 원심력으로 인하여 구조강성이 증가

하기 때문이며, 회전속도가 증가함에 따라 고유진동

수가 증가하는 것을 간명하게 보여주는 캠벨

(Campbell) 방정식 및 캠벨 선도로 설명된다. 또한 

디스크의 반지름 RD, 회전속도 θ , 그리고 디스크에 

장착된 블레이드의 초기 비틀림각 α 이 시스템에 

미치는 영향을 살펴보기 위하여 회전속도가 각각 

50 rad/s, 100 rad/s, 150 rad/s일 때 축의 비틀림 및 

블레이드의 굽힘 모드 고유진동수를 분석한 결과를 

Figs. 4, 5에 제시하였다. Fig. 4를 통해 축의 비틀림 

고유진동수 sω 는 디스크 반지름 값의 증가에 대해 

연화효과(softening effect)를 보이는 것을 알 수 있

으며, 회전속도가 빠를수록 축의 비틀림 고유진동

수의 값은 상대적으로 작아지는 것을 알 수 있다. 
또한 블레이드의 초기 비틀림 각은 축의 비틀림 

고유진동수에 영향을 미치지 않는 것도 알 수 있

다. 이와 같은 현상은 축의 비틀림 강성 성분 중 
2

T Bk Jθ− 를 통해 설명된다. 즉, 디스크의 반지름 값

이 커질수록 블레이드의 관성모멘트 JB값이 커지고, 
회전속도가 빠를수록 2θ 값이 커지므로 Fig. 4와 같

은 결과를 얻은 것이다. Fig. 5를 살펴보면, 초기 비

틀림 각이 고려된 블레이드의 첫 번째 굽힘 모드 

고유진동수가 디스크 반지름 값이 증가함에 따라 

경화효과(stiffening effect)를 보이는 것을 알 수 있

다. 이 논문에는 삽입하지 않았으나 초기 비틀림 각

이 고려되지 않은 블레이드 같은 경우 역시 이와 

같은 경향성을 보이지만, 그 값은 비틀림이 고려된 

블레이드와 비교 시 작은 값을 가진다는 것을 알 
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수 있었다. 이는 초기 비틀림 각이 고려된 블레이드

는 비틀림 각이 고려되지 않은 블레이드 보다 2차 

관성모멘트 값이 더 크기 때문에 이와 같은 결과물

을 도출한 것이며, 이 역시도 Putter와 Manor(4) 및 

Al-bedoor(8) 등에 수록된 결과들과 동일한 경향임을 

확인하였다. Fig. 6, Fig. 7은 비틀림 강성 kt, 회전속

도 θ  그리고 초기 비틀림 각 α 의 변화에 따른 

시스템의 고유진동수를 제시한 결과이다. 이를 통해 

축의 비틀림 강성은 축의 비틀림 고유진동수에는 

영향을 미치지만 블레이드의 굽힘 모드 고유진동수

Table 1 Rotor-blade system data
List Character Value

Modulus of elasticity(Al) E 68.0 Gpa

Length of blade L 0.4 m

Mass per unit length of 
blade

ρ 1.35 kg/m

Disk radius RD 0.05 m

Torsional stiffness kT 8283 Nm/rad

Disk moment of inertia JD 3.94×10-3 kg

Motor-side shaft moment 
of inertia Jms 1.257×10-4 kg

Table 2 Uncoupled shaft torsional and blade bending 
mode frequencies

 
Shaft torsional 

frequency 
(rad/s)

Bending mode frequency (rad/s)

1st 
mode

2nd 
mode

3rd 
mode

4th 
mode

5th 
mode

Present 491.42 163.141025.9 2873.6 5631.6 9309.5

Ref.[10] 491.35 163.361026.0 2874.1 5632.1 9305.4

Fig. 3 Variation of the first blade bending mode nat-
ural frequency versus rotational speeds 

에는 영향을 미치지 않는 다는 것을 알 수 있다. 
또한 회전 속도와 초기 비틀림 값의 영향으로 시

스템 고유진동수 값이 차이 나는 것을 확인하였다. 
이 연구 결과의 경향은 Putter와 Manor(4) 및 Al-
bedoor(8)에 제시된 결과물들과 비교 시 매우 유

사한 경향성을 보인다는 것을 확인할 수 있다.

Fig. 4 Variation of the shaft torsional natural fre-
quency versus disk radius for selected rota-
tional speeds and blade pre-twist angle

Fig. 5 Variation of the first blade bending mode nat-
ural frequency versus disk radius for selected 
rotational speeds with pre-twist angle(α =30˚)

Fig. 6 Variation of the shaft torsional natural fre-
quency versus torsional stiffness for selected 
rotational speeds
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Fig. 7 Variation of the first blade bending mode nat-
ural frequency versus torsional stiffness for 
selected rotational speeds with pre-twist angle 
(α =30˚)

4. 결  론

이 논문에서는 회전에 의한 구동축의 비틀림과 

초기 비틀림 각이 고려된 블레이드 각 방향 변위간

의 연성효과가 고려된 로터-블레이드 시스템을 모델

링 한 후 동적 특성을 규명하였다. 시스템 모델에 

대하여 라그랑지 방정식을 적용하여 운동방정식을 

유도하였으며 모드가정법을 통해 각각의 모드형상

을 구하였다. 이 같은 과정으로 로터-블레이드 시스

템의 비선형 운동방정식을 도출하였으며, 소 변위 

이론을 기반으로 선형화시킨 운동방정식을 통해 시

스템의 주요한 파라미터 변화에 따른 축의 비틀림 

및 블레이드의 굽힘 모드 고유진동수를 모사시험 

한 후 시스템의 동적인 특성들에 대해 고찰하였다. 
이를 통해 시스템의 고유진동수를 수치적으로 측정 

및 예측할 수 있는 기법을 제시하였다.
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