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1. 서론

1.1 연구배경 및 목적

DIANA는 변위법에 기반한 해석 프로그램(DIsplacement 

method ANAlyser)으로, 콘크리트와 토질 등의 해석에 탁월한 

성능을 보이는 것으로 알려져 있다. 콘크리트 및 토질에 대한 

다양한 모델을 간편하게 사용할 수 있도록 제시하고 있으며, 

특히 철근 콘크리트의 경우, 철근을 line element로서 실제 모

델과 동일한 위치에 쉽게 모델링할 수 있어, 기존 유한요소 

프로그램에서 사용하는 철근량이 부재 단면적에 분산되어 있

는 모델(fiber cross section model)의 한계를 극복할 수 있는 

등의 장점을 갖고 있다. 그러나 국내에서는 그 활용도가 높지 

않아, 해석 사례가 많지 않고, 실무 적용 사례 또한 전무하다 

해도 과언이 아니다. 이에 기 수행된 실험 연구들을 바탕으로 

해석 프로그램의 신뢰도 검증을 시도하였으며,  비선형 유한

요소해석상의 주요 parameter에 대한 언급을 통해 software 사

용자에 다소 대담한 조언을 목적으로 하였다. 

 

1.2 연구의 내용 및 범위

Software 해석에 앞서 비선형 유한요소해석에 사용되는 

재료 비선형 모델의 종류와 특성에 대한 문헌 연구를 통해 

각 모델을 비교․분석하여 이를 적용한 몇 가지 해석 모델

과 실험과의 상관관계를 검증하여, 재료 비선형 모델의 유

용성에 대해 논하였으며, 재료의 hardening 및 softening 

parameter, interface element의 유용성, 철근 변형률 등 실험

상 제한적일 수밖에 없는 결과를 대신할 수 있는 software

의 역할에 대해 논의하였다.  

  

2. 해석상의 주안점

2.1 Material Model

유한요소를 이용한 재료 비선형 해석 시 적용하는 material 

model은 크게 hydrostatic pressure independent material과 

hydrostatic pressure dependent material의 두 가지 모델로 대

별된다. 

2.1.1 Hydrostatic pressure independent material

Hydrostatic pressure independent material 모델에는 철골이

나, 철근 등의 재료가 해당되며, 크게 다음의 네 가지의 가

정을 전제로 한다. Hydrostatic pressure 비의존성을 전제로 
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그림 1 Tresca and Von-Mises Yield Surface

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10

TRESCA HEXAGON

VON MISES ELLIPSE

CONSTANT STRESS CUT-OFF

그림 2 Tension Cut-off 모델이 적용된 Tresca와 

Von-Mises 기준의 Yield Surface

하기 때문에 방정식 중 stress invariant 이 빠진 형태를 갖

는다(      ⋯   ).

① Isotropy

재료 전체가  ,  , 의 세 축에 대해 모두 동일한 특성

을 지녔다는 가정을 전제로 한다. 

② Hydrostatic pressure independence

Hydrostatic pressure를 나타내는     에 대해 

yield surface의 변화가 없음을 전제로 한다. 

③ Equal yield stress in tension and compression

인장과 압축 영역의 동일한 항복 강도를 전제로 한다.

④ Convexity

수치 해석상 오류를 피하기 위하여 yield Surface의 요철

이 없을 것을 전제로 한다.

 

이 부류의 대표적인 모델로는 Tresca yield criterion과 

Von-Mises yield criterion이 있다. Tresca Yield Criterion은 

어떤 점의 최대 전단강도가 어떤 특정한 값 k에 도달하면 

파괴에 이른다고 가정한 것으로, 다음과 같은 식으로 표현

된다.



 


 


   



본 연구에서는 값을 콘크리트의 압축강도로 설정하였

으며, 를 무시하고,   -  평면에서 나타내면, 그림 1의 

육각형으로 표현된다. Tresca criterion이 단순하여 사용하기

에는 편한점이 있으나, intermediate principal stress 의 영향

을 반영하기에는 다소 어려움이 있다. 따라서 octahedral 

shearing stress가 어떤 특정한 값, 에 도달하면 파괴에 이

른다고 가정한 것이 Von-Mises yield criterion으로, 다음과 

같은 식으로 표현된다.

 




 




 

   


 


       

순수 인장 시험의 경우   이며     인 관계를 

위의 식에 대입하면, 


  

 


마찬가지로 를 무시하고,  -  평면에서 표현한다면 

그림 1의 타원형으로 나타난다.

이 모델은 압축과 인장에 동일한 항복 강도를 적용하였

기 때문에, 콘크리트 모델에 사용하려면, 인장영역에 대한 

수정이 필수적이다. 이를 위해 Tension cut-off를 적용하였고, 

실질적으로 해석에 사용된 yield surface는 그림 2와 같다.

2.1.2 Hydrostatic pressure dependent material

 이 모델에는 콘크리트, 토양 등 취성적 거동을 보이는 
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그림 3 Von-Mises와 Mohr-Coulomb

Yield Surface

그림 4 Mohr-Coulomb과 

Drucker-Prager의 Yield Surface

그림 5 Tension Cut-off 모델이 적용된 

Mohr-Coulomb과 Drucker-Prager 기준의 

Yield Surface

재료가 해당되며, hydrostatic pressure 의존성이기 때문에, 

방정식 중 stress invariant, 을 포함한 형태로 표현된다.

(       ⋯   ) 

이 부류의 대표적인 모델로는 Mohr-Coulomb Criterion과 

Drucker-Prager Criterion이 있다. 

Coulomb의 방정식(1773)은 다음과 같이 표현된다.

 tan

  인 응력 상태를 가정한 Mohr의 응력원을 이

용하여 Coulomb의 방정식은 아래 식으로 표현 될 수 있다.

 

 cos 






 






tan

 이를 정리하면 다음과 같은 식을 유도 할 수 있다. 

cos
sin

cos
sin

 

여기서, ′ sin
 cos

,  ′ sin
 cos

으로 정의하면, 

 ′

 ′

  (단,     )

본 연구에서는 Mohr-Coulomb 기준을 콘크리트에 적용 

시, 마찰각 를 일반적인 30o
로 설정하였다. 비교를 위해 

다음 그림 3에 Von-mises criterion과 같이 나타내었다. 

Drucker-Prager Criterion은 Von-Mises criteria에 단순히 

hydrostatic stress invariant, 을 첨가, 보완한 식으로 다음

과 같다. 

    

 이 식을 Mohr-Coulomb 육각형과 일치시킨다면, 와 

값은 각각 다음과 같이 표현된다.

  sin
 sin

, sin
cos

for compressive meridian

  sin
 sin

, sin
cos

for tensile meridian

본 연구에서는 Mohr - Coulomb모델이나, Drucker - Prager 

모델을 tension cut-off model과  병행하여 사용하였다. 실제 

콘크리트의 인장강도의 경우, 압축강도의 1/10 정도가 정상 

범위인데 반해, Mohr-Coulomb 이론이 제시하고 있는 인장

강도는 값이 훨씬 크다. 또한 그림 4에서와 같이 Drucker- 

Prager모델은 Von-Mises 모델과 큰 차이를 보이지 않는다. 

인장영역에 대한 수정을 위해 마찬가지로 tension cut-off모

델을 적용했을 때의 yield surface은 그림 5와 같다.

Tension cut-off모델을 적용한 후의 hydrostatic pressure 

dependent모델과 hydrostatic pressure independent모델은 

평면에서 큰 차이를 보이지 않고 있다. 그러나 각 모델을 

meridian 평면에서 비교해 보면 그 차이를 명확히 알 수 있다. 

그림 6은 Tresca모델과 Von-Mises모델에 대한 meridian을 

나타낸다. 그림에서 보는 바와 같이 Tresca나 Von-Mises

모델은 hydrostatic axis에 대해 평행하다. 그러나 Mohr- 

Coulomb기준과 Drucker-Prager기준은 그림 7 또는 8과 같이 
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그림 6 Tresca와 Von-Mises 기준의 Meridian 

그림 7 Mohr-Coulomb의 Meridian

그림 8 Drucker-Prager의 Meridian 

Variable

그림 10 실험체 Set-up (unit: mm)
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그림 9 ACI 방법에 의해 설계된 전이보(AL-86, 좌)와 스트럿-타이 

모델에 의해 설계된 전이보 상세 (SL-72, 우) 상세 (unit: mm)

hydrostatic axis에 대해 변하는 값, 즉 hydrostatic pressure에 

따라 값을 달리한다.

이러한 재료 해석 모델의 차이를 명확하게 하기 위하여  

기존의 검증된 실험을 재해석하였다.

2.2 전이보의 실험과 해석

우리나라에서 지어지고 있는 대부분의 아파트 건물의 구

조시스템은 하부층의 경우 공용 공간 또는 주차장으로 보-

기둥 모멘트 골조를, 상부층의 경우 아파트로 벽식 구조를 
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  Plane stress case (      )
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그림 11 Plane Stress Element

(a) AL-86 모델의 배근과 Mesh

(b) SL-72 모델의 배근과 Mesh

그림 12 전이보 DIANA 해석 모델

(a) Von-Mises material model

(b) Drucker-Prager material model

그림 13 균열 양상 (AL-86) 

주로 채택하고 있다. 이와 같은 구조형식을 갖는 건물은 상

부하중을 하부골조로 전달하기 위해 상부층과 하부층 사이

에 전이보를 두는 것이 보통이고, 이들 전이보는 일반적인 

보 이론과는 다른 거동을 보여 설계에 주의를 필요로 한다. 

구조적으로 중요하면서 동시에 명확한 설계법이 없는 전이

보의 거동 특성 이해를 위해 그림 9, 10에서와 같이 ACI의 

휨 이론에 근거한 실험체와 Strut-and-tie method에 근거한 

실험체를 제작, 실험을 수행하였고, 이를 DIANA를 이용하

여 해석하였다.

실험체는 2차원의 Plane stress 요소로 모델링하였다. 2차

원의 Plane stress 요소는 다음 식에서 보듯, 면 외 응력을 

무시하는 요소이다. 유한요소 Mesh는 4절점의 사각형요소

를 사용하였으며, 최대한 실험과 동일한 조건을 갖추기 위

해 지점의 철판 역시 모델링하였다. 철근은 line element로

서, 실험체와 동일한 위치에서 그 단면적에 변화를 주어 실

험체와 유사한 조건을 갖도록 했다. 그림 12에 설계된 실험

체의 유한요소해석 모델을 나타내었다.

2.2.1 Von-Mises 기준과 Drucker-Prager 기준을 적용한 

전이보 실험 해석

철근이나 강구조에 주로 사용되는 Von-Mises모델과 콘

크리트에 일반적으로 사용되는 Drucker-Prager모델의 해석
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그림 14 Von-Mises 모델과 Drucker-Prager

모델을 사용한 해석 결과(AL-86)

그림 15 단순보(휨 실험) 실험체와 실험 세팅

그림 16 단순보(휨 실험)의 프로그램(DIANA) 모델과 Crack pattern

그림 17 단순보(휨 실험)의 균열도

그림 18 단순보(휨 실험)의 하중-변위 관계

상 차이점 분석을 위해 AL86 모델의 콘크리트 재료 모델

을 Von-Mises와 Drucker-Prager를 각각 적용, 동일한 조건 

하에서 해석 수행하였다. 두 모델 모두 tension cut-off모델

과 함께 사용하였으며, 아래에 결과를 나타내었다. 그림 13

에서와 같이 동일한 하중 단계에서 거의 동일한 균열 양상

을 보였다. 또한 그림 14에서 두 모델은 상당히 유사한 하

중-변위 관계를 보이고 있다.

실제로 부재 단면의 철근비가 4~5% 이상의 상당히 높은 

값을 갖는 경우, 해석상 hydrostatic pressure independent 

material model과 hydrostatic pressure dependent material 

model의 차이가 나타난다고 한다. 이는 철근의 구속에 의

해 hydrostatic pressure가 충분히 발현되었을 경우 그 차이

를 드러낸다고 사료된다. 때문에 본 연구의 실험과 같은 전

이보의 경우, 혹은 뒤에 소개할 단순보와 벽체 실험의  경

우처럼 철근의 구속 효과(confinement effect)를 기대할 수 

없는 경우에는 재료 모델간의 차이에 의한 해석결과는 거

의 동일하게 나타난다.

2.3 Von-Mises 기준을 적용한 단순보 실험 해석

다음 그림 15에서 보이는 단순보의 실험은 1998년 수행

되었던 “축소모델 철근콘크리트 보의 휨 부착 및 전단 거

동에 관한 상사성 실험 연구” (고동우, 1998)의 일부분이다. 

유한요소해석을 위해 프로그램상에서 2차원의 plane stress 

요소로 모델링하였다. 각 요소는 가장 단순한 형태의 4절점 

사각형 요소를 선택하였고, 실험체가 대칭이기 때문에 효율

성을 높이기 위해 절반만을 모델링하여 해석하였다.
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그림 19 단순보(전단 실험)의 프로그램(DIANA) 모델과 Crack 

pattern

그림 20 단순보(전단 실험)의 균열도

그림 21 단순보(전단 실험)의 하중-변위 관계

Concrete : ′, ′,   ×
Steel Reinforcement :   ,   ×



그림 22 예제 벽체의 형상과 프로그램(DIANA) 모델

해석결과 콘크리트 모델에 잘 맞지 않는 Von-Mises yield 

criteria를 적용한 두 개의 실험체 모두 적절한 거동 묘사가 

가능함을 확인하였다. 휨 거동을 하는 보는 실험에서와 같

이 휨 균열을 명확하게 보여주었으며, 하중-변위 관계 역시 

실험과 근사한 경향을 나타냈다. 또한 전단 거동을 하는 보 

역시 전단 거동에 의한 사균열(diagonal crack)의 묘사가 가

능하였으며, 하중-변위 관계 역시 만족스러운 결과를 보여

주었다.

2.4 Von-Mises 기준을 적용한 벽체 실험 해석

그림 22는 W.F.Chen의 “Plasticity in reinforced concrete” 

(McGraw-Hill, 1982)의 한 예제이다. 실험은 1970년 Cervenka 

등에 의해 수행되었고, 책의 내용을 중심으로 모델을 구성

하여 그림과 같이 plane stress요소로 모델링하였다. 좌우 대

칭인 점을 고려하여 모델의 절반만을 모델링하였으며, Mesh

는 3절점 삼각형 요소와, 4절점 사각형 요소를 사용, 해석

하여 두 모델을 비교하였다. 모델 전체의 절점 수는 변화가 

없으나, 삼각형 요소로 구성된 모델의 요소 수가 정확하게 

두 배 더 많게 된다. 

해석결과 실험과 일치하는 하중-변위 관계를 얻을 수 있

었으며, 균열 양상 역시 유사하게 묘사하고 있음을 확인할 

수 있었다. 이 역시 콘크리트 재료 모델에 잘 맞지 않는 

Von-Mises yield criteria를 적용하여 적절한 콘크리트의 거

동 묘사가 가능함을 보여주었다. 

 한가지 흥미로운 사실이 그림 25에 나타나 있다. 동일

한 조건에서 해석을 수행하였음에도 4절점 사각형 요소를 

사용한 해석은 해석 도중 발산하였으나, 3절점 삼각형 요소

를 사용한 모델은 충분한 해석이 이루어졌다. 절점 수가 같

더라도 모델의 요소 수의 차이에 의해 해석의 안정성이 좌

우될 수 있음을 말해주는 결과라 할 수 있겠다.



DIANA를 이용한 콘크리트 유한요소해석

전산구조공학 제25권 제1호(2012. 3) 51

Q8MEM T6MEM

그림 23 4절점 사각형 요소와 3절점 삼각형 요소를 사용한 Mesh

그림 24 4절점 사각형 요소를 사용한 해석 결과 - 

처짐과 균열 양상

그림 25 해석 결과 (하중-변위 관계)

3. Softening및 Hardening 효과

Von-Mises모델을 사용할 시, 콘크리트의 Hardening 효과

를 정량적으로 부여할 수 없기 때문에 이 효과를 제외한 

해석을 수행하였으나, Drucker-Prager나 Mohr-Coulomb 모델

의 경우 정량적인 Hardening parameter를 통해 쉽게 그 특성

을 부여할 수 있다. 앞서 어떤 특별한 조건하에서는 Von- 

Mises모델과 Drucker-Prager모델의 차이가 없다는 결론에 

도달하였지만, Hardening 현상에 대한 보다 직접적인 이해

를 위해 AL-86 모델에 Drucker- Prager모델을 적용하여 이

에 대한 효과를 비교, 분석하였다.

콘크리트의 Hardening효과를 표현하기 위해서 콘크리트

의 이력곡선이 필요하였으나, 실험 시 측정된 결과의 신뢰성

이 의심되는 상황에서 범용 구조해석 프로그램인 SAP2000

의 비선형해석을 위한 기능 중 일부를 사용하여, 그림 26과 

같은 일반적인 콘크리트의 이력곡선을 얻었다. 이에 콘크

리트 초기 접선 탄성계수를 사용하여 소성 영역에서의 이

력곡선을 얻을 수 있었다.

이 곡선을 프로그램에서 요구하는 Hardening parameter의 

형태로 변환하는 식은 다음과 같다(그림 27).

등가 소성 변형률 (Equivalent plastic strain)

sin
sinsin




점착력 (Cohesion)   ′cos
sin

한편, 콘크리트의 인장영역에 대해서는 Hillerborg의 

breakpoint룰 사용하였다. Ultimate strain을  


로 가

정하고, 콘크리트의 최대 인장강도를 일반식   ′
으로써 산출한다면, Hillerborg의 breakpoint은  


  


 

로 산정되며, 이는 그림 28과 같다.
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그림 26 콘크리트의 응력-변형률 관계

그림 27 콘크리트의 Hardening변수 
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그림 28 콘크리트의 항복 영역 이후 인장응력-변형률 관계
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그림 29 실험에 사용된 D10(좌), D5(주)철근의 응력-변형률 관계
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그림 30 연화 및 경화 효과를 적용한 모델의 해석 

결과(AL-86)

그림 31 프로그램상의 경계요소 (L8IF)

철근에 대한 hardening 효과는 실험 결과를 사용하여, 다

음과 같이 항복 강도와 극한 강도의 이력을 단순화하여 나타

내었고, 콘크리트의 경우와 마찬가지로 철근의 탄성계수 

200,000PMa를 이용하여 소성 영역에서의 이력곡선을 얻

었다. 

이러한 softening 및 hardening효과를 모두 적용하여 해석

한 결과와 모든 재료를 이상적으로 가정(ideal plasticity)하고 

해석하였을 경우의 비교를 그림 30에 나타내었다.

해석 결과 초기 하중-변위관계는 두 모델이 차이를 보이

고 있지 않다. 그러나 항복 이후의 거동에서 차이가 나타났

으며, 이는 앞서 언급한 바와 같이 콘크리트의 Hardening 

효과보다 철근의 항복 후 Hardening 효과의 반영에 의한 것

으로 판단된다. 

4. Interface Element

큰 균열이 예상되는 부분에 interface element를 삽입하여, 
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(a) Interface 요소가 삽입된 모습

(b) Interface 요소가 삽입되어 닫힌 모습

그림 32 SL72 모델에 삽입된 경계 요소와 그에 따른 삼각형 요소

0

100

200

300

400

500

600

700

0 5 10 15 20 25 30

CENTER DEFLECTION (mm)

LO
A

D
 (

kN
)

EXP. RESULTS

LOAD-DEFLECTION (ANALYSIS WITH
INTERFACE ELEMENT)

REACTION FORCE (ANALYSIS WITH
INTERFACE ELEMENT)

LOAD-DEFLECTION (ANALYSIS
WITHOUT INTERFACE ELEMENT)

REACTION FORCE (ANALYSIS WITHOUT
INTERFACE ELEMENT)

그림 33 경계 요소의 유무에 따른 해석 결과(SL-72)
(a) 경계 요소가 삽입된 모델

(b) 경계 요소가 없는 일반 모델

그림 34 균열 양상 (SL-72)

균열을 집중시킴과 동시에 균열에 의한 영향을 보다 효과

적으로 표현 할 수 있을 것으로 기대하였다. 즉, 일반적인 

균열로는 그 폭이나 양상을 판정하는데 그치지만, 균열의 

폭이 증가하면서 추가적으로 발생하는 현상에 대해서는 묘

사할 수 없다. 그러나 interface element의 경우에는 균열 폭

이 증가하면서 발생하는 추가 현상에 대한 묘사가 가능하다.

본 연구의 실험에서 대부분의 균열은 대각선으로 형성 

되어 있기 때문에, interface element 역시 대각선으로 삽입

하였고, 후에 실제 모델과 같이 폭이 없도록 두 부분을 합

하여 닫았다. Interface element가 대각선으로 삽입되었기 때

문에 그 주변의 요소에 대해서는 3절점 삼각형 요소를 사

용하여, 주변 요소의 mesh와 선이 일치하도록 하였다. 

Interface element는 탄성해석시의 완전 부착을 고려하여 임

의의 큰 값을 사용하였다. 그림 32는 interface element가 삽

입되는 과정을 보여주고 있다.

Interface element의 효과를 비교, 분석하기 위해 동일한 

실험 모델에 동일한 조건을 부여하면서 경계요소 유․무의 

차이가 있는 해석 모델을 만들어 해석 수행 결과, 두 모델

의 하중-변위 관계는 그림 33과 같이 나타났다. 

Interface element의 유무에 따른 하중 변위 관계는 거의 

차이가 없음을 알 수 있고, 실험 결과와 일치하는 것을 볼 
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그림 36 위치별 철근의 변형률(SL-72)
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그림 35 스트레인 게이지 위치(SL-72)

수 있다. 그러나 균열 양상은 상당한 차이를 보여준다. 

Interface element가 삽입된 모델의 경우, 집중된 균열이 명

확하게 나타난다. 그렇지 않은 모델의 경우 균열 양상은 비

슷하게 나타났으나, 집중된 균열을 정확하게 표현하지 못

하고 있다.

5. 철근 변형률

실험에서 철근에 부착된 각각의 Strain gage에 일련번호

를 부여하여, 각 위치에서 하중 증가에 따른 변형률의 변화

를 측정하였고, 이를 그래프에 해석 결과와 비교하여 나타

내었다. 그림 36에서 보는 바와 같이 철근의 변형률은 정확

하게 일치하지는 아니하나, 각 위치에서 대략적인 거동은 

상당부분 유사한 것으로 판단된다.

6. 결  론

비선형 유한요소해석 software, DIANA를 이용하여 기존 

실험 결과를 해석, 그 신뢰성 검증을 시도한 본 연구의 결

과를 요약하면 다음과 같다.

1) 콘크리트 비선형 거동 묘사에 탁월한 성능을 보일 뿐 

아니라, 기존에 표현할 수 없었던 비선형 철근 변형률까지 

상당한 정확도로 표현할 수 있어, 실험상 제한적일 수밖에 

없는 결과를 보충할 수 있는 결과를 산출, 실험 및 해석 분

야에 기여할 수 있는 가능성이 크다고 판단된다.

2) 철근에 의한 구속에 의해 hydrostatic pressure가 충분

히 발현되지 않는 상황 하에서 콘크리트 재료 모델이 해석 

결과에 기여하는 바는 거의 없다. 그러나 철근의 항복 이후 

비선형 거동은 보다 정확한 결과를 얻기 위해 필수적이다. 

3) Software 사용상 재료의 비선형 특성을 정의하고 해석

할 시, Graphic Interface와 Text Interface를 모두 이용해야 

하는 등의 난해함과 복잡함이 따른다. 보다 간편하게 이용

할 수 있는 Interface 마련이 필요하다. 
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