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마찰을 고려한 접시 스프링의 하중 변위 곡선 예측

Prediction of Load-displacement of the Disc Spring with the Friction
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ABSTRACT

A disc spring consists of a conical disc. A load-displacement formula was newly developed in 
the form of energy method to consider both rigid and friction. The cross section of the disc spring 
has identical slope angles at the bottom of conical. To solve such a problem, an energy method 
calculation is proposed. To achieve the goal of this study, the proposed calculation is extended to 
a disc spring with friction. A firm basis background study based on Almen’s work is presented in 
developing a new numerical approach to predict the available formulation for a disc spring with 
friction.

* 
1. 서  론

1867년 Belleville가 프랑스에서 국제 특허를 받

은 접시 스프링은 선형성을 가지는 일반 코일 스프

링과는 달리 비선형성을 지니고 있다. 접시 스프링

은 Fig. 1에서와 같이 중앙에 구멍이 있는 원판을 

원추 형상으로 가공하고 상하방향에 하중이 작용하

도록 하여 사용하는 스프링이다. 좁은 공간에서 비

교적 큰 부하용량을 가지고 있어 자동차 클러치(1,2)

부분에 많이 사용되며 원추 높이와 판 두께의 비에 

따라 특성이 다르기 때문에 이 비율에 따라 활용도

가 넓은 비선형 스프링 특성을 얻을 수 있다. 
구조물의 진동 해석에 있어 강성을 파악하는 것

은 매우 중요하므로, 접시 스프링의 경우 하중-변위 

곡선을 이용하여 강성을 예측할 필요가 있다. 접시
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스프링에 대한 연구는 Almen과 Laszlo(3)가 접시 스

프링의 하중-변위 곡선을 계산하는 Almen-Laszlo 
방정식을 처음 발표하였고, 이후 Curti와 Olando(4)

는 Almen-Laszlo방정식을 토대로 하중-변위 곡선뿐

만 아니라 radial 하중을 계산하는 방법을 제시하였

다. 방승우 등(5)은 기계 시스템의 수직 방향에 대한

접시 스프링의 완충기 설계를 위해 충격에 대한 접

시 스프링의 비선형성 응답을 수치 해석에 의해 구

하였고 Shcnorr회사(6)에서 하중-변위 곡선의 방정식

을 마찰이 없는 경우에 대하여 방정식을 유도한 후 

단순하게 마찰계수에 따른 하중을 계산하였다.
그러나 기존의 연구는 접시 스프링이 처짐이 발

생할 때 두께에 변화에 따른 스프링의 내경과 외경

의 변화를 고려하지 않았으며 접지면 사이의 마찰

을 변위와 상관없이 계산하여 실험 또는 유한요소 

해석 결과와 차이가 있었다.
이 연구에서는 Almen-Laszlo 방정식을 토대로 

내경과 외경의 변화에 따라 하중-변위 곡선을 예측

하였고, 에너지법을 이용하여 접시 스프링과 접지면

의 마찰과 접시 스프링의 변위를 동시에 고려한 접
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시 스프링의 하중-변위 곡선을 예측하였다. 이의 검

증을 위하여 제안한 방정식을 이용하여 예측한 하

중-변위 곡선과 상용 모델(7)을 사용한 유한요소해석

의 결과와 비교하였다.

2. 이론적 배경

2.1 Almen-Laszlo 방정식
Fig. 2에서 접시 스프링의 처짐 에 대하여 하중 

는 접시 스프링의 외주의 가장자리에서 균일하게 

작용하고, 하중이 작용하면  단면은 점을 중심으

로 회전하며 단면 형상이 변하지 않는다고 가정한

다. 변형 전 접시 스프링 위에 미소부분 BC의 길이

를  , 변형 후의 길이를 ′이라 하면 과 ′은 각각 

다음과 같다. 

  cos
′ cos   (1)

여기서, 는 변형 전 스프링의 각도이고, 는 변형 

후 스프링의 변위 각이다.
와 가 미소하다고 가정하면 변형률율 은 식

(2)와 같이 구할 수 있다. 



′


 

 (2)

여기서,  
 

  ,  
 

  ,  
이며 는 스프링의 두께이다. 

접시 스프링의 반지름 방향 단면상에 있어서 접

선방향에 작용하는 압축응력 는 다음과 같이 구

해진다.






 
  (3)

여기서 는 탄성계수 는 푸아송비이다.
Fig. 3에서 변형 전의 접시 스프링의 곡률을 , 

변형 후의 곡률을  ′이라하면 곡률의 변화량은 식

(4)와 같다. 




′




(4)

Fig. 1 Cross-sectional shape of the disc spring

(a) Undeformed

(b) Deformed

Fig. 2 Before and after deformation of the cross-sec-
tional shape of the disc spring 

Fig. 2의 BC부분에 작용하는 굽힘 모멘트 라 

하면 는 다음과 같이 구할 수 있다.

 

∙



 (5)
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Fig. 3 Radius of tangential curvature of the disc 
spring

접시 스프링의 단면 중심축 로부터 위쪽 의 

거리에 작용하는 접선방향의 굽힘 응력 는 다음

과 같다. 

 ±


(6)

식 (3)과 식 (6)으로 합성응력 를 구하면 다음과 

같이 구할 수 있다.

 

  
 ∓ (7)

식 (7)에 식 (2)의 와 를 대입하여 정리하면 다

음과 같이 정리할 수 있다.

 

 
 

× 
 

 ∓
(8)

접시스프링 중심축선에서 회전중심 까지의 거

리 는 접선방향에 작용하는 힘이 0이 된다는 조건

으로부터 다음과 같이 구할 수 있다.





  (9)

식 (9)를 이용하여 와 를 식 (10)과 같이 구할 

수 있다.

 ln
 

  ln


 (10)

Fig. 2(a)에서 BC부분에 압축응력 에 의한 반

지름 방향의 굽힘 모멘트를 ′이라 하면 다음과 

같다. 

 ′  (11)

식 (11)을 식 (9)에 대입하여 정리하면 식 (12)가 

된다.

 ′ 
 

 

×

   ln

(12)

또한, BC부분에 굽힘 응력 에 의하여 반지름방

향에 굽힘 모멘트 ″가 발생하므로 ′과 동일

한 방법으로 구하면 다음과 같다. 

 ′′ 


 ln (13)

접시스프링의 반지름 방향에 작용하는 전체 굽힘 

모멘트 은 식 (14)와 같다.

 




 
 

× 
 ∙


ln
 

ln 
(14)

회전중심 에서는 하중 에 의한 굽힘 모멘트 

가 과 같으므로 다음과 같은 식이 성립한다.

 

  (15)

식 (15)로부터 하중 는 다음과 같이 구할 수 

있다. 










 

 



  (16)

여기서,   
 






ln
 이다.

2.2 수정한 Almen-Laszlo 방정식
(1) 두께 변경에 따른 하중 - 변위 방정식

기존의 Almen-Laszlo 방정식은 처짐이 일어나도 

접시 스프링의 내경과 외경은 변하지 않는다는 가정 
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Fig. 4 Changed variables for proposal equation

아래 방정식을 유도하였다. 그러나 Fig. 2(b)에서 하

중에 의해 처짐 가 발생하면 스프링의 내경은 

가 H가 될 때까지 감소하다 가 H보다 커지면 다

시 증가하며, 외경은 이와 반대의 형태를 보인다. 
따라서 Fig. 4와 같이 두께를 고려하여 식 (15)의 하

중 에 의한 회전 중심 에서의 굽힘 모멘트를 

수정하면 다음과 같다.

 

cos ′
  cos  ′ (17)

여기서, 

 ′    sin
 

  tan
 

이다. 
식 (17)을 에 대하여 정리하면 식 (18)과 같다.



cos ′


cos ′

×

 

 



 
(18)

(2) 마찰을 고려한 기존의 방정식(SCHNORR)(6)

Fig. 5는 접시 스프링과 구조물 사이에서 발생하

는 마찰을 표시한 것이다. Fig. 5의 ①은 접시 스프

링과 구조물 사이에서 일어나는 반경방향의 접선 

마찰이며 ②는 접시 스프링이 병렬로 연결된 경우 

접시 스프링 사이의 접지면에서 일어나는 표면 마

찰로 SCHNORR에서 제시한 기존의 마찰을 고려한 

방정식은 식 (19)와 같다. 

 ±±


(19)

여기서, 는 마찰을 고려한 하중, 은 표면마찰계

수, 은 접선마찰계수, 은 접시스프링의 개수이다. 

Fig. 5 Friction in disc spring

(3) 마찰을 고려하여 제안한 방정식

Fig. 4에서 하중이 작용하는 부분에 접촉하는 구

조물이 존재하고, 이로 인해 접시 스프링이 하중 

를 받으면 구조물과 접시 스프링 사이에서 마찰이 

발생하게 된다. 따라서 회전중심 에서는 하중 

와 마찰력 에 의한 굽힘 모멘트가 동시에 발생

하게 된다. 
이 논문에서는 단일 접시 스프링에 대하여 방정

식을 유도하므로 표면 마찰계수는 고려하지 않고 

접선 마찰계수만을 고려하고 수정된 Almen-Laszlo 
방정식을 이용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 

cos ′
  cos  ′

cos ′
  sin ′

(20)

여기서, 는 접선 마찰계수이다.
식 (20)을 에 대하여 정리하면 마찰을 고려한 

수정된 Almen-Laszlo 방정식을 식 (21)의 형태로 

나타낼 수 있다.



cos′sin′
×


 

 



 


cos′

(21)

3. 컴퓨터 시뮬레이션

3.1 두께에 변경에 따른 모델링
기존의 Almen-Laszlo 방정식과 여기서 제안한 
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Table 1 Parameters of disc spring for analysis 

Case 
(mm)


(mm)

 
(mm) (mm) 

(MPa) 

 1
A

6.1 12.5 2.05 0.9
0.5

206000 0.3

B 0.7
C 0.9

 2
A

9.2 25.0 2.71 1.8
1.0

B 1.25
C 1.5

(a) Disc spring model of case 1(t=0.5 mm)

(b) Parameters of disc spring for FEM

Fig. 6 Model of disc spring for midas NFX

방정식을 이용하여 접시 스프링의 하중-변위 곡선을 

예측하였다.
Table 1에서 내경에 대한 외경비 가 서로 다른 

두 가지 모델을 이용하여 에 따른 하중-변위 곡선

과 각각의 스프링의 두께를 변화시키면서 두께에 

따른 하중-변위 곡선을 예측하였다. 제안한 방정식

을 이용하여 예측한 하중-변위 곡선의 타당성을 검

증하기 위하여 midas NFX(7)를 이용한 유한요소해

석의 결과와 비교하였다.
Fig. 6(a)는 유한요소해석을 수행하기 위하여 case 

1A(=0.5)를 모델링한 것으로 symetric이어서 1/4모

델로 모델링하였다. 하중은 변위하중으로 Almen과 

Laszlo(3)와 같이 처짐가 최대 가 될 때 까지 

에 주었으며, 경계조건은 스프링 밑면을 연직방향인 

방향으로 구속하였다. 총 질점 개수는 5834개, 요

소 개수는 990개이다. Fig. 6(b)는 해석 모델의 변수

들을 나타내었다.

3.2 마찰을 고려할 경우 모델링
식 (19)와 이 논문에서 제시한 방정식을 이용하여 

마찰을 고려하였을 경우의 하중-변위 곡선을 예측하

였다. 여기서 고려한 접시 스프링의 개수는 한 개 

이므로 스프링과 스프링사이의 표면에 의한 마찰은 

발생하지 않으므로 식 (19)에서 스프링과 스프링 표

면마찰계수 은 고려하지 않았다.
접시 스프링의 재질은 50Crv4이고 접시 스프링

과 접하는 면의 재질은 구조용강이다. 접시 스프링

의 효율을 높이기 위하여 윤활을 하여 접시 스프링

과 구조물 사이의 마찰 계수가 감소하므로 이 논문

에서는 Table 1에 제시한 모델을 이용하여 마찰계수 

를 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4의 다섯 가지로 하였으며 

하중 변위 곡선을 예측하였다. 예측한 결과의 타당

성을 검증하기 위하여 midas NFX(7)를 이용하여 유

한요소해석을 수행한 결과와 비교하였다.

4. 결과 및 고찰

4.1 내경과 외경 비에 따른 하중-변위 곡선 
Fig. 7(a)와 (b)는 각각의 접시 스프링의 두께에 

따라 기존의 Almen-Laszlo 방정식과 접시 스프링의 

두께를 고려하여 제안한 방정식을 Table 1에 있는 

여섯 가지 모델에 대하여 하중-변위 곡선을 예측한 

그래프이다.
이 그래프와 유한요소해석(midas NFX) 결과를 같

이 나타내었다. 하중은 변위가 접시 스프링의 높이 

H의 2배가 될 때 까지 가하였다. 이는 대부분의 접

시 스프링이 처짐 d(델타)를 H(높이)이내에서 사용하

지만 일부 경우 자동차 클러치(2) 및 공작기계 스핀들
(3)에서는 처짐 d(델타)를 2H까지 사용하기 때문이다. 
접시 스프링의 두께가 증가함에 따라 하중이 증가하

였으며 유한요소해석으로 비교한 결과 기존의 방정

식 보다 새로 제안한 방정식이 잘 일치하였다.
기존의 방정식과 제안한 방정식의 결과를 유한요

소해석의 결과와 비교하여 보면 두께가 증가할수록 

새로 제안한 방법이 기존의 방법보다 오차가 감소함

을 알 수 있었다. 이는 새로 제안한 방법이 두께의 

영향을 고려하여 하중 변위 곡선을 예측하였기 때문

이다.
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(a) Case 1

(b) Case 2

Fig. 7 Load-displacement curve for analysis method

4.2 마찰계수에 따른 하중-변위 곡선
Fig. 8은 Table 1의 case 1, Fig. 9는 Table 2의 

case 1로 두께와 마찰계수의 변화에 따른 하중-변위 

곡선을 나타낸 그림이다. 제안한 방법과 유한요소해

석의 결과와 잘 일치하였지만 기존의 방정식(6)은 변

위가 증가할수록 오차가 커지는 것을 알 수 있었다. 
마찰계수가 증가함에 따라 하중이 증가하는 것을 

알 수 있었고, 최대 변위 지점에서는 마찰계수에 따

른 하중의 차이가 크지 않았다. 

4.3 제안한 방정식의 타당성 검증
Fig. 10(a), (b)는 제안한 방정식과 유한요소해석

의 결과의 타당성을 검증하기 위해 Table 1에 있는 

case 2(=1.25 mm)를 택하여 예측한 하중을 마찰계

수가 일 때 하중을 기준으로 나누어 나타낸 그림

이다. 
Fig. 10(a)는 유한요소로 해석한 결과를 나타낸 

(a) SCHNORR

(b) Proposed method

(c) Midas NFX

Fig. 8 Compare load-displacement curve acc. to fric-
tion(case 1)

그림으로 마찰계수가 증가할수록 하중이 증가하였

으며 마찰계수가 0.4일 때 하중은 최대 8 % 증가하

였다. 변위가 약 0.7 mm까지 변위가 증가할수록 하

중이 증가한 것은 하중이 가해지는 부분과 경계조건 
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(a) SCHNORR

(b) Proposed method

(c) Midas NFX

Fig. 9 Compare load-displacement curve acc. to fric-
tion(case 2)

부분에서 국부 변형이 발생하였기 때문으로 생각된

다. 변위가 0.7 mm를 넘어 증가할수록 하중 증가비

가 감소하여 변위가 약 3.1 mm일 때는 마찰 계수

에 의한 영향이 없었다. 이는 접시스프링의 높이 

(a) Normalize load using midas NFX

(b) Normailze load using proposed method

Fig. 10 Compare normalized load of case 2(=1.25 mm)

1.8 mm에 스프링의 두께 1.25 mm를 더한 거리로 

하중이 수평면까지 오는 경우이며 이때 반경 방향

으로 변위가 발생하지 않아 마찰에 의한 영향이 없

기 때문이다. 
Fig. 10(b)는 새로 제안한 방법의 결과를 나타낸 

그림으로 유한요소해석 결과와 마찬가지로 변위가 

증가할수록 하중 증가비가 감소하였으며 새로 제안

한 방법의 결과와 유한요소해석의 결과가 비교적 

잘 일치하였다.

5. 결  론

제안한 방정식을 이용하여 접시 스프링의 하중-
변위 곡선을 예측한 결과 다음의 결론을 얻었다.

(1) 기존의 Almen-Laszlo 방정식에 두께를 고려

하여 접시 스프링의 하중-변위 곡선을 예측하는 방

정식을 제안하였다.



마찰을 고려한 접시 스프링의 하중 변위 곡선 예측

한국소음진동공학회논문집/제 22 권 제 4 호, 2012년/351

(2) 유한요소해석의 결과와 비교하였을 때 기존

의 방정식보다 두께를 고려하여 제안한 방법이 좀 

더 유한요소해석의 결과와 잘 일치하였다.
(3) 마찰을 고려하여 접시 스프링의 하중 변위 

곡선식을 예측하였으며 제안한 방법과 유한요소해

석을 수행하여 얻은 하중-변위 곡선을 normalize한 

결과 비교적 잘 일치하여 제안한 방법의 타당성을 

검증하였다.
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