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[그림 Ⅰ-1] 황선욱 외(2010)의 미적분과 통계기본 교과서
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수학적 모델링 과정에서 접선 개념의 재구성을 통한

미분계수의 재발명과 수학적 개념 변화

강 향 임*

본 연구의 목적은 학생들이 수학적 모델링 활동을 통해 미분계수를 재발명하는 
과정을 분석하여 학교현장의 미분계수 지도에 의미 있는 시사점을 제공하는 것이
다. 이를 위해 고등학교 2학년 문과 학생 2명을 대상으로 모델링 과정과 그 과정을 
통해 나타나는 수학적 개념 변화를 분석하였다. 그 결과, 학생들은 할선의 극한으
로 접선을 재구성하고 접선의 기울기와 순간속도를 연결하기 위해 미분계수를 재
발명하였다. 이 과정을 통해 학생들의 접선 개념과 시간-속도 그래프에 대한 개념
이 변화되었음을 확인하였다. 본 연구의 모델링 과정에서는 학생들의 시각적인 이
해를 돕고, 수학적인 개념을 탐구하는 본질적인 사고에 집중할 수 있도록 테크놀로
지를 활용하였다.
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Ⅰ. 서론

1. 연구의 필요성과 목적

현재 우리나라 7차 개정 교육과정에 따른 ‘미

적분과 통계기본’ 교과서에서는 미분계수(순간변

화율)를 ‘평균변화율의 극한값이 존재할 때 그 

값’으로 정의한 후, 미분계수의 기하학적인 의미
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로 접선의 기울기를 제시하고 있다.

미분계수의 개념은 역사적 근원 중에 하나인 

접선 문제를 통해 점진적인 형식화의 과정을 거

치면서 발전해 왔다. 이에 따라 미분계수 개념은 

그 형식화 과정에서 고려된 기하학적 측면에서 

접선의 기울기, 운동학적 측면에서 순간 속도,

대수적인 측면에서 평균변화율의 극한값을 의미

하는 등 다양한 측면을 포함한다. 그러나 앞에서 

언급한 것처럼 현재 우리나라 교과서에서는 완

성된 미분계수 개념을 연역적으로 제시하며 교

과서의 순서에 따라 형식적으로 지도되고 있다.

이것은 미분계수의 다양한 측면을 파악하지 못

하고 제한된 개념을 갖게 한다. 실제로 미분계수 

지도가 대수적으로 강조되고 있기 때문에 많은 

학생들이 미분계수를 단지 산술적인 계산으로 

유도된 하나의 함숫값으로만 간주하는 것으로 

나타났다(김정희, 조완영, 2006; Tall, 1991a;

White & Mitchelmore, 1996). 또한 접선을 미분계

수의 기하학적인 의미로 연결하지 못하는 것으

로 나타났다(Oton, 1980; Tall, 2003a; Vinner,

1982). 이러한 문제점들을 개선하기 위해 특별한 

교수학적 처방이 필요함을 알 수 있다.

미분계수의 교수-학습에 관한 연구들은 역사 

발생적 원리(박문환, 민세영, 2002; 송정화, 신은

주, 2006; 정연준, 2010; Freudenthal, 2008;

Toeplitz, 2006), 테크놀로지(손홍찬, 2004; Kaput,

1994; Tall, 1991b, 2003a, 2003b; Thomson, 1994;

Weber, Tallman, Byerley, & Thompson, in press)

또는 모델링(Gravemeijer & Doorman, 1999)의 활

용 등을 제안하고 있다. 그러나 이러한 연구들은 

학생들에게 적용한 실제적인 사례를 제공하지 

않고 있다. 단지 Doorman과 Gravemeijer(2008,

2009)가 현실 문제(예, ‘태풍의 속도)에서 다양한 

그래프(자취 그래프, 변위 그래프, 이동 거리 그

래프 등)를 활용하여 움직이는 대상의 속도를 

질적으로 추론하는 학생들의 모델링 과정을 제

공한 사례가 있으나 이 연구도 미적분과 운동학

을 연결하는 중재자로서 그래프의 역할을 강조

하였을 뿐 미분계수를 구체적으로 표현하거나 

설명하는 과정을 분석하지는 못하였다.

따라서 본 연구에서는 개념의 형성 과정을 경

험할 수 있는 모델링 활동을 통해 학생들이 미

분계수 개념을 재발명할 수 있도록 돕고자 한다.

이를 위해 역사적으로 미분의 발생 맥락인 속도

문제를 개발하고 고등학교 2학년 문과 학생 2명

을 대상으로 다음과 같은 연구 문제를 설정하여 

분석할 것이다.

[연구문제 1] 수학적 모델링 활동에서 접선 개

념의 재구성을 통한 미분계수 재발명 과정은 어

떠한가?

[연구문제 2] 수학적 모델링 활동을 통해 나타

나는 학생들의 수학적 개념(접선, 시간-거리와 

시간-속도 그래프 사이의 관계) 변화는 어떠한가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 접선과 미분계수 교수-학습에 관한 

선행연구

미적분을 학습한 많은 학생들은 미분계수의 

개념적인 이해보다는 대수적인 절차만을 기억하

고 있기 때문에 현실 문제를 해결하기 위해 미

적분을 활용하는 것에 어려움을 경험한다(Tall,

1992; White & Mitchelmore, 1996). 이러한 문제

를 개선하기 위해 개념의 역사 발생 과정을 반

영할 수 있는 역사 발생적 원리의 활용(박문환,

민세영, 2002; 송정화, 신은주, 2006)과 변하는 

현상의 역동성을 수치적이고 기하적으로 표현할 

수 있는 테크놀로지의 활용(손홍찬, 2004; Kaput,
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1994; Tall, 1991b, 2003a, 2003b; Thomson, 1994)

은 의미가 있다.

우선, 역사 발생적 원리의 활용은 미분계수의 

발생적 접근을 통해 점진적인 수준의 상승을 안

내할 수 있고 미분계수의 역사적 발달 과정의 

분석을 통해 잠재적 장애 요인을 예측(정연준,

2010)할 수 있도록 돕는다. 이는 미적분의 역사

적 발달 과정과 개인의 인식론적 발달 과정 사

이에 약간의 평행성이 있기 때문이다(Cornu,

1991; Ely, 2007; Kaput, 1994; Lakoff & Nunez,

2000; Sfard, 1991).

미분계수의 교수-학습에 활용할 수 있는 테크

놀로지로는 변하는 현상을 해석하는데 수치적 

접근을 가능하게 하는 Excel(손홍찬, 2004)이나 

속도-거리에 관한 다양한 문제 상황을 다룰 수 

있는 simCalc Project(Kaput, 1994), 무한소 개념에 

기초하여 직관적인 이해를 돕기 위해 개발된 

Graphic Calculus 프로그램(Tall, 1991b, 2003a,

2003b) 등이 있다. 이러한 테크놀로지의 활용은 

미분계수의 교수-학습에서 구체적인 상황의 직

관적인 이해를 위한 보조 역할을 할 수 있다.

최근 무한소 개념을 적극 활용하도록 도와야 

한다는 입장에서 Calculus Triangle 개념(Weber,

Tallman, Byerley, & Thompson, in press)이 제안

되었다. Calculus Triangle 개념은 Graphic Calculus

프로그램에 적용된 국소적 직선(local straightness)

개념을 보완하여 변하는 두 양 사이의 비를 명

확히 드러내고자 미분계수 개념이 접선의 기울

기로 형성되기 보다는 변하는 두 양 사이의 관

계에 대한 비율 개념으로 전이되어야 한다고 강

조하고 있다. 그러나 무한소 측면에서 두 양 사

이의 관계에 대한 비율 개념만을 강조하는 것은 

할선의 극한인 접선을 미분계수의 기하학적 측

면으로 연결하는데 어려움을 갖게 한다. 이것은 

접선의 초기 개념이 적절히 재구성되지 않는다

면 미분계수와 연결하지 못한다(Amit & Vinner,

1990; Orton, 1980, 1983; Thompson, 1994; Ubuz,

2001; Vinner, 1982; Zandieh, 2000)는 주장과 양

립될 수 있다. 무한소 개념은 미분계수의 직관적

인 이해를 위해 도움을 줄 수 있지만 미분계수

를 개념적으로 이해하고 재발명하도록 돕는 것

에는 한계가 있다.

사실 미분계수를 개념적으로 이해한다는 것은 

미분계수가 포함하는 다양한 측면을 인식하고 

문제 상황에 적용할 수 있는 것이다. 따라서 역

사 발달 과정의 접선 개념에 대한 역동성(조영

미, 1999)을 바탕으로 테크놀로지를 활용한 반성,

수정, 개선의 학습 경험(임재훈, 박교식, 2004;

안병국, 김병학, 박윤근, 2010)을 제공하여 상위 

학년으로 진학하면서 점진적으로 수준의 상승을 

요구하는 접선 개념의 재구성 과정을 통해 자연

스럽게 미분계수를 재발명하도록 해야 한다.

미분계수 개념 구성을 위한 교수-학습 전략으

로는 속도 맥락을 기반으로 한 수학화가 활용되

고 있다. 그 예로, Freudenthal의 수학화 과정과 

Dienes의 다양성 이론을 토대로 미적분 교수 학

습 자료를 개발한 연구(조완영, 2006)와 수학화

를 기반으로 교사의 교수법을 위해 제안된 

emergent modeling 발견술에 관한 연구(Doorman

& Gravemeijer, 2008, 2009)가 있다. emergent

modeling 발견술은 운동학적인 측면에서 실생활 

맥락과 테크놀로지를 동시에 고려한 연구로서 

주어진 상황을 나타내는 그래프를 질적으로 추

론하거나 현실 문제를 해석하는 모델링을 제안

한 것으로 미분계수 개념에 대한 구체적인 학생

들의 결과를 분석하지는 못하였다.

지금까지 살펴 본 많은 연구들은 대체로 미분

계수의 개념 이해를 위해 맥락(발생맥락, 현실 

맥락)의 중요성과 테크놀로지의 활용을 제안하

였다. 그러나 실제적인 실험으로 연결되어 학생

들의 활동 과정을 언급한 연구는 Doorman &

Gravemeijer(2008, 2009) 뿐이며 미분계수 개념의 
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직접적인 개념 구성 활동을 분석한 실험 연구는 

거의 없는 실정이다. 이에 미분계수의 역사적 발

생 맥락을 고려한 수학적 모델링 활동에서 학생

들이 실제적으로 어떠한 과정과 변화를 경험하

는지 살펴보는 것은 수학교육의 관점에서 의미 

있는 연구가 될 것이다.

2. 접선과 미분계수 역사적 발달 과정

현재까지 수학사적인 측면에서 미분계수 개념

의 발달 과정에 관한 많은 연구가 이루어져 왔

다(정연준, 2010; Boyer, 1959, 1968, 1976; Boyer

& Merzbach, 2010, 2011; Edwards Jr, 1979, 2012;

Eves, 1960, 2005; Toeplitz, 2006). 이 연구들에 따

르면, 기원전 3세기 이전에 Aristoteles는 실무한

을 받아들이지 않았기 때문에 변화의 순간적인 

비에 관해 물체의 움직임에 대한 순간속도
 

를 부인하고 평균속도∆
∆ 만을 받아들였으며

(Boyer, 1959, p43), Euclid는 정적 기하(static

geometry)의 측면에서 원과 한 점에서 만나는 직

선을 접선이라 정의하였다(Boyer, 1959, p57). 이

때까지 미분계수의 기하학적 의미로서 접선은 

정적인 측면에서 원과 한 점에서 만나는 직선으

로 간주되었다. 이후 BC 3세기 Archimedes는 나

선(spiral)을 연구하는 가운데 운동학적인 측면에

서 곡선에서 그은 접선을 발견하였다(Boyer &

Merzbach, 2010, p204-205). 그러나 기하적인 상

황에 맞추어져 있었고 도형에서 수치적인 상황

으로의 전이는 일어나지 않았다. 이후 운동의 측

면에서 순간의 속도를 이해하기 위해서는 0에 

가까워지는 두 양 사이의 관계를 설명해야 하는 

미분의 문제 상황에 놓이게 되었다. 17세기 전반

에 이르러 Fermat와 Descartes에 의해 해석기하학

의 관점에서 접선이 다루어 졌다. Fermat는 假-

동등 방법(Pseudo-equality Methods)을 통해 

   형태의 다항식의 곡선에서 극대점 및 

극소점의 좌표를 얻었다(Boyer, 1968, p382-383;

Edwards Jr, 1979, p122). 이 과정은 식

lim
→



이   에서 곡선 의 기울기라는 사실을 

나타내는데 Fermat는 무한소 측면에서 접근한 

이 과정을 충분히 설명하지 않았다(Boyer &

Merzbach, 2011, p568). 비슷한 시기에 Descartes

는 곡선의 접선을 작도하는 흥미 있는 방법을 

고안했다(Eves, 1960, p280). 그러나 대수학적 관

점에서 중근 아이디어를 활용한 원 방법(Circle

Method)을 사용했지만 Fermat의 방법에 비해 번

거로웠다(Boyer & Merzbach, 2011, p560). 미적분 

발명의 시기로 일컫는 17세기 후반, Newton과 

Leibniz는 비 아이디어를 이용하여 미분계수의 

기하적 측면과 운동학적 측면, 대수적 측면을 통

합하였다(정연준, 2010). 그러나 Newton과 

Leibniz 등에 의해 무한소 관점에서 비 아이디어

를 기반으로 곡선을 따라 움직이는 순간적인 운

동과 접선 개념이 연결될 수 있었지만 무한소의 

과정에서 계산을 가능하게 하는 기본 개념의 해

석이 분명하지 않았다(Boyer, 1976, p394-396). 결

국 무한소 개념을 대신할 극한 개념이 18세기 

후반 d'Alembert에 의해 시도 되었다. 그는 순간

속도의 개념을 차분의 극한 개념과 연결하고자 

노력하였으며, 비록 극한의 개념을 명확하게 설

명할 수는 없었지만 미분을 




 lim∆→∆

∆

라 표현하였다(Edwards Jr, 1979, p293-296). 이어  

19세기 이후 Cauchy는 d'Alembert의 극한 개념을 

더욱 명확히 하고자 무한소 개념을 ‘변수’로서 

정의하고 극한 개념을 기본으로 미적분학을 전

개하였다. Cauchy에 의해 극한 개념이 명확하게 

정의되면서 미분의 개념에서 무한소를 제거할 

수 있게 되었고 미분계수의 개념도 형식화된 평
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시대 수학자 미분계수 개념의 역사적 발달 단계

19세기 이후 Cauchy 형식화된 평균속도의 극한으로 미분계수 정의 6단계

18세기 후반 d’Alembert 순간속도 개념을 차분의 극한 개념과 연결 시도 5단계

17세기 후반
Leibniz

Newton
무한소 관점에서 순간적인 운동이 접선과 연결 4단계

17세기 전반
Descartes

Fermat
해석기하학의 관점에서 접선  3단계

BC 3세기 후 Archimedes 운동학적인 측면에서 곡선에서 그은 접선 2단계

BC 3세기 전 Euclid 접선은 원과 한 점에서 만나는 직선 1단계

[그림 Ⅱ-1] 미분계수의 역사적 발달 과정

균속도의 극한으로 정의될 수 있게 되었다.

Cauchy는 먼저 에 관한   의 미분을 

정의할 때에 변수 의 증분   를 부여하

여 비








를 만들고 가 0에 한없이 가까이 갈 때 이 차

의 몫의 극한을 에 관한 의 도함수 ′ 로 

정의하였다(Boyer & Merzbach, 2011, p835-836).

이것은 오늘날 우리가 사용하고 있는 개념과 거

의 같으며 이러한 개념은 19세기 전체에 걸쳐 

계산적인 식과 함수가 관련되거나 독립적으로 

발전하였다(Toeplitz, 2006). 위에서 살펴본 바와 

같이 미분계수는 그 형성 과정에서 대수적, 기하

적, 운동학적 관점 포함하면서 발달해 왔다. 따

라서 학생들에게는 이렇게 다양한 관점을 서로 

구분지어 차이를 분명히 하는 것 보다는 통합된 

관점에서 상호 관련지어 제시되는 것이 더욱 효

율적일 것이다.

지금까지 접선과 미분계수의 교수-학습을 위한 

선행연구와 미분계수의 역사적 발달 과정을 통

해 역사 발생적 원리, 테크놀로지의 활용 및 모

델링의 활용이 미분계수 지도에 의미가 있음을 

확인할 수 있었다. 그러나 점진적인 수준의 상승

이 요구되는 고등 수학적 개념으로서 접선을 재

구성함으로써 미분계수 개념을 재발명하는 모델

링 과정을 분석하고 미분계수의 역사적 발달 과

정과 학생들의 접선 개념의 재구성 과정에 의한 

수학적 개념 변화를 비교 분석한 연구는 없었다.

이에 본 연구는 미분계수 개념의 발생 맥락을 

활용한 수학적 모델링 활동을 제안하고 학생들

의 모델링 활동 과정과 그 과정을 통해 나타나

는 수학적 개념 변화를 분석해 보고자 한다.
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Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 대상

연구에 참여한 학생은 D시에 소재한 A고등학

교 문과반 2학년 남학생 1명과 여학생 1명으로 

학업성취도는 모두 상 수준이고 서로 친분이 있

으며 그들은 각각 수학에 자신감이 없다고 표현

하였다. 학생들의 학교 진도는 함수의 극한을 배

운 직후이며 2학기 중간고사 시험을 앞두고 있

어 학교 진도가 멈춘 지 1주일이 지난 상황이었

다. 학생들이 중간고사 시험을 앞두고 있어 실험

에 긴 시간을 투자할 수 없었고 시험이 끝나면 

곧바로 미분을 배우기 때문에 짧은 기간 동안 

최소의 시간으로 실험이 이루어져야 했다. 사교

육을 받지 않는 학생들로 아직 미분법은 배우지 

않은 상태였다. <부록 2>사전 검사지의 결과에

서 두 학생은 모두 주어진 일차함수와 이차함수

의 그래프를 정확히 그렸고 접선의 의미에 대해

서 남학생은 원 위의 한 점을 지나는 직선으로 

여학생은 곡선에 스치면서 지나는 직선으로 알

고 있었다. 본 연구에서는 학생들을 1학년에서 

가르쳤던 수학 교사가 함께 참관하였다. 연구에 

참관한 교사는 교직 경력이 4년으로 테크놀로지

를 활용한 수업에 관심은 있으나 학생들과 마찬

가지로 테크놀로지를 직접 사용해 본 경험이 없

는 상태였고 테크놀로지를 활용한 수업에 대해 

많은 관심을 갖고 있으며 실제 수업에 적용하고 

싶어 했다. 본 연구에서 실험은 교사의 진행으로 

이루어질 것을 계획하였으나 교사가 촬영에 대

한 부담감으로 실험 진행을 포기하고 싶어 했기 

때문에 실험 과정에 참관하는 것으로 변경했다.

실험 동안 교사는 모델링 활동에 직접적인 영향

을 주지 않았으며 학생들의 고민의 시간이 길어

지면 격려하는 정도의 역할을 수행하였다.

2. 맥락문제 개발

본 연구에서는 미분계수의 역사적 근원인 속

도 문제가 포함된 맥락문제와 수치적, 기하적,

대수적 표현을 동시에 고려할 수 있는 수학 소

프트웨어 GeoGebra를 활용하였다. 특별히 맥락

문제는 현 교육과정에 따른 학교수학에서 50분 

수업 1차시에 해당하는 미분계수 지도에 활용될 

수 있도록 모델링 과제나 맥락문제에 관한 선행 

연구의 분류(신현성, 2001; 정영옥, 2004; de

Lange, 1999)를 참고하여 개발하였고, 현직 교사 

5명과 수학교육과 교수 1명으로 총 6명의 검토

가 이루어졌다.

<부록 3>학생 활동지의 맥락문제에 활용된 

지도는 실험에 참가할 학생들의 현실을 고려하

여 D시의 잘 알려진 공원을 선택하였으며 인터

넷 지도를 캡쳐하여 활용하였다. 맥락문제의 문

제(1)에서 특별히 세 번째 구간을 제시한 이유는 

공학을 활용하여 그래프를 그렸을 때, 중앙에 그

려질 부분으로 학생들이 그래프를 다루는데 편

리할 것이라고 생각했기 때문이다. 특히, 맥락문

제는 5차 곡선 모델을 구성하여 모델링 활동을 

전개하도록 개발하였다. 그 이유는 2차나 3차와 

같은 낮은 차수의 다항식은 학생들이 필산(연필

로 식을 세우거나 계산)으로 해결하려는 습관을 

벗어나지 못해서 연구의 본질적인 목적에 도달

하기 힘들 것이라고 생각했기 때문이었다.

3. 연구절차

본 연구는 고등학교 학생들은 실험을 위해 많

은 시간을 허락되지 않는 내외적인 문제들을 가

지고 있기 때문에 11월 4일 금요일과 11일 금요

일에 2주에 걸쳐 두 번의 수업이 이루어 졌고 

정규수업이 끝나고 저녁 식사 후 야간 자율학습 

시간을 활용하였다. 예비 수업 110분과 본 수업 
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110분의 수업으로 총 220분의 수업이 이루어졌

다. 한 차시 수업이 110분인 이유는 50분 수업 2

시간과 중간에 10분 쉬는 시간을 연결했기 때문

이다. 장소는 방과 후에 학교 수학교과교실에서 

실시되었으며 2명의 학생이 1대의 노트북을 함

께 사용하고 활동지는 각자 사용하였다. 학생과

의 첫 만남은 저녁 식사를 하면서 자연스럽게 

이루어졌고 첫 주의 예비 수업 110분 동안에는 

<부록1>사전 질문지와 <부록2>사전 검사지를 작

성하고 난 후 본 수업에 사용할 Geogebra를 조

작하는데 어려움이나 거부감을 줄이고자 여러 

가지 기능들을 설명하고 조작해 보는 활동을 하

였다. 활동 중에는 ‘두 점을 지나는 직선 그리

기’, ‘점 만들기(스프레드시트 자료를 기하창의 

점으로 나타내기)’, ‘최소제곱다항식(기하창의 점

에 적합한 다항식 그래프 나타내기)으로 그래프 

그리기’ 등이 있다. 본 수업 110분 동안에는 <부

록3>학생 활동지를 활용하여 모델링 활동이 이

루어 졌고 약 47분간의 모델링 활동이 끝난 후 

학생들은 <부록4>사후 검사지의 여러 가지 시간

-거리 그래프를 질적 추론을 통해 시간-속도 그

래프로 나타내어 보고 GeoGebra를 통해 확인해 

보았다. 이후 <부록5>사후 질문지를 작성하였다.

4. 자료수집

학생과의 개별 인터뷰는 학생들의 동의를 얻

어 녹음하였고 학생들의 사전-사후 질문지, 사전

-사후 검사지, 활동지와 연구자의 기록노트를 수

집하였다. 또한 수업의 전 과정은 video를 통해 

녹화되었고 학생들의 수업 장면과 GeoGebra 조

작 과정은 camtasia 프로그램을 통해 화면과 음

성을 파일로 저장하였으며 본 수업에서 학생들

의 담화내용은 전사되어 자료로 정리하였다.

Ⅳ. 연구결과 및 논의

본 장에서는 수학적 모델링 활동에서 접선 개

념의 재구성을 통해 미분계수를 재발명하는 과

정과 이 과정을 통해 학생들에게 나타나는 수학

적 개념 변화를 기술한다. [발췌문의 각 대화내

용 앞에 숫자는 전사 자료의 번호임]

1. 수학적 모델링 활동에서 접선 개념의 

재구성을 통한 미분계수 재발명 과정은

어떠한가?

본 수업을 위해 학생들에게 맥락문제(<부록3>

학생 활동지)가 주어졌을 때 남학생은 맥락문제

에 대해 충돌에 따른 속도 변화를 고려해야 하

는지[76, 78], 지도에 그려진 꺽인 선으로 보이는 

길을 직선으로 변환할 수 있는지[80, 84]에 대해 

분명하지 않았다. 그러나 연구자에게 질문하면서 

적절히 해석해 나아갔다.

[발췌문 1] 맥락문제 해석하기

76 남학생: 선생님~ 이게 충돌하면서 속력을 속

력이 0으로 떨어진다고 계산해야 되요?

77 연구자: 아뇨 충돌하면서 그냥 지나간다.

78 남학생: 지나가는 거예요? 속력변화는 상관없

이...

.........(생략)

80 남학생: (<부록3>학생 활동지의 지도를 가리

키며)점들을 표시할 때요......기울기 같은 거 

상관없이 그냥 일자로 만들어도 되나요?

81 연구자: 무슨 말 일까요?

82 남학생: 그러니까 이게 실제로 이렇게 이렇게 

이렇게(<부록3>학생 활동지에 있는 지도의 커

브 길을 가리키며) 막 꺽여지는 데가 있잖아

요.

83 연구자: 네
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[그림 Ⅳ-2] GeoGebra의 스프레드시트창에서 점만들기 기능을 이용해 만든 좌표들

84 남학생: 이런 거를 그냥 잡고 이렇게 직선으

로 찍~직선으로 만들어도 되요? 길이는 똑같

이 하고...

두 학생은 출발점부터 5곳의 위치에 대하여 

시간과 거리를 확인하고 문제(1)의 세 번째 구간

의 평균속도를 구하기 위해 시간과 거리의 차의 

변화를 고려하여 스프레드시트에 시간과 거리를 

입력했으나 첫 번째, 두 번째, 세 번째 구간 전

체 거리의 합 394m를 30초로 나누어 답을 구했

다[그림 Ⅳ-1].

[그림 Ⅳ-1] 여학생이 해결한 문제(1)의 오답

연구자가 컴퓨터를 활용하여 확인해 볼 것을 

제안하자, 학생들은 ‘점 만들기’ 기능을 이용하

여 스프레드시트의 자료를 기하창에 점으로 만

들었다. 학생들에 의해 처음 기하창에 나타난 점

들은 축과 축의 비가 1:1 이었기 때문에 흩

어진 구조를 전체적으로 볼 수 없었고 연구자의 

조언으로 축의 비를 1:20으로 변화시켜 흩어진 

점들을 한 화면에 나타낼 수 있었다[그림 Ⅳ-2].

점들이 Geogbra의 기하창에 나타나자, 두 점 

C, D(세 번째와 네 번째 점)를 지나는 직선의 기

울기를 이용하여 문제(1)의 평균속도가 16임을  

확인했다. 학생들은 예비 실험에서 직선의 기울

기가 평균속도임을 물리 시간에 배웠다고 표현

한 바 있었다. 계속해서 학생들은 문제(2)의 네 

번째 구간의 평균속도를 먼저 구하기 위해 

GeoGebra의 기능을 이용하여 기하창의 점D(네 

번째 점)와 점E(다섯 번째 점)를 지나는 직선[그

림Ⅳ-3]을 그려 놓고 직선의 기울기인 17.4를 확

인한 후 구간DE 사이의 평균속도를 17.4m/s라 

기록했다. 곧 학생들은 구간의 평균속도와 같은 

순간속도를 갖는 지점을 찾기 위해 ‘순간속도’의 

의미를 고민했고 순간속도는 ‘순간의 속도’라고 

표현하였다. 남학생이 Geogebra 화면의 직선[그

림Ⅳ-3]을 보다가 순간속도가 평균속도와 같기 

때문에 구간DE내의 어느 순간에서도 매 순간 
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[그림 Ⅳ-3] 점D와 점E를 지나는 직선

17.4m/s로 일정하게 움직일 거라고 추측했다

[211]. 사실 문제를 해결하는 데는 옳은 반응은 

아니었지만 여기서 남학생은 직선으로 그려진 

시간-거리 그래프의 속도는 일정하다는 것을 인

식하고 있음을 알 수 있다[215].

[발췌문 2] 곡선 그리기

211 남학생: (평균속도와) 순간속도가 같은 거면

은, 매 순간마다 17.4m/s인 거잖아

212 여학생: 응

213 남학생: 그렇지? 그러면 이게……음……이렇

게 ([그림 Ⅳ-3]의 직선을 가리키며) 나오지 

않어?

214 여학생: (갸우뚱)

215 남학생: 왜냐면은 속도가 시간 분에 거리니

까 1초면 17.4나오고 2초면은 17.4나오고…등

속 운동으로 매 순간이 같을 것 같은데? 이렇

게 나올 거 같은데? 아닌가?

216 여학생: 뭐가 나오는데?

217 남학생: 아닌가?

........(생략)

221 여학생: 그런데 이 직선이 다른 점들을 모두 

지나지 않잖아. 직선이 아닌가봐 점들을 모두 

지나가도록 그릴 수가 없어

........(생략)

224 남학생: 선생님…그거 뭐였죠? 점을 다 지나

도록 그래프를 그리는 거…….

이때 여학생이 직선은 5개의 점 모두를 반영

하는 적합한 그래프가 아니라고 판단[221]하고 5

개의 점을 모두 지나는 적합한 그래프를 찾아야 

함을 느꼈다[224]. 이후, 학생들은 연구자의 도움

을 받으며 GeoGebra의 최소제곱다항식 기능을 

이용하여 5차 곡선의 그래프를 그렸다[그림 Ⅳ

-4]. 화면의 그래프를 조작하면서 순간속도를 구

하기 위해 남학생이 소리 내어 생각하고 있을 

때, 여학생이 갑자기 순간속도와 접선을 연결시

켜야 한다는 아이디어를 제시했다[242].

[발췌문 3] 순간속도와 접선 연결하기

242 여학생: 음…(고민) 네 번째 구간이니까 일

이삼사(손가락으로 시작부터 네 번째 구간까
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[그림 Ⅳ-4] 점을 모두 지나는 5차 곡선

지 세어본다) 순간속도 그러면 접선인가?(웃으

면서 교사와 연구자를 바라본다) 순간속도

는….평균속도는 아까처럼 총 걸린 시간분

에…구간에 걸린 시간분에 그 구간 길이하

고... 순간속도는..

243 남학생: 응

244 여학생: 여기 이 그래프가 지나갈 네 번째 

구간에서 순간속도니까 네 번째 구간에서의 

접선(남학생을 바라본다)

245 남학생: 순간속도가 순간속도는 어디에서의 

순간 속도라고 안했잖아

246 여학생: 네 번째 구간에서의 순간속도잖아.

..........(생략)

269 여학생: 그러니까 여기서도 기울기를 구하면 

딱 이점에서의 기울기를 구하면 그게 순간속

도가 되지 않아?

270 남학생: 점의 기울기를 어떻게 구하는데?

271 여학생: 음 이 그래프를 지나는 접선의 기울기

272 남학생: 그게 점에서 기울기야?

........(생략)

287 여학생: 순간속도는 어느 딱 지점에서 순간

적인 기울기를 얘기해야 되는 거잖아.

두 학생은 [발췌문 3], [발췌문 4]과 같이 10분 

이상의 고민과 토론을 계속하였고 여학생은 접

선의 기울기가 순간속도임을 남학생에게 설명하

는 동안 자신의 생각을 점점 정교화 해 나아가

면서 차분의 극한으로 형식화된 미분계수를 재

발명하였다.

[발췌문 4] 차분의 극한으로 미분계수 정의하기

334 여학생: (네 번째 구간의 어느 점에서)순간

적인 기울기를 구할려고 하는 거잖아 그러면 

얘를 이 점으로 최대한([그림 Ⅳ-4]의 E점을 

D점 가까이로 손가락으로 이동한다) 그러니까 

이점이다…라고 여겨질 때까지 최대한 얘 가

까이로 점을 끌어 오는 거야(남학생을 바라본

다) 지금까지 기울기를 x차이 분에 y차이로 

구했잖아.

335 남학생: 응.
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[그림 Ⅳ-5] 여학생이 그린 한 점을 다른 한 점 

가까이로 보내는 그래프

[그림 Ⅳ-6] 여학생이 쓴 극한 개념의 접선의 

기울기

336 여학생: 그럼 이 (두 점을 가까이 하기 위해 

x와 y 각각의)차이를 최대한 줄이는 거야.

........(생략)

339 남학생: 그러니까 시간차이를 거의 없애 버

린다고?

340 여학생: 거의 없애. 그래서 이렇게 딱 쭐이

면?

341 남학생: 그렇지.......(학생들 모두 잠시 말이 

없고 고민한다)

342 여학생: 여기서 여기로로 기울기를 해야 되

잖아 이렇게 쓱! 지나가겠지? 근데 이게 차이

가 너무 작아가지고 같은 점으로 생.각.해.도.

괜찮을.. 정도로?(강조하며 말한다) 차이가?

에… 그래프가 이렇게 (활동지에 [그림 Ⅳ-5]

으로 그려가며 설명한다) 그려지는 거야.

343 남학생: …(여학생을 바라본다)

344 여학생: 같은 점으로 생각해도 된다고 얘랑 

얘를([그림 Ⅳ-5] 의 두 점을)

345 남학생: 응

346 여학생: 그럼이게 접선이 되는 거잖아!

347 남학생: 그게 접선의 정의야?

348 여학생: 꼭 그런 건 아닌데...극한 개념으로 

가봐. (잠시 생각 후 [그림 Ⅳ-6]와 같이 쓴다)

여학생은 평균속도를 구하기 위해 두 점을 지

나는 직선의 기울기를 활용한 것처럼[242], 순간

속도는 어느 딱 한 지점에서의 순간적인 기울기

를 나타내기 때문에[287] 두 점 사이의 거리를 

완전히 줄이면 두 점이 거의 하나처럼 되고[334,

336, 340, 342] 두 점을 지나는 직선은 한 점을 

지나는 접선이 되는 거라고 설명했다[346]. 그러

나 남학생은 두 점이 거의 하나가 되도록 시간

차를 줄여 한 점을 만드는 것에는 동의하지만

[339, 341] 한 점에서 기울기를 알 수 없었기 때

문에[270, 272] 여학생의 아이디어를 자신의 접

선 개념으로는 받아들일 수 없었다[347]. 이때 

연구자는 남학생의 질문에 따라 여학생이 남학

생에게 설명한 상황을 Geogebra 화면에서 그대

로 재현해 주었다. 즉 네 번째 구간의 한 점에서 

접선을 그려두고 이 점과 다른 한 점을 지나는 

직선을 그린 후 두 번째 찍은 점을 움직여 두 

점 사이를 줄여가는 상황을 보여주었다. 학생들

에게 할선의 극한이라는 용어를 사용하지 않고 

단지 화면 조작 방법을 상세히 설명하면서 보여

주었다. 이로써 남학생은 할선의 극한이 접선으

로 근접한다는 것을 화면을 통해 확인하였다.

순간속도를 구하기 위해 접선모델을 구성한 

학생들은 연구자의 Geogebra 조작을 참고하여  

네 번째 구간의 양 끝점을 지나는 직선과 그 구

간 안의 한 점에서 접선이 서로 평행한 곳은 어

디인지를 비교하기 위해 구간 안의 점을 이동하

여 대수창에 나타나는 두 직선의 기울기를 비교

하는 방법으로 문제(2)를 해결하였다[그림 Ⅳ-7].

같은 방법으로 문제(3)도 두 번째 구간의 양 끝

점 B, C(두 번째 점과 세 번째 점)를 지나는 직

선을 기하창에 그려 놓고 구간 BC 위의 한 점P

을 잡아 그 점에서 접선을 그렸다. 그리고 직선

BC의 기울기와 점 P의 이동에 따라 대수창에 

나타난 접선의 기울기의 변화를 비교하면서 문

제를 해결하였다.
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[그림 Ⅳ-7] 문제(3)의 평균속도인 직선의 기울기와 순간속도인 접선의 기울기 비교

2. 수학적 모델링 활동을 통해 나타나는 

학생들의 수학적 개념 변화(접선, 시

간-거리와 시간-속도 그래프 사이의 

관계)는 어떠한가?

1) 초기 접선 개념에 대한 변화 

사전 검사지와 인터뷰에서 남학생은 접선의 

정의에 대해 원에 한 번 만나는 직선으로 기억

하고 있었다[그림 Ⅳ-8]. 이것은 운동학적인 관점

이 포함되지 않은 정적인 관점에서 접선의 개념

을 의미하며 미분계수 개념의 역사적 발달 단계

와 비교해 볼 때 1단계로 간주될 수 있다.

[그림 Ⅳ-8] 접선의 정의(남학생 사전검사지)

이후 모델링 과정에서 남학생은 아주 가까운 

두 점을 지나는 직선[339, 341]이 접선이라고 설

명하는 여학생의 말에 어느 정도 동의 하지만 

접선의 개념을 할선의 극한으로 재구성할 수 없

었기 때문에[347] 접선의 기울기를 순간 속도와

는 연결하지 못했다. 결과적으로 해석학적인 관

점에서 중근의 의미를 이해[345]하지만 순간속도

와 연결하지 못하는 단계에 있다고 볼 수 있다.

따라서 미분계수 개념의 역사적 발달 단계와 비

교해 볼 때 3단계 수준임을 추측할 수 있다.

한편, 여학생은 예비 수업의 질문지와 인터뷰

에서 접선을 곡선에 스치면서 지나가는 직선으

로 기억하고 있었다[그림 Ⅳ-9]. 이것은 미분계수 

개념의 역사적 발달 단계와 비교해 볼 때 2단계

인 운동학적인 관점을 포함하는 접선 개념을 의

미한다.

[그림 Ⅳ-9] 접선의 정의(여학생 사전검사지)

이후 모델링 과정에서 여학생은 자신이 가지

고 있는 함수의 극한에 대한 개념을 도입하고 

미분계수의 두 측면인 접선과 순간속도 개념을 

연결[242, 346]하였다. 결과적으로 형식화된 극한

의 개념을 이용[348]한 미분계수 개념을 재발명

할 수 있게 되었다. 따라서 미분계수 개념의 역

사적 발달 단계와 비교해 볼 때 6단계 수준임을 

추측할 수 있다. 이로써 학생들의 초기 접선 개
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미분계수 개념의 역사적 발달 단계

여학생의 
실험 후 반응

형식화된 평균속도의 극한으로 미분계수 
정의 

(할선의 극한으로 접선개념 재구성)

6단계

순간속도 개념을 차분의 극한 개념과 연결 
시도

5단계

무한소 관점에서 순간적인 운동이 접선과 
연결

4단계

남학생의 
실험 후 반응

해석기하학의 관점에서 접선 (접선의 
기울기와 순간적인 속도의 연결을 명확히 

이해하지 못함)

3단계

여학생의 
실험 전 반응

운동학적인 측면에서 곡선에서 그은 접선 2단계

남학생의 
실험 전 반응

접선은 원과 한 점에서 만나는 직선 1단계

[그림 Ⅳ-10] 수학적 모델링을 통해 나타난 학생들의 개념 변화

념이 어떻게 변화하였는지를 미분계수 개념의 

역사적 발달 단계와 비교하여 나타내면 [그림 

Ⅳ-10]과 같다.

2) 시간-거리 그래프와 시간-속도 그래프

사이의 관계에 대한 개념 변화

시간-거리 그래프와 시간-속도 그래프 사이의 

관계에 대해서는 두 가지 관점에서 확인된 결과

가 있다. 하나는 시간-속도 그래프에 관한 내적 

개념 변화이고 하나는 Geogebra화면에 나타나는 

그래프 관찰을 통한 직관적인 반응이다.

사전 검사지를 통해 학생들은 등속도 운동을 

시간-속도 그래프로 표현하는 것에 대한 오개념

을 드러냈다[그림 Ⅳ-11, 12]. 여학생은 속력은 

거리 나누기 시간이니까 반비례 그래프가 그려

질 것 같다고 대답했고 남학생은 시간이 쌓이면 

속도가 누적되기 때문에 속도가 느려져도 같은 

거리를 갈 수 있다고 대답했고 자신의 그래프는 

물리시간에 배운 가속도 개념을 고려한 것이라

고 설명했다.

모델링 과정이 끝나고, 사후 검사지에서 여러 

가지 시간-거리 그래프에 대한 시간-속도 그래프

를 질적으로 추측해 보도록 하였을 때, 여학생은 

사전 검사지의 등속도 운동에 대해 반비례 모양

으로 그렸던 그래프([그림 Ⅳ-11])가 상수함수를 

나타내는 그래프([그림 Ⅳ-13])로 변했으며 시간-

속도 그래프를 그리기 위해 곡선에 대한 접선의 

기울기 변화를 이용([그림 Ⅳ-13]의 세 번째 곡

선을 확인)하였다. 남학생도 사전 검사지에서 

[그림 Ⅳ-12]와 같은 반응이 [그림 Ⅳ-14]의 첫 

번째 그림과 같이 일정한 속도를 나타내는 그래

프로 변했고 시간-속도 그래프를 그리기 위해 
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곡선 위의 어느 특정한 부분에 점을 찍어 그 점

들에서 속도를 추측하는 방법을 이용([그림 Ⅳ

-14]의 세 번째 그래프 확인)하여 그렸다.

[그림 Ⅳ-11] 여학생의 실험 전 검사지 반응

[그림 Ⅳ-12] 남학생의 실험 전 검사지 반응

[그림 Ⅳ-13] 여학생의 실험 후 검사지 반응 

[그림 Ⅳ-14] 남학생의 실험 후 검사지 반응

두 학생들 모두 이차 이상의 그래프에 대한 

정확한 시간-속도 그래프를 완벽하게 완성하지

는 못했지만 속도가 0이거나 증가와 감소와 같

은 질적 추론을 통해 도함수에 다가가는 모습을 

볼 수 있었다.

사후 검사지 작성 후, 연구자는 Geogebra를 이

용하여 시간-거리 그래프 위의 한 점 

 를 잡고 그 점에 의존하는 점 

  (이때 는 점 의 좌표이고 은 

에서 접선의 기울기)의 자취를 이용하여 시간-

속도 그래프를 확인할 수 있도록 했다[그림 Ⅳ

-15]. 이 활동을 통해 남학생은 시간-속도 그래프

가 시간-거리 그래프보다 한 차수가 낮아진다는 

사실을 발견[487]하고 만족스러워 했으며 여학생

도 이에 동의했다[488].

[발췌문 5] 시간-거리와 시간-속도 그래프 

482 연구자: 그냥 대략적으로 추측해 본 후에 컴

퓨터로 확인해 보세요.

......(연구자는 Geogebra의 자취 기능을 활용해 시

간-속도 그래프를 그릴 수 있도록 한다)

487 남학생: 어? 이거 그런데 차수가 하나씩 낮

아지는 것 같아요. 맞죠? (웃음)

488 연구자: 음(웃는다)

489 여학생: 그렇네

.......(연구자는 학생들에게 똑같이 조작해 볼 수 

있도록 조작하는 기회를 준다)

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서는 고등학교 2학년 문과 학생 2명

이 수학적 모델링 과정에서 순간속도를 구하기 

위해 할선의 극한으로 접선을 재구성하고 형식

화된 평균속도의 극한으로 미분계수를 재발명하

는 과정과 그 과정을 통해 나타나는 개념변화를 

분석해 보았다. 학생들은 모델링 과정에서 맥락

문제를 해결하기 위해 자신들이 가지고 있는 좌

표, 직선, 곡선이라는 수학적 모델을 도구로 기

울기, 극한, 접선의 개념을 포함하여 스스로 미

분계수의 기하학적 측면에서 접선의 기울기를 

이해할 수 있게 되었으며 시간-거리 그래프와 

시간-속도 그래프 사이의 관계를 직관적으로 이
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[그림 Ⅳ-15] 시간-거리 그래프 위의 점의 자취를 이용한 시간-속도 그래프

해할 수 있게 되었다. 그리고 학생들의 접선에 

대한 초기 개념이 적절히 재구성 되지 않으면 

이후 할선의 극한으로 접선을 연결하지 못하는 

인지적 장애를 경험한다는 주장(Amit & Vinner,

1990; Orton, 1980, 1983; Thompson, 1994; Ubuz,

2001; Vinner, 1982; Zandieh, 2000)을 확인 할 수 

있었다[그림 Ⅳ-10].

본 연구는 Doorman과 Gravemeijer(2008, 2009)

의 emergent modeling에서 운동학과 미적분학의 

연결을 위해 속도에 관한 그래프를 질적 추론하

는 과정을 분석한 결과로부터 더 나아가 미분계

수의 재발명 과정을 분석하였다는 점에서 의미

가 있으며 학교 현장에서 미분계수 지도를 위한 

새로운 접근법으로 활용될 수 있기를 기대한다.

본 연구의 결론을 바탕으로 다음과 같은 제언

을 하고자 한다.

첫째, 본 연구에 참여한 학생의 성적이 상위권

인 단 두 명의 학생이라는 점이다. 현재 학교현

장에서 수학 수업이 수준별로 이루어지고 있지

만 한 반에 30명 정도의 학생들로 구성되어 있

으므로 다양한 수준의 학생들을 대상으로 연구

를 확장하여 반 전체가 함께 참여 할 수 있는 

모델링 활동을 적용해 볼 필요가 있다. 특히 낮

은 수준의 학생들에게는 본 연구에서 제공하는 

맥락문제에서 도출해야하는 그래프를 2차나 3차

로 낮추어 설계하거나 처음부터 그래프를 제시

하는 방법을 고려해 볼 것을 제안한다.

둘째, 본 연구에서 학생들의 직관적인 사고를 

촉진하기 위해 공학 도구를 활용하였다는 점이

다. 학생들은 본 수업에서도 공학 도구의 사용에 
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있어 연구자의 기술적 도움이 필요했고, 본 수업이

끝난 후 인터뷰에서 GeoGebra는 누구나 무료로 

사용할 수 있고 배우기에 쉬운 도구이기는 하나 

새로운 수학적 개념을 배우는 것 외에 낯선 공학

도구를 또 배워야 한다는 점에 부담감을 느꼈다

고 하였다. 이것은 교사의 역할에 대한 논의와 

더불어 앞으로 더 고려되어야 할 부분이다. 또한 

GeoGebra에서는 기술상의 문제로 할선의 극한으

로서 접선을 구성하려 할 때, 두 점이 한 점으로 

겹쳐지는 순간 직선이 사라지기 때문에 접선 기

능으로만 접선을 나타낼 수 있다는 점에서 아쉬

움이 있었다. 이점은 공학의 한계를 드러내는 것

으로 이러한 장애가 없는 접근 방법을 연구해 

볼 필요가 있다. 끝으로 학교 현장에의 적절한 

응용과 더욱 발전된 후속연구를 기대해 본다.
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Students' Reinvention of Derivative Concept through

Construction of Tangent Lines in the Context of

Mathematical Modeling

Kang, Hyang Im (Graduate School, Korea National University of Education)

This paper reports the process two 11th grade

students went through in reinventing derivatives on

their own via a context problem involving the

concept of velocity. In the reinvention process, one

of the students conceived a tangent line as the

limit of a secant line, and then the other student

explained to a peer that the slope of a tangent line

was the geometric mean of derivative. The students

also used technology to concentrate on essential

thinking to search for mathematical concepts and

help visually understand them. The purpose of this

study was to provide meaningful implications to

school practices by describing students’ process of

reinvention of derivatives. This study revealed

certain characteristics of the students’ reinvention

process of derivatives and changes in the students’

thinking process.

Key Words : derivative(미분계수), tangent line(접선), limit(극한), reinvention(재발명), historical
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<부록 1> 사전 질문지 (지면 관계상 각 부록의 여백을 최소화하였음)

면담일시 2011년  월  일 면담대상

사전 설명 * 다음 질문에 대하여 여러분의 솔직하고 구체적인 답변을 듣고자 합니다.

질문내용

1. 지금까지 학습한 함수의 개념을 얼마나 기억하고 있다고 생각하나요?

2. 지금까지 학습한 수학내용이 얼마나(어디에) 유용하다고 생각해 본 경험이 있나요?

3. 현재 배우고 있는 ‘미적분과 통계 기본’ 교과서는 어디까지 학습하였나요?

4. 앞으로 배우게 될 미적분에 대해 어떤 생각을 가지고 있나요?

5. 수학 시간에 컴퓨터를 활용한 수업을 받아 본 적이 있나요?

(그렇다면) 직접 사용해본 경험이 있나요?

<부록2> 사전 검사지

면담일시 2011년  월  일 면담대상

질문내용

A-1 시간과 거리 사이의 그래프 A-2 시간과 속도 사이의 그래프

1. 일차함수    의 그래프를 그리시오.

2. 이차함수      의 그래프를 그리시오.

3. 접선의 정의를 쓰고 주어진 점에서 ‘접선’을 그리시오.

A. 화면에 보이는 물체의 움직임을 그래프로 나타내시오.(등속도 운동에 의해 

그려진 이동거리의 자취를 보여준다)

사후 설명
질문에 대해 성실하고 솔직하게 답변해 주셔서 감사합니다. 이 자료는 수학 수업

의 향상을 위한 연구 이외의 용도로 사용하지 않을 것입니다.
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<부록 3> 학생 활동지

당신은 스턴트맨이다. 새 영화에 출현하고 자 오디션에 참가했다. 감독은 오디션 참가자들에

게 스턴트맨이 촬영 활 동선이 그려진 지도를 하나 씩 주었다. 지도에는 스턴트맨이 오토바이

로 10초마다 통과해야하는 5곳의 위치가 체크 되어 있다. 감독은 이 촬영을 한 번에 마치길 원

하기 때문에 똑똑한 스턴트맨을 원한다. 따라서 참가자들에게 다음과 같은 질문을 한다. (단,

각 위치마다 표시된 m는 각 구간의 거리이다)

문제(1) 세 번째 구간의 평균 속도는 무엇인가?

문제(2) 네 번째 구간에서 평균 속도와 순간 속도가 같은 곳이 있는가?

문제(3) 두 번째 구간의 평균 속도와 같은 순간 속도는 몇 곳이나 있는가?

<부록4> 사후 검사지

B. 다음은 시간-거리의 관계를 나타내는 그래프이다. 각 그래프 위에 색 펜을 사용하여 시간-

속도 그래프를 그려 보시오.

(B-1) (B-2) (B-3) (B-4)

<부록5> 사후질문지

면담일시 2011년  월  일 면담대상

질문내용

1. 수업의 소감은 어떠한가요?

2. 수업에서 알게 된 것이 있다면 무엇인가요?

3. 수업이 재미있었나요? 재미있었다면 어떤 점인가요?

4. 수학 시간에 본 수업을 활용할 경우 특히 유의할 사항이 있다면 어떤 것일까요?

5. 본 연구와 관련하여 기타 의견이 있다면 적어 주세요.

사후 설명
질문에 대해 성실하고 솔직하게 답변해 주셔서 감사합니다. 이 자료는 수학 수업

의 향상을 위한 연구 이외의 용도로 사용하지 않을 것입니다.


